Ecuaciones logaritmica y exponencial.

Como introduccion de ecuaciones exponenciales, trabajaremos casos de ecuaciones que se
resuelven con propiedades de la potencia y luego con equivalencia de expresiones.

Luego veremos casos en donde necesitaremos usar el logaritmo.

éQué son expresiones equivalentes?

Dos expresiones algebraicas son equivalentes cuando se cumple la igualdad entre ambas
expresiones siempre y se puede comprobar numéricamente cuando se le asigna cualquier
valor a las literales que intervienen.

Por ejemplo:

3n + 6 es equivalente a 3(n + 2), porque al asignar un valor a “n”, por ejemplo 5, las dos
expresiones dan el mismo resultado:

3n+6 =305)+6 =15+ 6 = 21
3(n+2) =305+ 2) =3(7) =21

También se puede demostrar la equivalencia de dos expresiones por propiedades de las
operaciones

Por ejemplo:

52x+1 es equivalente a 25*.5 porqué

g2x+1 _ g2x gl tF)’or la propiedad producto de potencia de igual
ase
— (595 Por las propiedades potencia de otra potencia y
B ' por la de exponente 1
= 25%.5

Ecuaciones exponenciales

Decimos que una ecuacion es exponencial cuando contiene a la incégnita en algiin exponente.
Observen dos ejemplos de como se pueden resolver.

1024 =8, 2° 3"+3“2=-1?°
22, Fex.3t=2D
MmN 3*. (1+3%) =10
Planteamos la 3
10 =3 +x —> igualdad entre 3,10 = 139
P los exponentes. 3 = %) 10
3*=1 Expresamos el
P 3_1 segundo miembro
st como una
x==1 potencia de 3.




Mas ejemplos

[%,=2

ﬁ12:3

3x+2
J =3 23":(2“)3“‘2 > 2% =22y 3y—_3y-2

Q) 55— 5 55?5, ywro5yi6-0 - (x-2)(x-3)=0 -

b) 231 = O, 531+2 N 23x = (_%

- bx=-2 - x:—g — x:—l

3

4 -24416=0 - (#)-244+16=0 - (4)-84+16=0 - [Siz=t]

> 22-8241=0 - (2-4)°=0 - 2=4 5 =4 5 y=1
oo

Para seguir profundizando las herramientas para resolver las ecuaciones, te invitamos a ver
los siguientes videos

e https://youtu.be/XdaB464Gt4M
e https://youtu.be/hWcOgCeznRE?t=68

e https://youtu.be/YM5doTNgkZk

Actividades

1. Unir con flechas las expresiones equivalentes, y fundamente su eleccion.

a) (-2)* 1. 24
b) 8~ 2. 24tx
c) (—9)%*2 3. 4%
d) 21+2x 4_ 23x
e) 9:3% 5. 23
f) 16%.2* 6. 3:
g) W 7. 32—2x

h) 3/3*.327 8. 3w
2. Transforma cada una de las siguientes expresiones en una sola potencia, explique todo el
procedimiento indicando las propiedades utilizadas.

a) (-2*.(-2°=

2 g) 3*2.9*1.3%2= k) 2% 421 42% 1=

b) 9%.3°=

. h) 2#1.2%-123% = 4%23°%
c) 4x2¥tl= o 1) gt =
d) 3*9= ) ===

+1 X
e) 16%2.82%+3 = _ g 3¥7 43 _
i GY) = m)

f)  52x+2 253-% 125% =

Nota: En los incisos K, L y M pueden usar la herramienta “factor comun”.


https://youtu.be/XdaB464Gt4M
https://youtu.be/hWcOgCeznRE?t=68
https://youtu.be/YM5doTNqkZk

3. Completen los espacios en blanco con nimeros para que verifique la igualdad

-2 1
aj 47 =64 S " e) (-2) .(-1)=-16
b) ’=-8 d)FF. 2=54 f) 2:12=128

4. Resuelve las siguientes ecuaciones, exprese el conjunto solucion como corresponde, indica
a que conjunto numérico! pertenece (N,Z Q,I,R o C) y realiza la verificacion.

9)4x=% ggx+1=3 9)2x+2x=4
€ 9.3=27 327.3“2‘%=0 Psasrio L =g

5. Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales, explique todo el procedimiento
indicando las propiedades utilizadas. Luego compruebe si has llegado a la solucién expuesta
debajo de los incisos.

a) 23x = 0, 53X+2 e) 3* 4 3x+2 =30 i) 3x _3x-l 4. 3x-2 =21
b) 34-x2 - % f) 5x+l " 5x +5x-l = % j) 3x2 .3-2 = 9
4x-1 5x2+1 . 4 728
= — 3 % —3 St
C) 2,“,2 186 9) 25x+2 3125 k) 27
d) 77?=5764801 h) 2*-52"+4=0 )} 5725l =5%

Sol: @) -1/3; b) +v6 ; ¢) N54;d) 6;e) ;1) 0;8) -2y4 W0y 2;i) 3;j) 2, k) No; ) -1y 2;

Desafio:

¢Qué numero “x” verifica la siguiente igualdad 2* = 3?

En este caso aparece una nueva funcion matematica: LOGARITMO.

1 https://youtu.be/YfclzXCLilA



https://youtu.be/YfcIzXCLiIA

Logaritmo de un numero real

Se llama logaritmacion a la operacion por la cual se calcula el

exponente al que se tiene que elevar un numero a positivo y

distinto de 1 para obtener otro numero b. Esto se escribe:
log, b y se lee logaritmo en base a de b.

Secumpleque log,b=x<a*=b,cona>0ya=1.

Partes del logaritmo:

argumento

G- o

base logaritmo

& Coando la base es 10, se llaman logaritmos decimales y no se indica la base 10, es decir:

gl = logP=x << 10°=P

& Coando la base es el nomero de Evler, e = 2'71828..., se llaman logaritmos neperianos o

natorales y se expresan por ln en vez de log. , es decir:

M: mMP=x & e=pP

El Logaritmo y la exponencial son operaciones inversas como pasa con las potencias y las
raices.

Por ejemplo: calcular los siguientes logaritmos aplicando definicién

a) log, 32 b) logs1/5 c) log,2



o) log,32=¢ —> 2*=32 > 2°=2° -5 x=5 > l0g,32=5

1 1 1
b lgs—=x —» 5==—=57 -5 5=57 5 x=-1 - logs—=-1
955 5 955
c) log,2=x —> #=2 - (22)’(:2 - 2¥=2 5 k=1 - x:—;_- —> log,.?.:%

Como consecuencias inmediatas de la definicién de logaritmo llegamos a:

& Ellogaritmo de la onidad es siempre 0: log,1=0 — 2=

& Ellogaritmo en cualguier base de la bose es siempre 1: log,a=1 — a'=a

Q Q

& Ellogaritmo de una potencia de la base es siempre el exponente: log,a°=Q — 4a°=a
Pero ademas de estas tres, existen otras propiedades que los logaritmos verifican (siempre

que “a” y “b” sean numeros positivos)

* Logaritmo de un producto * Logaritmo de una potencia
log. (a.b) = log.a+log. b log.a’=b.log.a
* Logaritmo de un cociente * Logaritmo de una raiz
= n 1
log, (-‘-’5-) = log, a - log, b log.y/q= = - log. a
* Cambio dle base
log.a = odn
log, ¢

La propiedad de cambio de base permite transformar un logaritmo dado en
cierta base en otro logaritmo expresado en otra base que resulte mas con-
veniente; por ejemplo, aquellas que aparecen en las calculadoras cientificas.

1)Log2 27=t—g%54,75

La secuencia de teclas seria la siguiente:

Coe 27 Cee J2)(E)

2Log 27=M54.75
. In 2

La secuencia de teclas seria la siguiente:

e )GEEE0EE]




Ejemplo de aplicacién de propiedades
Evalie las expresiones siguientes.
(a) log,2 + log,32
(b) log,80 — log,5
(c) —% log 8
(a) logy2 + log,32 = log,(2-32) Ley I
= log,64 = 3 Porque 64 = 4°
(b) log,80 — log,5 = logz(%o-) Ley 2
= log, 16 = 4 Porque 16 = 2*

(c) —%log8 = log {18 Ley 3
= log(-'z-) Propiedad de exponentes negativos
~ —(0.301 Calculadora

Combine 3 log x + 1 log(x + 1) en un solo logaritmo.

SOLUCION
3log x + -é—log(x +1) = logx3 + log(x + 1)1/2

= log(*(x + 1)'?)

Combine3Ins + 3Inz — 4 In(t> + 1) en un solo logaritmo.

SOLUCION
3Ins +3lnt—4In(t>+ 1) =Ins> + " — In(£2 + 1)*  Ley3
= In(s’"2) — In(¢? + 1)* Ley 1
o 20) o
= Inl ——— 7
(2 + 1) -




Actividad

1. Complete los espacios en blanco para que la afirmacion sea verdadera

a)53 =125 entonces log __ =

b)log; 25 = 2 entonces __— =

c)67% = % entonces log  __ =

d)log,,7 = % entonces __ — =

2. Exprese los siguientes logaritmos de forma exponencial

A) logs25 =2 Gg) logs1 =0

B) log,,0.1 = —1 Hy loggd12 =3

c) logg2 =3 I) logz(é) = —3

p) logs;81 =4 ) loggd = %

gy InS =x Ky Iny =35

n In(x+1) =2 y In(x—1) =4
3. Exprese las siguientes potencias de forma logaritmica

A 53 =125 ey 107* = 0.0001

B) 10° = 1000 n 812 =

0 gl=1 6 273 =3

D) 4732 = (.125 H) 73 = 343



4. Use la definicién de logaritmo para hallar el valor de “x”

a) log,x =5 F log,16 = x
By logsx =4 G l0g,,0.1 =x
c) log;243 =x H) logsx =3
p) log,2 =x n log,x =2
E) logl()x — 2 _]) logs.r — 2
5. Resuelvan aplicando las propiedades de logaritmo y sin usar la calculadora
a) 1685 (8 < F2)™= sussassmmnerss ©) l0g; B4% = o.iiinsiavsningrasnmans €) loga ({fﬁ)s TR
9\_ 10:0,01
91093(27.5)— .............. d 9(0001 -------------

6. Exprese cada uno de los siguiente ejercicio es un solo logaritmo. Indica que propiedades
haz utilizado y en dénde.

p) log6 +log4 py log; 10 —logs 5
1
gy 10g,(2x) —logy(x +1) ¢y Zlogx — 5 log(x — 2)
c) Slog,10 +2log,13  F) 5(2logx +3logy —2logz)

7. Expresa como sumas o diferencias los siguientes logaritmos. Indica que propiedades haz
utilizado y en doénde.

2, 3 .2
ﬂ‘) l_-::‘.lg 5‘”3 _ b) l0g5ﬂ?1_53 — ﬁ:) 1091{3_3: az} 109[ 10 3 EI_I:

8. (DESAFIO) Resuelve las siguientes ecuaciones, exprese el conjunto solucién como
corresponde

a)2¥1=20 Db)5%.2""2=8 c)log,(2x+1)=3  d) logx +log2x =7



En la ultima actividad tuvieron resolver ecuaciones en donde estan involucrada logaritmo.

Formalicemos estos procedimientos:

e Cuando la incégnita la tenemos en la base o hay un solo logaritmo en toda la ecuacion,
conviene despejar el logaritmo (dejarlo solo en un miembro) y aplicar la definicién.

23.- Resuvelve las sigvientes ecvaciones logaritmicas:
a) log, [2(x3 - 5)] =2
Aplicando la definicion de logaritmo, legamos a:
log,b=c& a=b - logg[l(x3+5)]=2 o g =2(x3+5)

Y operando:

5 =2(1(3 +5) - 64=Z(x3+5) - 32=£4+5 - =27 > £=3
Queda claro que si dos potencias son iguales y sus exponentes también lo son, entonces sus bases también tienen que ser igoales:

Six’=3* - «=3
Verificamos para asegurarnos de no realizar logaritmos nolos o negativos y claramente si x es positivo, ¥* también lo es.
Por tanto, la solucion es: x=3.

b) log,,,,(81)=2

Aplicando la definicion de logaritmo, legamos a:
log, b=ce> i=b - log,.(8)=2 - (2x+3)'=8
Y operando:

(24+3)" =81 > #2+22¢+9=81 - 4x*+12¢-72=0 - ¥*+3x-18=0

Llegamos a una ecuacion de segundo grado coya solucion es:
+43x-18=0 - (x+6)}{x-3)=0 - 25
ﬂx =3

Verificamos para asegurarnos de no realizar logaritmos nolos o negativos y vemos que ambas solociones son correctas.

Por tanto, las soluciones son: x=3 y x=-6.
c) log(2x-4)=2
Aplicando la definicion de logaritmo y operando, legamos a:

log, b =c& a=b — log(2xk-4)=2 —> 10'=2«-4 > 104=2x > «=52
Solucién gue es valida porgue no hace negativo al argumento.
Por tanto, x=52

e Cuando hay mas de un logaritmo, conviene aplicar propiedades para que me que solo
un logaritmo en un miembro o en ambos miembros.

24 - Resvelve las siguientes ecvaciones logaritmicas:

log( 16-x* )
a) —=
log(3x —4)
Si operamos vn poco llegamos a:
109(16 - )
—_— =2 log( 16— x* )= 2-log(3x -4
log(3%—4) 2 og( “ ) R

Aplicando la propiedad de la potencia de un logaritmo:
109(16 - ) =2-log(3x-4) — 109(16 -x? ) = log(3x - 4)*
Y si dos logaritmos son iguales, sus argumentos también lo son:

Si109(16—1(2)=log(3jz—4)2 - (16—1{2):(31(—4)2 - 1o-x"=9%"-24x+16



Llegamos a una ecuacion de segundo grado coya solucion es:

X

e—

To—x* =" -24x+16 — 104 -24x=0 - x(5¢x-12)=0 -
X

()
12
" s

Desechamos la solucion x=0 porque el logaritmo del cociente seria negativo.
Por tanto, la solucitn es x=12/5

b) log2 + log(ﬂ— «* ) = 2-log(5- )

Aplicando los propiedades de los logaritmos llegamos a:
log2 +log( 11— x*) = 2:log(5~ log| 2{M-x?) |=log(5-x) 2{N-x?) [=(5-x)*
log + og( X ) 0g(5-x) - ‘og[ { X ):l 09(5-x) - [ { X )] (5-x)

Propiedad 5 Propiedad 7 Propiedad a

Una ecoacién de segondo grado, que resolviendo:

Xx=3

22-2x*=25-10x+ x> ey 3 -10x+3=0 > |L 1
gropasmos X=—

| N5

No podemos olvidar que siempre hay que verificar si la solocién o soluciones son correctas:

Si sustitvimos ¥=3:

log2 + log(ﬂ E 12) =21log(5-x) — log2+log(N-9)=21log(5-3) —> log2+log2=2-log2  c.q.4d.
Si sustitvimos x=1/3:

log2 + log(ﬂ— xz) =2log(5-x) — log2+ log(’l?—%): 2-[09(5 —%) - log2+ log(%): 2-109(%4)

2
q 3 q q

Siempre verifiquen que la soluciéon no haga ni negativo ni anule el ARGUMENTO

Actividad:

1. Resuelve las siguientes ecuaciones, exprese el conjunto solucion como corresponde, indica
a que conjunto numérico pertenece (N,Z Q,I,R o C) y realiza la verificacion.

Q) log, 27 =3 f) logx-1log3=2

bj logy (x+5)=2 g) log, (8 .x) +log, (4 .x) =8

cj logi—logl7=0 h) logg (x + 12) — logs (x +3) =1

d) logg(3-2x)=0 i) log (x — 8) + log (x = 2) = log (-8 — x)

2. Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales, explique todo el procedimiento
indicando las propiedades utilizadas. Luego compruebe si has llegado a la solucién expuesta
debajo de los incisos.

loa( 2x -7} -1 -N=1oa5 24 =24 N= M=
a) 9(2x~7)~log{x =1 =log d) 09 X og{x +1=0 9 logBx—4)
2 -log(x) log(35-x7)
s = - lo = —_——
b) logx-log{x+3)=2-loglx+1) e) g X logW0) h) logG—0)
£ 025 o sl w o log, 125 _7
c) ‘Hog(s)ﬂog( 7 )_Zlog(x) f) 109(25 x) 3log(4-x)=0 i) O X + ok 3

Sol: a) -2/3. b) 1; ¢) 2. d) -1/2; e} 10 ) # :@) 12/5;h) 510 ;1) 25y 55

10



