CAPITULO 9

¥ Limites y continuidad

ol 1 filésofo Zenon de Elea era aficionado a las paradojas acerca del movi-
9.1 Limites

9.2 Limites (continuacion) miento. Su mds famosa era algo parecida a ésta. El guerrero Aquiles

9.3 Interés compuesto acepta correr una carrera en contra de una tortuga. Aquiles puede correr 10

continuamente metros por segundo y la tortuga sélo 1 metro por segundo, de modo que la
9.4  Continuidad tortuga tiene una ventaja de 10 metros de la linea de salida. Aun asf, como
9.5 Continuidad aplicada Aquiles es mucho mas rédpido debe ganar. Pero en el tiempo que €l haya cu-

4 S igiadde, bierto sus primeros 10 metros y llegado al lugar en donde la tortuga inicié, la

9.6 R
aiis tortuga ya avanz6 1 metro y atin lleva la delantera. Y después de que Aquiles

Aplicacion practica
Dada racionat haya cubierto ese metro, la tortuga ha avanzado 0.1 metro y aun llevaria la
delantera. Y asi sucesivamente. Por tanto, Aquiles estaria cada vez més cerca
de la tortuga pero nunca la alcanzaria.

Por supuesto que la audiencia de Zenén sabia que algo estaba mal en el
argumento. Nosotros podemos escribir una ecuacién algebraica con el avance
total de Aquiles a la izquierda, el de la tortuga a la derecha y ¢, que represen-

ta el tiempo en segundos en los cuales Aquiles se empareja con la tortuga:

(10m/s)t = (1m/s)t + 10m.

1
La solucién es t = 1§ segundos, tiempo en el que Aquiles ha corrido

1 1
<19 s) (10 m/s) = 115 metros.

Lo que desconcertaba a Zendn y a sus escuchas es como podria ser que

1 1 1
M0+1+——+—-—+ - =11-
10 100 9’
en donde el lado izquierdo representa una suma infinita y el lado derecho es
un resultado finito. La solucién moderna a este problema es el concepto de
limite, que es el tema principal de este capitulo. El lado izquierdo de la
ecuacion es una serie geométrica infinita. Utilizando la notacién de limite y

la férmula de la seccién 8.3 para la suma de una serie geométrica, escribimos

: 101 - ()
lim > 10" = lim

1
k—o00n=0 k—o0 1— 10

1
= 11—
9
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WAV Estudiar limites y sus

propiedades bdsicas.

y
x3—1
0 =5
3_
1;
]
—»‘14— X
3
FIGURA 9.1 lim > =3,
r—1x —1

9.1 LimITES

Tal vez ha estado usted en un estacionamiento en el que puede “aproximarse”
al automovil de enfrente, pero no quiere golpearlo ni tocarlo. Esta nocién de
estar cada vez mds cerca de algo, pero sin tocarlo, es muy importante en mate-
maticas, y la cual estd involucrada en el concepto de limite, en el que descansa
el fundamento del cdlculo. Bdsicamente, haremos que una variable “se aproxi-
me” a un valor particular y examinaremos el efecto que tiene sobre los valores
de la funcién.
Por ejemplo, considere la funcién

x—1
flw) ==
TABLA 9.1
x <1 x> 1
x S x f(x)
0.8 2.44 1.2 3.64
0.9 2.71 1.1 3.31
0.95 2.8525 1.05 3.1525
0.99 2.9701 1.01 3.0301
0.995 2.985025 1.005 3.015025
0.999 2.997001 1.001 3.003001

Aunque esta funcién no estd definida en x = 1, quizd desee conocer acerca
del comportamiento de los valores de la funcién cuando x se hace muy cerca-
na a 1. La tabla 9.1 da algunos valores de x que son un poco menores y otros
un poco mayores que 1, y sus correspondientes valores funcionales. Observe
que cuando x toma valores mds y mds préximos a 1, sin importar si x se apro-
xima por la izquierda (x < 1) o por la derecha (x > 1), los valores correspon-
dientes de f(x) se acercan cada vez més a un solo nimero, el 3. Esto también
es claro de la grafica de f en la figura 9.1. Observe que aunque la funcién no
esta definida en x = 1 (como se indica por un pequeiio circulo vacio), los va-
lores de la funcién se acercan cada vez mas a 3, conforme x se acerca mas y
mas a 1. Para expresar esto, decimos que el limite de f(x) cuando x se aproxi-
ma a 1 es 3 y escribimos
3
im =1 =3,
x—1 X — 1

Podemos hacer f(x) tan cercana a 3 como queramos, si escogemos un valor de
x lo suficientemente cercano, pero diferente de 1. El limite existe en 1 aunque
1 no esté en el dominio de f.

También podemos considerar el limite de una funcién cuando x se apro-
xima a un ndmero que estd en el dominio. Examinemos el limite de
f(x) = x + 3 cuando x tiende a 2 (x — 2):

lim (x + 3).

x—2

Obviamente, si x es cercana a 2 (pero diferente de 2), entonces x + 3 es cerca-
no a 5. Esto también es claro de la tabla y la gréfica en la figura 9.2. Por tanto,

lim (x + 3) = 5.

x—2



Sec. 9.1 = Limites 399

x<2 x>2 y
x f(x) X f(x)
15 4.5 2.5 5.5 f(x)=x+3
19 | 49 21 | 5.1 51
1.95 | 4.95 2.05 | 5.05 3
1.99 | 4.99 2,01 | 5.01 /
1.999 | 4.999 2.001 | 5.001
| X
2

FIGURA 9.2 lim (x + 3) = 5.

x—2

Aunque x + 3 es 5, cuando x = 2, esto no tiene relacion con la existencia de

un limite.
En general, para cualquier funcién f, tenemos la definicion siguiente de

un limite.

Definicion

El limite de f(x) cuando x se acerca (o tiende) a a, es el nimero L, escrito
lim f(x) =L,
X—a

siempre que f(x) esté arbitrariamente cercana a L para toda x lo suficiente-
mente cerca, pero diferente de a.

Enfatizamos que cuando debemos encontrar un limite, no estamos interesados
en lo que le pasa a f(x) cuando x es igual a a, sino s6lo en lo que le sucede a
f(x) cuando x es cercana a a. Ademas, un limite debe ser independiente de la
manera en que x se aproxima a a. Esto es, el limite debe ser el mismo si x
se acerca a a por la izquierda o por la derecha (parax < a o x > a,respec-
tivamente).

EJEMPLO 1 Estimacion de un limite a partir de una grafica

a. Estimar lim f(x), donde la grifica de f estd dada en la figura 9.3(a).

x—1

y y
2N SN
y=1x) y=1(x)
2 2+
i x ; .
(a) (b)

FIGURA 9.3 Investigacion de lim f(x).
x—1
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|~ Principios en prdctica 1
| Limites que no existen

En matemdticas la fun-
cién mayor entero, que se denota
como f(x) = [x], la utilizan to-
dos los dias los cajeros que dan
cambio a los clientes. Esta funcién
proporciona la cantidad de bille-
tes para cada monto de cambio
que se debe (por ejemplo, si a un
cliente se le debe $1.25 de cambio,
él o ella obtendrian $1 en billete;
asi, [1.25] = 1). Formalmente, [x]
se define como el mayor entero
que es menor o igual a x. Haga la
gréfica de f, la cual algunas veces
se denomina funcién escalonada,
en su calculadora grafica en el
rectangulo estdndar de visualiza-
cion (la encontrara en el menu de
numeros; se denomina “parte en-
tera”). Explore esta grafica usan-
do TRACE. Determine si existe

Iim f(x).

Solucion: sivemos en la gréfica los valores de x cercanos a 1, advertimos

que f(x) estd cercana a 2. Ademas, cuando x se aproxima cada vezmés a 1,

entonces f(x) parece estar cada vez mds cercana a 2. Asi, estimamos que
lim f(x)es?2.

x—1

b. Estimar lim f(x), donde la grdfica de f estd dada en la figura 9.3(b).

x—1
Solucion: aunque f(1) = 3, este hecho no tiene importancia sobre el li-
mite de f(x) cuando x tiende a 1. Vemos que cuando x se aproxima a 1, en-
tonces f(x) parece aproximarse a 2. Por tanto, estimamos que

lim f(x)es?2.
x—1
I—— |

Hasta aqui todos los limites que hemos considerado en realidad existen.

Ahora veremos algunas situaciones en las que no existe un limite.

N cormpi 0 9

EJEMPLO 2 Limites que no existen

a. Estimar lim f(x),si existe, donde la grdfica de f estd dada en la figura 9.4.

x—>—72

y
"
y=1(x)
-3
° -2
P 1
A
\_//I I_IZ '

FIGURA 9.4 lim f(x) no existe.

x—>—2

Solucion: cuando x tiende a —2 por la izquierda (x < —2), los valores
de f(x) parecen més cercanos a 1. Pero cuando x tiende a —2 por la de-
recha (x > —2), entonces f(x) parece mds cercana a 3. Por tanto, cuando
x tiende a —2, los valores de la funcién no se acercan a un solo nimero.
Concluimos que

lim f(x) no existe.
x——2

Observe que el limite no existe aunque la funcién estd definida en
x = —2.

. 1 .
b. Estimar lim —, si existe.

x—0 x?
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y
X f(x)
*1 1
+0.5 4 | f(X) _ %
+0.1 100 B
+0.01 10,000 L
+0.001 | 1,000,000 . Un .
1 1 X
1 .
FIGURA 9.5 Iim — no existe.

x—0 X2

Solucion: sea f(x) = 1/x* La tabla de la figura 9.5 da los valores de
f(x) para algunos valores de x cercanos a 0. Conforme x se acerca mas a 0,
los valores de f(x) se hacen mds y méas grandes, sin cota. También esto es
claro de la grafica. Ya que los valores de f(x) no se aproximan a un nime-
ro cuando x tiende a 0,

1 .
lim — no existe.
x—0 X

Problema: estimar lim f(x) si 10
x—2

x>+ 21x%> — 102x + 4
x2+25x—9 :

Solucion: un método para encontrar el limite es
construir una tabla de valores de la funcién f(x) cuan-
do x es cercana a 2. De la figura 9.6, estimamos que el
limite es 1.57. De manera alternativa, podemos estimar
el limite a partir de la grafica de f. La figura 9.7 mues-
tra la gréfica de f con la ventana estandar de [—10, 10]

X [—10, 10]. Primero hacemos varios acercamientos
alrededor de x = 2y obtenemos lo que se muestra en
la figura 9.8. Después rastreando alrededor de x = 2,
estimamos que el limite es 1.57.

F) =

—-10 oL 10

-10

FIGURA 9.7 Grafica de f(x) en la
ventana estandar.

/H_.-:I.

a1
3% "W=1.899875% | ¥=1. 560105

A=Z2. 8861 FIGURA 9.8 El acercamiento y trazado
alrededor de x = 2 proporciona
FIGURA 9.6 lim f(x) ~ 1.57. Iim f(x) ~ 157

x—2
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—® Principios en prdctica 2
Aplicacion de las propiedades
de los limites

El volumen de helio en un globo
esférico (en centimetros ctibicos),
como una funcién del radio, , en
centimetros, esta dado

4
por V(r) = 37 .

Determine lim V (r).
r—1

Propiedades de los limites

Para determinar limites no siempre hace falta calcular los valores de la fun-
cion o hacer el esbozo de una grafica. Existen también varias propiedades
de los limites que podemos emplear. Las siguientes propiedades pueden
parecerle razonables:

1. Si f(x) = c,es una funcién constante, entonces

lim f(x) = lim ¢ = c.
X—a X—a

2. lim x" = a”", para cualquier entero positivo 7.
X—a

EJEMPLO 3 Aplicacion de las propiedades 1y 2 de lo limites

a. lim 7 =7, Iim 7 =17.

x—2 x——5

b. lim x* = 6> = 36.

x—6

c. lim ¢* = (=2)* = 16.

t—>—2

Algunas otras propiedades de los limites son las siguientes:

Si lim f(x)y lim g(x) existe, entonces
xX—a xX—>a

3. lim [f(x)£ g(x)] = xhi)na f(x)+£ lim g(x).

X—a X—>a

Esto es, el limite de una suma o diferencia es la suma o diferencia, respec-
tivamente, de los limites.

o B [ o )] = M o) - i o)

- i
X—a
Esto es, el limite de un producto es el producto de los limites.

5. lim[¢f(x)] = ¢ - lim f(x),donde c es una constante.
X—>a X—a

Esto es, el limite de una constante por una funcion es la constante por el li-
mite de la funcion.

EJEMPLO 4 Aplicacion de las propiedades de los limites
a. lim (¥* + x) = lim x> + lim x (propiedad 3)
x—2 x—2 x—2
=224+2=6 (propiedad 2).

b. La propiedad 3 puede aplicarse por extension al limite de un nimero fini-
to de sumas y diferencias. Por ejemplo,

lim (¢ —¢g+1)= lim ¢ — lim g+ lim 1
qg—>—1 q—>—1 q—>—1 q——1

=1 - () +1=1



—*® Principios en prdctica 3
Limites de una funcion
polinomial

La funcién de ingreso para cierto
producto esta dado por

R(x) = 500x — 6x° Determine
lim R(x).

x—8
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c. Iim [(x + 1)(x —3)] = lim (x + 1) - lim (x — 3) (propiedad 4)

x—2 x—2 x—2
=[lim x + lim 1] [lim x — lim 3]
x—2 x—2 x—2 x—2

=2+1)-(2—3)=3(-1)=-3.

d. lim 3x*=3: lim x° (propiedad 5)
x——2 x——2
= 3(—2)* = —24.
P——
—

EJEMPLO 5 Limites de una funcién polinomial
Sea f(x) = ¢x" + ¢, x" ' 4+ .. + ¢;x + ¢, una funcién polinomial. Enton-
ces
lim f(x) = lim (c,x" + ¢, x" ' + - + cix + ¢)

xX—a X—a

=c,  lim x"+c¢,_;+ lim x* ' + - + ¢, - lim x + limc,
XxX—a X—a X—a X—a

=ca" + ¢, "'+ -+ ca+ cy = f(a).

Si f es una funcién polinomial, entonces

Iim £(x) = f(a).

Esto es, el limite de una funcién polinomial cuando x tiende a a, sélo es el va-
lor de la funcién en a.

El resultado del ejemplo 5 nos permite encontrar muchos limites cuando
X — a con soélo sustituir a por x. Por ejemplo, podemos encontrar

lim (x* + 4x* — 7)

x—>—3
sustituyendo —3 por x, ya que x> + 4x> — 7 es una funcién polinomial:

lim (2 +4x% —7) = (3 + 43’ -7 =2

x——3
Del mismo modo,

lim [2(h — 1)] =2(3 — 1) = 4.
h—3
Debemos insistir: no se calculan limites con s6lo “sustituir”, a menos que

podamos apoyarnos en alguna regla que cubra la situaciéon. Pudimos encon-
trar los dos limites anteriores por sustitucion directa porque tenemos una re-
gla que se aplica a limites de funciones polinomiales. Sin embargo, el uso
indiscriminado de la sustitucion puede conducir a resultados erréneos. Para
ilustrarlo, en el ejemplo 1(b) tenemos f(1) = 3, que no es el limite cuando
x — l;enel ejemplo 2(a), f(—2) = 2, que no es el limite cuando x — —2.
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Observe que en el ejemplo 6(a) el
numerador y el denominador de la
funcién son polinomios. En general,
podemos determinar el limite de una
funcién racional cuando x — a por
medio de sustitucién directa, siem-
pre y cuando el denominador no sea
Oena.

~—® Principios en prdctica 4
Aplicacion de las propiedades
de los limites

La tasa de cambio de la producti-
vidad p (en nimero de unidades
producidas por hora) aumenta
con el tiempo de trabajo de acuer-

do con la funcién
_50(2 + &)
P i3+ 20

Determine lim p.
t—2

Las siguientes dos propiedades de limites tratan con cocientes y raices.
Si lim f(x)y lim g(x) existen, entonces
X—a X—a

fly _ MmI)

6. lim = =4 , si lim g(x) # 0.
x—a §(X) lim g(x) x—a

Esto es, el limite de un cociente es el cociente de los limites, siempre que el de-
nominador no tenga un limite de 0.

7. lim V' f(x) = V lim f(x).!

xX—a

EJEMPLO 6 Aplicacion de las propiedades 6 y 7 de los limites
lim (2x* + x — 3)

N Skt B 2+1-3_0_,
a. = = = — = (.
i1 X+ 4 lim (x* + 4) 1+ 4 5
x—1

b. Iim V7 + 1 = \Vlm (2 + 1) = V17.

t—4 t—4
. ImVy2+7= Vim(*+7) =Vie=V8-2=2V2

x—3 x—3

Limites y manipulacion algebraica

Ahora consideremos limites para los cuales nuestras propiedades de los limi-
tes no se aplican, y no pueden evaluarse por sustitucién directa. Nuestra técni-
ca consistird en realizar operaciones algebraicas sobre f(x) de modo que
obtengamos una forma en la cual nuestras propiedades de los limites puedan
aplicarse.

EJEMPLO 7 Determinacion de un limite por factorizaciéon y cancelaciéon

2
. Loox =1
Determinar lim .
x——1X + 1

Solucion: cuando x — —1, tanto el numerador como el denominador se
aproximan a cero. Ya que el limite del denominador es 0, no podemos utilizar
la propiedad 6. Sin embargo, como lo que le suceda al cociente cuando x es
igual a —1 no nos interesa, podemos suponer que x # —1 y simplificar la
fraccion:

R s [C e VN
x+1 P o

Esta manipulacién algebraica (factorizacion y cancelacion) sobre la funcién ori-
2

x+1
original parax # — 1. Por tanto,

ginal da lugar a una nueva funcién x — 1, que es igual a la funcién

ISi n es par, requerimos que lim f(x) sea positiva.
X—a



Cuando tanto f(x) como g(x) se
aproximan a 0 cuando x — a,
entonces el limite

lim @

x—a g(\)
se dice que tiene la forma 0/0.

La expresion

f(x +h) — fx)

h

se denomina cociente de diferencias.
El limite del cociente de diferencias
yace en el corazén del calculo dife-
rencial. Encontrard tales limites en
el capitulo 10.
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m & fim DD
r——-1x+1 x——1 x—+T
lim (x —1) = —1 —1=-
x——1

Observe que, aunque la funcién original no estd definida en —1, tiene un limi-
te cuando x — —1.
I— |

En el ejemplo 7 el método para encontrar un limite por sustitucién direc-
ta no funciona. Reemplazando x por —1 se obtiene 0/0, lo cual carece de signi-
ficado. Cuando surge la forma indeterminada 0/0, la operacion algebraica
(como en el ejemplo 7) puede dar lugar a una forma para la cual pueda deter-
minarse el limite.

Al inicio de esta seccion, encontramos

o =1
lim
x—>1x_1

por inspeccién de una tabla de valores de la funcién f(x) = (x> — 1)/(x —
1),y también considerando la grafica de f. Este limite tiene la forma 0/0. Aho-
ra lo determinaremos utilizando la técnica descrita en el ejemplo 7 (la técnica
de factorizacién y cancelacion).

e —
EJEMPLO 8 Forma 0/0

3
x> —1

Encontrar lim .
x—1 X — 1

Solucion: cuando x — 1, el numerador y el denominador se aproximan a
cero. De esta manera, trataremos de expresar el cociente en una forma dife-
rente parax # 1. Factorizando, tenemos

=1 (=D + x4+ 1)
x—1 (x—1)

(Alternativamente, la division daria el mismo resultado). Por tanto,

= x>+ x+ 1

3

1
lim ~ = lm(P+x+1)=12+1+1=3,

x—1x—1 x—1

como se mostré antes.

—
[ e —
EJEMPLO 9 Forma 0/0
+ h) —
Si f(x) = x? + 1, encontrar lim fx ) f(x).
h—0 h
Solucion:
flx+ 1) = fx) [(x + h)?2+ 1] — (2 + 1)
lim = lim .
h—0 h h—0 h

Aqui tratamos a x como una constante porque /4, no x, esta cambiando. Cuando
h — 0, el numerador y el denominador se aproximan a 0. Por tanto, tratare-
mos de expresar el cociente en forma tal que 2 # 0. Tenemos

[(x+h)2+1]—(x2+1) [x2+2xh—|—h2+1]—x2—1
Iim = lim
h—0 h h—0 h
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—® Principios en prdctica 5
Forma 0/0

La longitud de un material au-
menta cuando se calienta de
acuerdo con la  ecuacion
[ = 125 + 2x. La tasa a la cual
la longitud aumenta estd dada
por
125 +2(x + h) — (125 + 2x)

lim b
h—0 h

Calcule este limite.

Este limite se utilizara en el
capitulo 11.

. 2xh+ K h(2x + h)
= lim —— = —
h—0 h h—0 h
= lim (2x + h) = 2x.
h—0

Un limite especial

Concluimos esta seccién con una nota concerniente a uno de los limites mas
importantes, a saber

lim (1 + x)Y~

x—0
La figura 9.9 muestra la gréfica de f(x) = (1 + x)"/*. Aunque f(0) no existe,
cuando x — 0 es claro que el limite de (1 + x)"/* existe. Es aproximadamen-
te 2.71828 y se denota por la letra e. Esta, como recordard, simboliza la base
del sistema de los logaritmos naturales. El limite

lim (1 + x)/* =e

x—0

en realidad puede considerarse como la definicién de e.

f(x)
X (1 + x)¥x X (1 + x)x
0.5 2.2500 -0.5 4.0000 5
0.1 25937 ~0.1 2.8680 \
0.01 2.7048 -0.01 | 27320 2r
f =(1 1/x
0.001 | 27169 ||-0.001 | 27196 () =(1+x)
L X
1
FIGURA 9.9 lim (1 + x)'/* = e.
x—0
Ejercicio 9.1
En los problemas del 1 al 4 utilice la grdfica de f para estimar cada limite, si existe.
1. La grafica de f aparece en la figura 9.10. 2. La gréfica de f aparece en la figura 9.11.
a. lim f(x).  b. lim f(x). ¢ lim f(x). a. lim f(x). b. lim f(x). e lim f(x).
x—0 x—1 x—2 x——1 x—0 x—1
y y
\ y=1(x) 2+ y = f(x)
1 °
| |
. X - T
12
FIGURA 9.10 Diagrama FIGURA 9.11  Diagrama

para el problema 1.

para el problema 2.
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3. La grafica de f aparece en la figura 9.12. 4. La grafica de f aparece en la figura 9.13.
a. lim f(x). b. lim f(x). c. lim f(x). a. lim f(x). b. lim f(x). c. lim f(x).
x——1 x—1 x—2 x——1 x—0 x—1
y
y
al- y = f(x)
oL y =fx)
l _T l _|‘I T |
412 ¥ 1 X
1
FIGURA 9.12 Diagrama
para el problema 3.

FIGURA 9.13 Diagrama
para el problema 4.

En los problemas del 5 al 8 utilice su calculadora para completar la tabla, y use los resultados para estimar el limite dado.

2P —x—1 x> —4
5. lim —————. 6. lim .
xlgll x—1 r—>—2 X+ 2
X 0.9 0.99 0.999 | 1.001 1.01 1.1 X —2.1 —2.01 | —2.001| —1.999 | —1.99 | —1.9
f(x) f(x)
7. lim &L V1t h—1
8. lim .
x>0 X h—s0 h
X —0.1 —0.01 | —0.001 | 0.001 0.01 0.1 h —0.1 —0.01 | —0.001| 0.001 0.01 0.1
f(x) fx)

En los problemas del 9 al 34 encuentre los limites.

9. Iim 16. 10. lim 2x. 11. lim (t2 —5).
x—2 x—3 t——5
< . 3 2 L 4r — 3
12. lim (3t —5). 13. lim (x° —3x*—2x +1). 14. lim .
1—1/2 x——1 r—9 11
— 2
15 Im 2 16. 1im 16 17. lim —————.
(»—3t+5 x—>—6X—6 h—oh*— 7h + 1
W —2h—4
18. lim ——=——. 19. lim Vp*> + p + 5. 20. lim Vy + 3.
h—0 h —1 p—d y—15
X2+ 2x x+1 X—x—2
21, lim ——. 22. lim . 23, lim —————.
x—>—-2x+2 r—>—1x + 1 x—2 X —2
2 + 2 + 2
2. 1im 2 25, lim 2L 2. lm 2,
(—0 t° — 2t r—»-1 x+1 (—»2t—2
_ 2 2
27, 1im £ 28, 1im & ¥, 29, lim © X 20

x—=3x2—9 x—0 X x—4 x> — 3x — 4~
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“— 81 332 — x — 10
30. 1im —————. 3 dim S
x—3X X 6 x—2x" + 5x 14
(2 + h)? — 2 (x +2)° —4
33, lfm 34, lim .
h—0 x—0 X

2+ —
32 lim L8
x—>—4x"+ 5x + 4

(x +h)?> — X
35. Encuentre lim ——————
h—0 h

2(x + h)> +5(x + h) —2x* — 5x
36. Encuentre lim
h—0 h

tratando a x como una constante.

tratando a x como una constante.

En los problemas del 37 al 42 encuentre lim
h—0

37. f(x) =4 — x.
40. f(x) = x> +x + 1.

fx +h) — fx)
h

38. f(x) =2x + 3. 39.
41. f(x) = x> — 3x. 42.

f(x) = x> = 3.
f(x) =5 —2x — 3x%

43. Encuentre lim x—72—2

x—>6 X —6
cionalice el numerador multiplicando el numerador y el

denominador por Vx — 2 + 2].

[Sugerencia: primero ra-

24 x +
44. Encuentre la constante ¢ de modo que lim #
x—3x" —5x +6

exista. Para ese valor de ¢, determine el limite. [Sugerencia:
encuentre el valor de ¢ para el cual x — 3 es un factor
del numerador.]

45. Planta de energia La eficiencia tedrica maxima de
una planta de energia estd dada por

Th_Tc

E =
Th ’

donde 7,y T, son las temperaturas absolutas respecti-
vas del depdsito mds caliente y del mas frio. Encuentre
(a) lim Ey(b) lim E.

T.—0 T

—T

46. Satélite Cuando un satélite de 3200 libras gira alrede-
dor de la Tierra en una Orbita circular de radio r pies, la
energia total mecanica E del sistema Tierra-satélite esta
dada por

7.0 X 107

E = pies-libra.

Encuentre el limite de E cuando r — 7.5 X 107 pies.

En los problemas del 47 al 50 utilice una calculadora grdfica para graficar las funciones y luego estime los limites. Redondee sus

respuestas a dos decimales.

S — 24
57, 1im
x-—4

x—2
x—Vx—12
4—Vx

= 49. lim

x—16

Vx =2
2x — 8
3+ 2 __ +
S50, ffm X T EI
x—1x" +2x° —Tx +4

48, lim

x—4




W38 Estudiar

los limites

laterales, limites infinitos y

limites al infinito.

FIGURA 9.14
lim f(x) no existe.
x—0

f(x)
f(x)=vx-3
2_
1 -
| | | | | |
3
FIGURA 9.15
Iim Vx —3 =0.
x—3
y
1
-1
X f(x)
+1 1
+0.5 4
*0.1 100
+0.01 10,000
+0.001 1,000,000

FIGURA 9.16 lim

Ii
x—0 X

Esta advertencia es extremadamente

importante.

1

2—00.

X
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9.2  LiMITES (CONTINUACION)

Limites laterales

La figura 9.14 muestra la gréafica de un funcién f. Observe que f(x) no estd de-
finida cuando x = 0. Cuando x tiende a 0 por la derecha, f(x) se aproxima a 1.
Escribimos esto como
lim f(x) =1.

x—0*
Por otra parte, cuando x tiende a 0 por la izquierda, f(x) se aproximaa —1y
escribimos

lim f(x) =—1.

x—=0"

Los limites como éstos se conocen como limites laterales (o unilaterales). De
la seccidn anterior sabemos que el limite de una funcién cuando x — a es in-
dependiente de la manera en que x se aproxima a a. Por tanto, el limite existird
si y solo si, ambos limites existen y son iguales. Entonces concluimos que

lim f(x) no existe.
x—0
Como otro ejemplo de un limite lateral, considere f(x) = Vx — 3 cuan-
do x tiende a 3. Ya que f estd definida cuando x = 3, podemos hablar del limi-
te cuando x tiende a 3 por la derecha. Si x es un poco mayor que 3, entonces
x — 3 esun nimero positivo cercano a 0 y de este modo \/, — 3 €s cercano a
cero. Concluimos que

lim+\/x—3 =0.

x—3

Este limite también es evidente si observamos la figura 9.15.

Limites infinitos

En la seccién anterior consideramos limites de la forma 0/0; esto es, limites
donde el numerador y el denominador se aproximan a cero. Ahora examina-
remos limites donde el denominador se aproxima a cero pero el numerador
tiende a un nimero diferente de 0. Por ejemplo, considere

lim -

x—0 X
Aqui, cuando x tiende a 0, el denominador tiende a 0 y el numerador tiende a 1.
Investigaremos el comportamiento de f(x) = 1/x* cuando x es cercana a 0. El
niimero x’ es positivo y también cercano a 0. Por tanto, dividiendo 1 entre tal nd-
mero da como resultado un niimero muy grande. En realidad, entre més cercana
a 0 esté x, mayor es el valor de f(x). Por ejemplo, véase la tabla de valores en la
figura 9.16, la cual también muestra la grafica de f. Es claro que cuando x — 0
tanto por la izquierda como por la derecha, f(x) aumenta sin cota. De aqui que
no exista el limite en 0. Decimos que cuando x — 0, f(x) se vuelve infinito posi-
tivamente, y en forma simbdlica expresamos este “limite infinito” escribiendo

x—0 X

Q Advertencia EIl uso del signo “igual” en esta situacion no significa que
el limite exista. Por el contrario, el simbolo (co) aqui es una manera de
decir especificamente que no hay limite e indica por qué no existe el limite.
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Ahora considere la graficade y = f(x) = 1/x para x # 0 (véase la fig.
9.17). Cuando x se aproxima a 0 por la derecha, 1/x se hace infinito positivo;
cuando x se aproxima a 0 por la izquierda, 1/x tiende a infinito negativo. De
modo simbdlico estos limites infinitos son escritos

Iim — =00 y h’mlz—oo.
x—0" X x—0" X
y
X f(x)
0.01 100
0.001 1000
0.0001 10,000
—0.01 —-100
—0.001 —-1000
—0.0001 —10,000

1
FIGURA 9.17 lim — no existe.

x—0 X

Cualquiera de estos dos hechos implican que

1 .
Iim — no existe.
x—0 X

EJEMPLO 1 Limites infinitos

Encontrar el limite (si existe).

- 2
: : a. Ilim .
-0.99 -0.9 r—=—1tx +1
FIGURA 9.18 x — —17. Solucion: cuando x tiende a —1 por la derecha (piense en valores de x

como —0.9,—0.99, y asi sucesivamente, como se muestra en la figura 9.18),
x + 1tiende a 0 pero siempre es positivo. Como estamos dividiendo 2 en-
tre nimeros positivos que se aproximan a 0, los resultados,2/(x + 1) son
nimeros positivos que se vuelven arbitrariamente grandes.

Iim

=00
x——1tx +1 ’

y el limite no existe. Por un andlisis similar, usted debe ser capaz de de-
mostrar que

x +2
.x—>2X2—4‘
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Solucion: cuando x — 2, el numerador tiende a 4 y el denominador se
aproxima a 0. Por tanto, estamos dividiendo nimeros cercanos a 4 entre
numeros cercanos a 0. Los resultados son nimeros que se vuelven arbitra-
riamente grandes en magnitud. En esta fase podemos escribir

. oxt2
Iim

x—2 X~ —

no existe.

Sin embargo, veremos si es posible utilizar el simbolo co 0 —oco para ser
mds especificos acerca del “no existe”. Obsérvese que

x +2 x +2

Iim ——=1lim ———— = lim
o2x" =4 x52(x +2)(x —2)  xo2x—2
Como
Iim ! Iim
i =00 i = —00,
x—2t x —2 y x—>2"Xx —2

. X . .
entonces lim no €s ni oo n1 —oQ.

x—2 x> =

El ejemplo 1 considerd limites de la forma k/ 0 donde k # 0. Es importan-
te que distinga la forma &/ 0 de la forma 0/ 0, que se estudid en la seccion 9.1,
pues se manejan en forma muy diferente.

EJEMPLO 2 Determinacion de un limite

t—2
Encontrar lim_— .
=21t —4

Solucion: cuando t — 2, ambos, numerador y denominador, tienden a 0 (for-
ma 0/0). Asi, primero simplificamos la fraccion, como hicimos en la seccién
9.1.y luego tomamos el limite:

l’mt_z lfm t—2 lfm 1 1

i =lim———— = lim —— =-—.

(—22 — 4 i52(t F2)(t—2) 2t +2 4
—

Limites al infinito

Ahora examinamos la funcidén

f) =1

X
cuando x se vuelve infinito, primero en sentido positivo y después en sentido
negativo. De la tabla 9.2 podemos ver que cuando x aumenta sin cota tomando
valores positivos, los valores de f(x) se aproximan a 0. De la misma manera,
cuando x disminuye sin cota tomando valores negativos, los valores de f(x) se
aproximan a (. Estas observaciones son claras al ver la grafica de la figura 9.17.
Alli, cuando usted se mueve a la derecha sobre la curva tomando valores posi-
tivos de x, los correspondientes valores de y se aproximan a 0. Del mismo modo,
cuando se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva por valores negativos
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Usted debe ser capaz de obtener
1 1
lim — vy lIim —
x—o0 X x——o00 X
sin el beneficio de una grafica o de
una tabla. Desde el punto de vista
conceptual, para x — oo, aumentar
los valores del denominador en 1/x
significa que la fraccion se hace cada
vez més pequefia en magnitud, esto
es, cada vez mds cercana a cero. De
manera alterna, al dividir 1 entre un
numero positivo grande, se obtiene
como resultado un nimero cercano
a cero. Un argumento similar puede
hacerse para el limite cuando
X — —oo0.

|~ Principios en prdctica 1
| Limites al infinito

La funcién de demanda
para cierto producto estd dada
Por 10,000
PO =y
el precio en pesos y x es la can-
tidad vendida. Haga la grafica
de esta funcién en su calcula-
dora gréifica en la ventana
[0,10] X [0,10,000]. Utilice la
funcién TRACE para determinar
lim p(x). Determine lo que le
X—>00

en donde p es

sucede a la gréfica y lo que esto
significa con respecto a la funcién
de demanda.

TABLA 9.2 Comportamiento de f(x) cuando x — oo

x fx) x fx)
1000 0.001 —1000 —0.001
10,000 0.0001 —10,000 —0.0001
100,000 0.00001 —100,000 —0.00001

1,000,000 0.000001  —1,000,000 —0.000001

de x, los correspondientes valores de y se aproximan a cero. En forma simbdli-
ca, escribimos

1 1
lim — =0 y lim — =0.

x—o0 X x——o0 X

Estos limites se conocen como /imites al infinito.

EJEMPLO 3 Limites al infinito

Encontrar el limite (si existe).

Solucion: cuando x se vuelve muy grande, también lo hace x — 5. Como
el cubo de un niimero grande también es grande, (x — 5)*> — co. Al dividir
4 entre nimeros muy grandes se tiene como resultado nimeros cercanos a
cero. Por tanto,

lim — = =0.
X—>00 (.x - 5)3

b. lim V4 —x.
X—> —00
Solucion: cuando x se hace cada vez mas negativa,4 — x tiende a infini-
to positivo. Ya que la raiz cuadrada de nimeros grandes son nimeros
grandes, concluimos que

Iim V4 —x = 0.

X—> —00
I—— |

En nuestra siguiente exposicion necesitamos un cierto limite, a saber,
lim 1/x? donde p > 0. Conforme x se vuelve muy grande, también x”. Al divi-
X—>00
dir 1 entre nimeros grandes se tiene como resultado nimeros cercanos a cero.
Asi lim 1/x” = 0. En general,

X—>00

Iim > = 0,
x—>—o0 X

1
lim — =0 y

x—00 X7
donde p > 0.? Por ejemplo,
1

1
Iim — = lim —; =0.
X—00 \3/;( X—>00 )Cl/3

*Para lim 1/x”, suponemos que p es tal que 1/x” estd definida para x < 0.
X——00



f(x)
5
4x%+5
f(x) =
( 2x%+1
,,,,,,,,,,,, S —
1 1
3] 1 X
FIGURA 9.19  lim f(x) =2
X—>00
y lim f(x) = 2.

X—>—00
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Ahora encontraremos el limite de la funcion racional

4x* + 5
f(x) =S5
2x" + 1
cuando x — oo. (Recuerde de la seccién 3.2 que una funcién racional es un
cociente de polinomios). Cuando x se vuelve cada vez mas grande, ambos, nu-
merador y denominador de f(x), tienden a infinito. Sin embargo, la forma del
cociente puede modificarse de modo que podamos sacar una conclusion de si
tiene o no limite. Para hacer esto, dividimos el numerador y el denominador
entre la mayor potencia de x que aparezca en el denominador. En este caso es
x*. Esto da

4x> + 5 4x? 5
Iim 74)62 S Iim —x2 = Ilim —? ’ b
X—>00 2X2 + 1 X—00 2x2 +1 X—00 2x2 1
T2 2t

5 1
4+ lim4+5- lim —

, X X—>00 x—00 X
= lim 1 = 1
X—>00 . .
2+ lim 2 + lim —
X X—>00 xX—00 X

Como lim 1/x? = Opara p > 0,

X—>00

3 45> + 5 4 + 5(0) 4
lim —— = == =2.
x—o002x° + 1 2+0 2

Del mismo modo, el limite cuando x — — oo es 2. Estos limites son claros si ob-
servamos la grafica de f en la figura 9.19.
Para la funcién anterior, hay una manera mas sencilla de encontrar

lim f(x). Para valores grandes de x, el término que incluye la potencia mas
X—>00

grande de x en el numerador, a saber, 4x*, domina la suma 4x*> + 5,y el térmi-
no dominante en el denominador, 2x> + 1, es 2x. Por tanto, cuando x — oo,
f(x) puede aproximarse como (4x?) /(2x*). Como resultado, para determinar el
limite de f(x), basta determinar el limite de (4x?)/(2x%). Esto es,

4 +5 4x2
lim — = lim — = lim 2 = 2,
x—oo2x” + 1 X—00 £X X—00

como vimos antes. En general, tenemos la regla siguiente:

Limites al infinito de funciones racionales

Si f(x) es una funcion racional y a,x" y b,,x" son los términos en el nume-
rador y denominador, respectivamente, con las mayores potencias de x,
entonces

z. z. aﬂxn
lim f(x) = xh_r)noob P

X—>00
y
a,x"
lim f(x) = lim ——
X—>—00 x——o0 b, X
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Aplicamos esta regla a la situacién donde el grado del numerador es ma-

yor que el del denominador. Por ejemplo,

xt— 3x

Iim

x>—o00 3 — 2x

4
. X . 3

Iim = lim <—x > = oo.
x——00 —2X X——00 2

(Observe que en el dltimo paso, cuando x se vuelve muy negativa, también lo
hace x°, ademis, —% por un nimero muy negativo resulta ser muy grande posi-
tivo.) Del mismo modo,

m 2 3% ( 1x3>
- = - == —OQ.
X—00 5 —2x X—00 2

De esta ilustracion, hacemos la conclusion siguiente:

Si el grado del numerador de una funcion racional es mayor que el del deno-
minador, entonces la funcion no tiene limite cuando x — oo o cuando x — —oo.

|

N
=| Limites al infinito para
funciones racionales
Los montos anuales de ventas, y, a.
de cierta compaiia (en miles de
dolares) estdn relacionados con la
cantidad de dinero que la com-
panifa gasta en publicidad, x (en
miles de pesos), de acuerdo con la
ecuacion
_ 500x
YO =
de esta funcién en su calculadora

grafica en la ventana

[0,1000] X [0, 550]. Utilice

TRACE para explorar lim y(x),
X—>00

Haga la grafica b.

y determine lo que esto significa
para la compaiifa.

C.

Principios en prdctica 2 E
Encontrar el limite (si existe).

JEMPLO 4 Limites al infinito de funciones racionales

) =1
lim ——————.
x—o00 1 — 2x + 8x

Solucion:
. =1 oy o1 1
Iim ————— = lim -5 = lim ;= _.
x—oo 1 — 2x + 8x x—00 8X r—>08 8
lim —
X—>—00 (3)6 - 1)2'
Solucion:
z. x z. x z.
Iim ————= lim —5——F—= lim —
x——o0 (3x — 1) x>—009x* —6x +1 x5—c09x
1 1 1 1
= lim —=—- Ilim —=_-(0)=0.
x——00 9X 9 xo—c0X 9 ( )
xS _ X4
lim 2 3. 5
x—oo X' — x° + 2
Solucion: como el grado del numerador es mayor que el del denomina-

dor, no existe el limite. Con mayor precision,

x —xt X
= lim 4
x—o00 X

Iim x = oo.
X—>00

lim ————
x—ooo Xm — x>+ 2

Advertencia La técnica anterior sélo se aplica a limites al infinito de fun-

2
. . , x-—1
ciones racionales. Para encontrar lim

W, no determinamos
x—0/ — ZX X

x2

el limite de gy2»Yyaque x nose aproxima a co 0 a —oco. En lugar de eso, tenemos

) x*—1 0—1 1
Iim = = -
x—07 — 2x + 8x? 7—0+0 7




~—*® [|~] Principios en prdctica 3
| Limites al infinito para
funciones polinomiales

El costo C de producir x unidades

de cierto producto esta dado por

C(x) = 50,000 + 200x + 0.3x%.

Utilice su calculadora grafica para

explorar lim C(x) y determine
X—>00

lo que esto significa.

No utilice los términos dominantes
cuando una funcion no es racional.
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Ahora consideremos el limite de la funcién polinomial f(x) = 8x* — 2x
cuando x — oo
lim (8x* — 2x).

X—>00

Ya que un polinomio es una funcién racional con denominador 1, tenemos

8x* — 2x 8x?
lim (8x* — 2x) = lim ————— = lim —/— = lim 8x%
X—>00 X—>00 1 X—>00 X—>00
Esto es, el limite de 8x*> — 2x cuando x — oo es el mismo que el limite del tér-
mino que incluye a la mayor potencia de x, a saber, 8x*. Cuando x se vuelve
muy grande, también 8x?. Por tanto,

lim (8x* — 2x) = lim 8x* = co.
X—>00 X—>00

En general, tenemos lo siguiente:

Cuando x — 00 (0 x — — 00), el limite de una funcion polinomial es el mismo
que el de su término que involucra la mayor potencia de x.

EJEMPLO 5 Limites al infinito para funciones polinomiales
a. lim (¥ = x>+ x—2)= lim x Cuando x se vuelve muy negati-
X—>—00 X—>—00

va, también lo hace x°. Por tanto,

Iim (¥ —x*+x—2)= Ilim x = —c0.
X—>—00 X—>—00
b. lim (—2x’+ 9x) = lim —2x’ = oo, porque —2 veces un nimero
X—>—00 X—>—00

muy negativo es un nimero positivo muy grande.

La técnica de poner atencion a los términos dominantes para encontrar los
limites cuando x — co 0 x — —oo es vélida para funciones racionales, pero no
es necesariamente vélida para otros tipos de funciones. Por ejemplo, considere

lim (Vx* 4+ x — x). (§))

X—00

Obsérvese que V x* + x — x no es una funcién racional. Es incorrecto inferir
que como x*> domina en x*> + x, el limite en (1) es el mismo que

lim (\/)?—x)= lim (x —x) = 1lim 0=0.
X—>00 X—>00 X—>00
Puede demostrarse (véase el problema 62) que el limite en (1) no es 0, sino 3.
Las ideas presentadas en esta seccién se aplicardn ahora a una funcioén de-
finida por partes.

EJEMPLO 6 Limite de una funcion definida por partes

Sif(X)={

X+1, six=1

. , encontrar el limite (si existe).
3, six<l1 ( )

a. lim f(x).
x—1" ( )
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—® Principios en prdctica 4
Limites para una funcion
definida por partes

Un plomero cobra $100 por la
primera hora de trabajo a domi-
cilio y $75 por cada hora (o frac-
cion) posterior. La funcién de lo
que le cuesta una visita de x horas
es
$100 si 0 <x=1,
Flx) = $175 si 1 <x =2,
YT 8250 si 2 < x=3,
$325si 3<x=4.
Determine lim f(x)y
x—1

lim  f(x).

x—2.5

. lim f(x).

Solucion: aqui x se acerca a 1 por la derecha. Para x > 1, tenemos
f(x) = x¥* + 1.Porlo que,

lim f(x) = lim (x* + 1).

x—1" x—1"

Si x es mayor que 1, pero cercano a 1, entonces x*> + 1 se acerca a 2. Por
tanto,

lim f(x) = lim (x> +1) = 2.

x—17" x—1

lim f(x).

’ x—1"

Solucion: aqui x se acerca a 1 por la izquierda. Parax < 1, f(x) = 3.De
aqui que,

lim f(x) = lim 3 = 3.
x—1" x—1"
x—1
Solucion: queremos el limite cuando x se aproxima a 1. Sin embargo, de
laregla de la funcién dependerdsix = 1 ox < 1. Asi,debemos considerar
limites laterales. El limite cuando x se aproxima a 1 existira si y solo si am-
bos limites laterales existen y son iguales. De las partes (a) y (b),

lim f(x) # lim f(x), yaque2 # 3.
x—17 x—1"
Por tanto,
lim f(x) no existe.
x—1
lim f(x).
X—>00

Solucion: para valores muy grandes de x, tenemos x = 1, de modo que
f(x) = x> + 1.Asi,

lim f(x) = lim (x* + 1) = lim x> = co.
X—>00 X—>00 X—>00

lim f(x).
X—> —00
Solucion: para valores muy negativos de x, tenemos x < 1, de modo que
f(x) = 3.Por lo que,
lim f(x) = 1lim 3 = 3.

X—>—00 X—> —00

Todos los limites de las partes de la (a) a la (c) deben quedar claros a par-
tir de la grafica de f en la figura 9.20.

S |
f(x)
3

- © f(x) = x2+1, six=1
oL N 3, six<1

FIGURA 9.20 Graéfica de la funcién compuesta.



Sec. 9.2 = Limites (continuacion) 417

1. Parala funcién f dada en la figura 9.21, encuentre los
limites siguientes. Si el limite no existe, especifique o
utilice el simbolo co 0 —oo donde sea apropiado.

f(x)

FIGURA 9.21 Diagrama
para el problema 1.

a. linllif(x). b. lirrll+f(x).
c. h’mlf(x). d. lim f(x).
e. x_l)ﬁllz—f(x)' f. xl—i>nzl+ f(x).
g h’nlzf(x). h.  lim f(x).
i lir}lif(x). J lir}ﬁf(x).

k. lim f(x).

x——1

2. Para la funcién f dada en la figura 9.22, encuentre los
limites siguientes. Si el limite no existe, especifique o
utilice el simbolo co 0 —oo donde sea apropiado.

f(x)

24
- /\_
11
‘1 2 X
FIGURA 9.22 Diagrama
para el problema 2.

a. lim f(x). b. lim f(x).
x—=0" x—0"

c. lim f(x). d. lim f(x).
x—0 X——00

e. lim f(x). f. lim f(x).
x—1 X—00

g. lim f(x). h. lim f(x).
x—2" X—00

En los problemas del 3 al 54 encuentre el limite. Si no existe, especifique o utilice el simbolo oo 0 —oo donde sea apropiado.

3. lim (x — 2). 4. lim (1 — x%).
x—3" 6 x—>—1"
7. lim . 8. lim :
x—0" X x—>0x — 1
11. lim Vh. 12. lim V5 — h.
h—0" h—5
15. lim (4Vx — 1). 16. lim (xVx> — 4).
x—17 x—2"
19. lim i 20. lim 7 .
X—00 X X—00 2x\/;
xZ —1 3
23, lim ————7 24. lim —
x—)-oox3+4x—3 r—ooor” + 1
2
27. lim . 28. lim ————.
r—o02x + 1 x——o0 (4x — 1)3
+
3 Gm 22 2. lm
x—=3"x"—9 x—>—2"4 — x
— 4 2 + 3 3
300m ST g g X
x—)oo4+5x—7x x—o>—oo X’ + x +1
X —3x +1 30 — &7
39. Iim ————. 40. lim ———.
o 2+ v 2% + 1
2 +1 X
43, lim ———————. 44, lim —F—.
x—>=7 Vx> — 49 x——=3"\9 — 4?2
1
47. lim x(x — 1)7\ 48. lim .
x—1 x—1/2 2x — 1
51. lim |x]. 52. lim |—
x—0 x—0 | X

5. lim 5x. 6. lim 3.
X——00 X—00
9. lim i 10. lim (t — 1)%
X—>—00 t—00
13. lim : 14. lim 22
x—>5XxX — 5 x—0"
17. lim Vx + 10. 18. lim V2 — 3x.
X—00 X——00
x +8 2x — 4
21 i : 2. I .
o X — 3 o3 — 2x
5242 + 1 2x
25, lim =T~ 2. lim —
oo 4t + 7 x——00 3x°—x + 4
—4x — 2% —2x — x*
2. lim S XTI gy gy D2 X
x—)oosx — 8 + 1 x—>009_3x + 2x
2 — 3w + 4 4— 350
3. lim 22 W gy g 23
w—>c>05w + 7w — 1 x—oo X° — 1
22 + 9x — 240 —
3 dim XTI g gy A8
x——5 x° + S5x t—22t" — 5t + 2
1 402 41
41 lim [1 + ] 2. lm T
x—1" x—1 X——00 x> — 4
1
45. lim > 46. lim <x + 7)_
x—0"x + x X—00 X
49. lim <—§>. 50. lim (—2>
x—0" X x—0 X
+1 2 2
3. lim 54. lim [f - }
x—>—o00 X x—oo0 LX x*—=1
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En los problemas del 55 al 58 determine los limites que se indican. Si el l[imite no existe, especifique o utilice el simbolo oo 0 — oo
en donde sea apropiado.

2, six=2 x, six=1
55. =4 ; 56. =47 ;
f(x) {1, six > 2 /) {2, six > 1
a. lim f(x). b. lim f(x). c. lim f(x). a. lim f(x). b. lim f(x). c. lim f(x).
x—2" x—2" x—2 x—17 x—1" x—1
d. lim f(x). e. lim f(x). d. lim f(x). e. lim f(x).
X—00 X—>—00 X—00 X——00
x, six <0 X3, six <0
57. =9 ; 58. =37 7 :
8(x) {—x, six >0 8(x) {—x, six >0
a. lim g(x). b. lim g(x). c. lim g(x). a. lim g(x). b. lim g(x). c. lim g(x).
x—0" 8(x) x—0" 8(x) x—0 8(x) x—0" 8(x) x—0" 8(x) x—0 8(x)
d. lim g(x). e. lim g(x). d. lim g(x). e. lim g(x).
X—>00 X—>—00 X—>00 X—>—00
59. Costo promedio Si c es el costo total en ddlares para Determine la poblacién a largo plazo, esto es, deter-
producir g unidades de un producto, entonces el costo mine lim N.
. . ., . t—00
promec,ho por un1<1acl para una, pFoducaor} /de q unida- 62. Demuestre que
des estda dado por ¢ = ¢/q. Asi, si la ecuacion de costo
total es ¢ = 5000 + 64, entonces lim (3 /2 + x — xX) = 1
xX—00 2
_ 5000
¢ = + 6. [Sugerencia: racionalice el numerador multiplicando la

expresion Vx* + x — x por
Por ejemplo, el costo total para la produccion de 5 uni-

dades es $5030, y el costo promedio por unidad en este VX2 +x+ x
nlve?l, de pro/duccmn es $1006. Por medio de la det.erml— 772 TR
nacién de 1im ¢, demuestre que el costo promedio ]
q—00 Después exprese el denominador en una forma tal que

se aproxima a un nivel de estabilidad si el productor
aumenta de manera continua la produccién. ;Cudl es el
valor limite del costo promedio? Haga un bosquejo de
la grafica de la funcién costo promedio.

x sea un factor.]

63. Relacion huésped-parasito Para una relacion particu-
lar huésped-pardsito, se determiné que cuando la den-
sidad de huésped (nimero de huéspedes por unidad
de drea) es x, el nimero de huéspedes parasitados en
un periodo es

60. Costo promedio Repita el problema 59, dado que el
costo fijo es $12,000 y el costo variable esta dado por la
funcién ¢, = 7q.

900x
61. Poblacion La poblacion de cierta ciudad pequefia ¢ y=——————
- . . . 10 + 45x
aflos a partir de ahora se pronostica que serd
10.000 Si la densidad de huésped estuviese aumentando sin co-
N = 20,000 + ———. ta, ;a qué valor se aproximaria y?
(t +2)?

. V2 —x, six<2, .
64. Sif(x) = {x3 Fk(x +1), six=2, determine el va-
lor de la constante k para la cual lim f(x) existe.
x—2

En los problemas 65 y 66 utilice una calculadora para evaluar la funcién dada cuando x = 1,0.5,0.2,0.1,0.01,0.001 y 0.0001.
Con base en sus resultados, saque una conclusion acerca de lim_ f (x).
x—0

65. f(x) = x> 66. f(x) = xInx.
o N . 2% + 3, six <2, .

= 6. Grflfique flx) = V4x? — 1. Utilice la grafica para © 69. Grafique f(x) = {2x 45, six=2. . Utilice
estimar lim f(x). . . o .
x—1/2% la grafica para estimar cada uno de los limites si-

m guientes, s1 existen.
68. Grafique f(x) & . Utilice la gréfica para a. lim f(x). b lim f(x). e lim f(x).
x—2" x—2" x—2

estimar lim_f(x),si existe. Utilice el simbolo co o
x—2

—o0, si es apropiado.



Extender la nocién
de interés compuesto estudiado
en los capitulos 5 y 8, para la
situacion en donde el interés es

compuesto de manera continua.

Desarrollar férmulas para el
monto total (compuesto) y el
valor presente.

Por medio de una sustitucion hace-
mos que el limite tenga una forma
conocida.

El interés de $5.13 es el monto maxi-
mo de interés compuesto que puede

generarse a una tasa anual de 5%.
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0.3 INTERES COMPUESTO CONTINUAMENTE

Cuando se invierte dinero a una tasa anual dada, el interés devengado cada
afio depende de la frecuencia con que se capitaliza el interés. Por ejemplo, se
devenga mds interés si la capitalizacion es mensual que si fuese semestral. Po-
demos obtener mds interés capitalizdndolo cada semana, diario, cada hora y
asi sucesivamente. Sin embargo, hay un interés maximo que puede ser deven-
gado, el cual examinaremos ahora.

Suponga que un capital de P ddlares se invierte durante ¢ afios a una tasa
anual r. Si el interés se capitaliza k veces en un afio, entonces la tasa por perio-
do de conversién es r/k, y hay kt periodos. De la seccién 5.1, el monto total §

estd dado por
F\ &
S=P(1+—].
[1+5)

Si k — o0, el nimero de periodos de conversion aumenta de manera indefini-
day la longitud de cada periodo se aproxima a cero. En este caso, decimos que
el interés se capitaliza (o compone) continuamente, esto es, en cada instante.

El monto total es
O\ ke
Iim P{1+ —
o < k) ’

k—00

que puede escribirse como

r k/rrt
P|: Iim (1 + > :| .
k—00 k

Haciendo x = r/k, entonces cuando k — oo, tenemos x — 0. Asi, el limite den-

tro de los corchetes tiene la forma lim (1 + x)"*, la cual, como vimos en la
x—0
seccién 9.1, es e.

Por tanto, tenemos la férmula siguiente:

Monto total (compuesto) bajo interés continuo
La férmula

S = Pe"

proporciona el monto acumulado S de un capital de P ddlares después de ¢
afios, a una tasa de interés anual » compuesta de manera continua.

T
EJEMPLO 1 Monto total

Si se invierten $100 a una tasa anual de 5% capitalizado continuamente, encon-
trar el monto total al final de

a. 1 afio. b. 5 afios.
Solucion:
a. aqui P = 100,r = 0.05y¢ = 1,de modo que

S = Pe'" = 1000 ~ $105.13.
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Podemos comparar este valor con el valor después de un afio de una in-
version de $100 invertidos a una tasa de 5% compuesto cada semestre, es
decir, 100(1.025)* ~ 105.06. La diferencia no es significativa.

b. Aqui P = 100,r = 0.05yt = 5,de modo que

S = 100296 = 100e"% ~ $128.40.

I— |

Podemos encontrar una expresién que dé€ la tasa efectiva que corresponda
a una tasa anual » compuesta continuamente (del capitulo 8, la tasa efectiva es
la tasa equivalente compuesta anualmente). Si i es la correspondiente tasa
efectiva, entonces después de 1 afio el capital P se convierte en P(1 + i). Esto
debe ser igual a la cantidad que se acumulaba bajo interés continuo, Pe’. Por
tanto, P(1 + i) = Pe’,delocuall + i = ¢ ,asiquei = ¢ — 1.

Tasa efectiva bajo interés compuesto continuo

La tasa efectiva que corresponde a una tasa anual r capitalizada continua-
mente es

e — 1.

[ pree——— .
EJEMPLO 2 Tasa efectiva

Encontrar la tasa efectiva que corresponda a una tasa anual de 5% capitalizada
continuamente.

Solucion: latasa efectiva es

05.13%.

Si resolvemos S = Pe’" para P, obtenemos P = §/¢". En esta férmula, P
es el capital que debe invertirse ahora a una tasa anual r capitalizada continua-
mente, de modo que al final de ¢ afios el monto total sea S. Llamamos a P el va-
lor presente de S.

Valor presente bajo interés continuo
La féormula

P =Se™"

da el valor presente neto P de S ddlares que se deben pagar al final de ¢
afios a una tasa anual r capitalizada continuamente.

EJEMPLO 3 Fondo de inversion

Un fondo de inversion se establece por medio de un solo pago, de modo que al
final de 20 aiios se acumulen $25,000 en el fondo. Si el interés es capitalizado
continuamente a una tasa anual de 7%, ;cudnto dinero (aproximado al dolar
mds cercano) debe pagarse inicialmente al fondo?
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Solucion:
anos. Por tanto,
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queremos el valor presente de $25,000 pagaderos dentro de 20

P = Se™" = 25,000 (010

= 25,000 4 ~ 6165.

Por tanto, deben pagarse $6165 inicialmente.

En los problemas 1 y 2 encuentre el monto total y el interés compuesto si se invierten $4000 durante 6 afios y el interés se capitali-
za continuamente a la tasa anual dada.

1.

51%.

2.

9%.

En los problemas 3 y 4 encuentre el valor presente de $2500 pagaderos dentro de 8 afios, si el interés es compuesto continuamen-
te a la tasa anual dada.

3.

63%.

4.

8%.

En los problemas del 5 al 8 encuentre la tasa efectiva de interés que corresponde a la tasa anual dada capitalizada continuamente.

5.

9.

10

11.

12.

13.

4%.

al final de 2 afios?

final de 8 afnos.

Redencion de acciones

mir las acciones?

garse inicialmente?

Fondo de inversion

este proposito.

6. 7%. 7. 3%. 8. 9%.
Inversion Si se depositan $100 en una cuenta de aho- 14. Inversion En la actualidad, los Smith tienen $50,000 para
rros que gana interés a una tasa anual de 4% capitali- invertir durante 18 meses. Tienen dos opciones para ello:
zada continuamente, jcudl serd el valor de la cantidad a. Invertir el dinero en un certificado que paga interés a
la tasa nominal de 5% compuesto trimestralmente.
Inversién  Si se invierten $1000 a una tasa anual de 3% b. }nvertir el dinero en una cuenta de ahorros que genera
capitalizada continuamente, encuentre el monto total al Interes a la tasa anual de 4.5% compuesto de manera
continua.
. . Con cada opcidn, ;cuanto dinero tendrén dentro de 18
La mesa directiva de una
. . . meses?
compailia acuerda redimir algunas de sus acciones
preferentes en 5 afos. En ese tiempo se requerirdan 15. ;/Qué tasa anual compuesta de manera continua es
$1,000,000. Si la compaiiia puede invertir dinero a equivalente a una tasa efectiva de 5%?
una tasa de 1ntf:rés anual ‘de 5% capitalizable conti- 16. ;Qué tasa anual r compuesta de manera continua es equi-
nuamente, ;cudnto debe invertir en'e.ste momento ) valente a una tasa nominal de 6% compuesto cada semes-
de modo que el valor futuro sea suficiente para redi- tre? [Sugerencia: primero demuestre que r = 2 In(1.03).]
17. Anualidad continua Una anualidad en la que R ddla-
Fondo de inversion Un fondo de inversion se establece res se pagan cada aflo por medio de pagos uniformes,
por un solo pago, de modo que al final de 30 afios habra que son pagados de manera continua, se llama anualidad
$50,000 en el fondo. Si el interés se capitaliza continua- continua o flujo continuo de ingreso. El valor presente
mente a una tasa anual de 6%, ;cudnto dinero debe pa- de una anualidad continua durante ¢ afios es
Como un regalo para el vigésimo R- 1—e"
cumpleafios de su hija recién nacida, los Smith quieren ro
darle una cantidad de dinero que tenga el mismo poder en donde r es la tasa de interés anual compuesto conti-
adquisitivo que $10,000 en la fecha de su nacimiento. nuamente. Determine el valor presente de una anuali-
Para hacer esto ellos realizan un solo pago inicial a un dad continua de $100 anuales durante 20 afios al 5%
fondo de inversién establecido especificamente para compuesto de manera continua. Proporcione su res-
puesta al délar mas cercano.

a. Suponga que la tasa de inflacion efectiva anual es de 18.

4%. Dentro de 20 afios, ;cudl suma tendra el mismo
poder adquisitivo que $10,000 actuales? Redondee
su respuesta al délar més cercano.

b. ;Cudl debe ser la cantidad de pago unico inicial al
fondo, si el interés se capitaliza continuamente a una
tasa anual de 6%? Redondee su respuesta al délar
mads cercano.

Utilidad Suponga que un negocio tiene una utilidad
anual de $40,000 durante los siguientes cinco afios, y las
utilidades se generan de manera continua durante el
transcurso de cada afno. Entonces las utilidades pueden
considerarse como una anualidad continua (véase el
problema 17). Si el dinero tiene un valor de 4% com-
puesto de manera continua, determine el valor presente
de las utilidades.
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19.

20.

21.

22.

(LA Estudiar continuidad
en el contexto de limites y deter-
minar puntos de discontinuidad

Si un interés es compuesto de manera continua a una
tasa anual de 0.07, ;cudntos afios le tomaria a un capital
de P triplicarse? Proporcione su respuesta al afio més
cercano.

Si un interés es compuesto de manera continua, ja qué
tasa anual un capital de P se duplicard en 10 afios? Pro-
porcione su respuesta al por ciento mas cercano.

Opciones de ahorro El1 de julio de 2001, el sefior
Green tenia $1000 en una cuenta de ahorros en el Banco
Nacional. Esta cuenta devengaba interés a una tasa
anual de 3.5% compuesto continuamente. Un banco
competidor intentd atraer nuevos clientes ofreciendo
afadir de manera inmediata $20 a cualquier cuenta
nueva que se abriera con un depdsito minimo de $1000,
y que la nueva cuenta generaria interés a la tasa anual
de 3.5% compuesto semestralmente. El sefior Green
decidi6 elegir una de las siguientes tres opciones el 1 de
julio de 2001:

a. Dejar el dinero en el Banco Nacional.

b. Cambiar el dinero al banco competidor.

c¢. Dejar la mitad del dinero en el Banco Nacional y
cambiar la otra mitad al banco competidor.

Para cada una de estas tres opciones, determine el monto

acumulado del sefior Green el 1 de julio de 2003.

Inversion

a. El 1 de noviembre de 1990, la senora Rodgers in-
virtié $10,000 en un certificado de depdsito a 10

9.4 CONTINUIDAD

afios que pagaba interés a la tasa anual de 4% com-
puesto continuamente. Cuando el certificado ma-
duré el 1 de noviembre de 2000, ella reinvirtié el
monto total acumulado en bonos corporativos, los
cuales devengan interés a la tasa de 5% compuesto
anualmente. Al délar més cercano, ;cudl sera el
monto acumulado de la sefiora Rodgers el 1 de no-
viembre de 2005?

b. Si la sefiora Rodgers hubiese hecho una sola inver-
sién de $10,000 en 1990, cuya maduracion fuese en
2005, con una tasa efectiva de interés de 4.5%, el
monto acumulado seria mads o menos que en la parte
(a), por cuanto (al délar més cercano)?

23. Estrategia de inversion Suponga que usted tiene $9000

para invertir.

a. Si los invierte con el Banco Nacional a la tasa nomi-
nal de 5% compuesto trimestralmente, determine el
monto acumulado al final de un afio.

b. El Banco Nacional también ofrece certificados en los
que paga 5.5% compuesto continuamente. Sin em-
bargo, se requiere un minimo de $10,000 de inver-
sién. Ya que usted sélo tiene $9000, el banco estd
dispuesto a darle un préstamo por un afio por la can-
tidad adicional de $1000 que usted necesita. El inte-
rés para este préstamo es una tasa efectiva de 8%, y
tanto el capital como el interés se pagan al final del
afno. Determine si esta estrategia es preferible o no a
la estrategia de la parte (a).

para una funcioén.

f=x v s={

Muchas funciones tienen la propiedad de que no hay “cortes” en sus graficas.
Por ejemplo, compare las funciones

x, six #1,
2, six =1,

cuyas grédficas aparecen en las figuras 9.23 y 9.24, respectivamente. Cuando
x = 1,la grafica de fno se corta, pero la de g si tiene un corte. Poniéndolo de
otra manera, si tuviera que trazar ambas graficas con un ldpiz, tendria que le-
vantar el lapiz de la gréfica de g, cuando x = 1, pero no lo tendria que levan-
tar de la gréafica de f. Estas situaciones pueden expresarse por medio de
limites. Cuando x se aproxima a 1, compare el limite de cada funcién con el va-
lor de la funcién enx = 1.

lim f(x) =1 = f(1),

x—1
f(x) gix)
No hay corte .
en la gréafica Cor:e (x) = x,six # 1
ot naap e g =9 2six=1
1k grafica ——
1 —
| X | X
1 1

FIGURA 9.23 Continua en 1. FIGURA 9.24 Discontinua en 1.



FIGURA 9.25 fes
continua en 7.

FIGURA 9.26 g es continua
en —4.
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mientras que

lim g(x) =1 # g(1) = 2.

x—1
El limite de fcuando x — 1 es igual a f(1), pero el limite de g cuando x — 1 no
esigual a g(1). Por estas razones decimos que fes continua en 1y g discontinua
en 1.

Definicion
Una funcién f es continua en a siy solo si las siguientes tres condiciones se
cumplen:

1. f(x) esta definida en x = a; esto es, a estd en el dominio de f.

2. lim f(x) existe.
XxX—a

3. lim f(x) = f(a).

X—a

Si festa definida en un intervalo abierto que contenga a a, excepto tal vez en a
misma, y fno es continua en a, entonces se dice que fes discontinua en a, y a es
llamada punto de discontinuidad.

EJEMPLO 1 Aplicacion de la definicion de continuidad

a. Mostrar que f(x) = 5 es continua en 7.

Solucion: debemos verificar que las tres condiciones se cumplan. Prime-
ra, f(7) = 5,de modo que festa definida enx = 7. Segunda,

lim f(x) = lim 5 = 5.
x—7 x—7

Por tanto, f tiene limite cuando x — 7. Tercera,

lim f(x) =5 = f(7).

x—7

Por tanto, f es continua en 7 (véase la fig. 9.25).

b. Demostrar que g(x) = x*> —3 es continua en —4.
Solucion: la funcidn g estd definida en x = —4; g(—4) = 13. También,

lim g(x) = lim (x* — 3) = 13 = g(—4).

x——4 x——4

Por tanto, g es continua en —4 (véase la fig. 9.26).

Decimos que una funcion es continua en un intervalo si es continua en ca-
da punto de ese intervalo. En esta situacién, la gréfica de la funcion es conexa
sobre el intervalo. Por ejemplo, f(x) = x* es continua en el intervalo [2, 5]. De
hecho, en el ejemplo 5 de la seccién 9.1, mostramos que para cualquier funcién
polinomial f,1im f(x) = f(a). Esto significa que

X—a

Una funcién polinomial es continua en todo punto.
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FIGURA 9.28 Discontinui-
dad infinita en 0.

Se concluye que tal funcién es continua en todo intervalo. Decimos que las
funciones polinomiales son continuas en todas partes, o de manera mads senci-
lla, que son continuas.

EJEMPLO 2 Continuidad de funciones polinomiales

Las funciones f(x) = 7 y g(x) = x> — 9x + 3 son polinomiales. Por tanto,
son continuas. Por ejemplo, son continuas en 3.
I—— |

(Cudndo es discontinua una funcién? Podemos decir que una funcién f
definida en un intervalo abierto que contenga a a es discontinua en a, si

1. f no tiene limite cuando x — a,
o bien
2. cuando x — a, f tiene un limite diferente de f(a).

Es obvio que si fno esta definida en a, no es continua alli. Sin embargo, si f no
estd definida en a pero sf estd definida para todos los valores cercanos, enton-
ces no s6lo no es continua en a, es discontinua alli. En la figura 9.27 podemos
encontrar por inspeccion puntos de discontinuidad.

y y y
/ / f@) - o
P
1 0% L X S L X
a a a
Definida en a Definida en a No estéa definida en a,
pero no tiene limite y en el limite cuando pero esta definida
cuando x— a X— a, pero en todos los valores
el limite no es cercanos de a.
f(a)

FIGURA 9.27 Discontinuidades en a.

EJEMPLO 3 Discontinuidades

a. Sea f(x) = 1/x (véase lafig. 9.28). Observe que fno estd definidaenx = 0,

pero estd definida para cualquier otro valor de x cercana a cero. Asi, f es
discontinua en 0. Ademds, lim f(x) = coy lim f(x) = —oo. Se dice
x—07" x—0"

que una funcién tiene discontinuidad infinita en a4, cuando al menos uno
de los limites laterales es co 0 —oo, cuando x — a. De aqui que ftenga una
discontinuidad infinita en x = 0.

1, si x>0,
b. Sea f(x) = 4§ 0, six =0,
=1, six<O.

(Véase la fig. 9.29). Aunque f estd definida en x = 0, 1im f(x) no existe.
Por tanto, f es discontinua en 0. x=0
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(La funcion f(x) = L1 S con
tinua en todas partes? No, es disconti-
nua en —1. Algunos estudiantes pien-
san que f(x) siempre es 1, pero no es

asi. En realidad,

f(x) = 1lparax # —1,

y fno estd definida para x = —1.
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1,six >0
fix)=< 0,six=0

1,six <0

f(x)

1 o————

FIGURA 9.29 Funcién definida por
partes discontinuas.

La propiedad siguiente indica dénde ocurren las discontinuidades de una
funcién racional.

Discontinuidades de una funcion racional

Una funcién racional es discontinua en los puntos donde el denominador es
0,y es continua en cualquier otra parte.

EJEMPLO 4 Localizacion de discontinuidades para funciones racionales

Para cada una de las siguientes funciones, encontrar todos los puntos de discon-
tinuidad.

x*—3

REAS R s

Solucion: esta funcion racional tiene denominador

X2+ 2x —8=(x+4)(x — 2),

que es O cuandox = —4 o0x = 2. Asi, fs6lo es discontinua en —4 y 2.
x + 4
b. h(x) = —5—.
=1y

Solucion: para esta funcidon racional, el denominador nunca es cero
(siempre es positivo). De este modo, / no tiene discontinuidad.

EJEMPLO 5 Localizacion de discontinuidades para funciones

definidas por partes

Para cada una de las funciones siguientes, encontrar todos los puntos de discon-
tinuidad.

x+6, six =3,

a. f<x>={ )

x5, six < 3.
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b.

Solucion: el tnico problema posible puede ocurrir cuando x = 3,ya que
éste es el unico lugar en el que la grafica de f podria no ser conexa. Sabe-
mos que f(3) = 3 + 6 = 9.Y puesto que

lim f(x) = lim (x +6) =9

x—3" x—3"
y
lim f(x) = lim x> =09,
x—3" x—3"

podemos concluir que lim3 f(x) =9 = f(3). De modo que la funcién es
X—>

continua en 3, asi como en todos los demas valores de x. Podemos obtener
la misma conclusién por inspeccion de la grafica de fen la figura 9.30.

f(x)

0 = {x+6,six2 3

x2, six< 3

FIGURA 9.30 Funcién definida
por partes continuas.

x+2, six > 2,

f(X)={ 2

x5, six < 2.

Solucion: ya que fno estd definida en x = 2, pero si para toda x cer-

cana, f es discontinua en 2 y continua para todas las demds x (véase la
fig. 9.31).

- X+2,8x>2
00 = x2 six<2

FIGURA 9.31 Discontinua en 2.



f(x)
97 Oeee®
76 e
55+ O
34—
| | | | X

FIGURA 9.32 Funcién del
servicio postal.

Este método de expresar la con-
tinuidad en a, con frecuencia se uti-

liza en demostraciones matematicas.
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W ciir ~ ~ PP " Py ”
EJEMPLO 6 Funcion del “servicio postal

La funcién del “servicio postal”

34, si0< x = 1,
S5, sil< x = 2,
¢c=f)=17% siz< x =3
97, si3< x = 4.

da el costo ¢ (en centavos) de enviar un paquete de peso x (onzas),0 < x = 4,
en enero de 2001. Es claro de su grafica en la figura 9.32 que f tiene disconti-
nuidades en 1,2 y 3,y que es constante para valores de x que estan entre dis-
continuidades sucesivas. Tal funcidn se conoce como funcién escalén a causa
de la apariencia de su grafica.

EE—— ]

Hay otra manera de expresar continuidad aparte de la dada en la defini-
cion. Si tomamos la proposicién

lim f(x) = f(a)

y reemplazamos x por a + h,entonces cuando x — a tenemos que & — 0 (véa-
se la fig. 9.33). Por tanto, la proposiciéon

lim f(a + h) = f(a)

h—0
define continuidad en a.
y
y=1(x)
fla+h)
cuando x — a,
f@) L entonces h—0
h

M

| | - X

a a+

X
FIGURA 9.33 Diagrama para la continuidad en a.
Tecnologia
A partir de la gréfica de una funciéon debemos ser ca- 5
paces de determinar dénde ocurre una discontinuidad.
Sin embargo, es posible equivocarnos. Por ejemplo, la
funcién 5 5
el
x =
f®) =5
es discontinua en + 1, pero la discontinuidad en 1 -5
no es clara de la grafica de f en la figura 9.34. Por otra
: Lo y & FIGURA 9.34 La discontinuidad

parte, la discontinuidad en —1 es obvia. : e

en 1 no es evidente de la gréfica de

Xl
x =
f(x) x*— 1.




428

Capitulo 9 = Limites y continuidad

Con frecuencia es ttil describir una situaciéon por medio de una funcién
continua. Por ejemplo, el programa de demanda de la tabla 9.3, indica el nt-
mero de unidades de un producto que se demandard por semana a diversos
precios. Esta informacion puede proporcionarse de manera grafica, como en
la figura 9.35(a), trazando cada pareja cantidad-precio como un punto. Es
claro que esta grafica no representa una funcién continua. Ademas, no nos
da informacion del precio al cual, digamos, 35 unidades serdn demandadas.
Sin embargo, si conectamos los puntos de la figura 9.35(a) por medio de una
curva suave [véase la fig. 9.35(b)], obtenemos una curva de demanda. De ella
podriamos estimar que alrededor de $2.50 por unidad, se demandarian 35
unidades.

TABLA 9.3 Programa de demanda

Precio/unidad,p  Cantidad/semana, q

$20
10
5 15
4 20
2 45
1 95
p p
204 20+
151 15
10} 101
5F e, 51
. 25
1 1 1 ° 1 q L L L L q
25 50 75 100 25 35 50 75 100
(a) (b)

FIGURA 9.35 Vista de datos por medio de una funcién continua.

Con frecuencia es posible y util describir una grafica, como en la figura
9.35(b), por medio de una ecuacion que define una funcién continua f. Tal fun-
cién no sélo nos da una ecuacién de demanda,p = f(q), para anticipar los pre-
cios correspondientes a las cantidades demandadas, también permite efectuar
un andlisis matemético conveniente de las propiedades basicas de la demanda.
Por supuesto que se debe tener cuidado al trabajar con ecuaciones como
p = f(gq). Matematicamente, f puede estar definida cuando g = \/377, pero
desde un punto de vista practico, una demanda de V37 unidades, podria no
tener significado para nuestra situacion particular. Por ejemplo, si una unidad
es un huevo, entonces una demanda de \/37 huevos, no tiene sentido.

En general, desearemos ver situaciones précticas en términos de fun-
ciones continuas, siempre que sea posible realizar mejores anadlisis de su
naturaleza.
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En los problemas del 1 al 6 utilice la definicion de continuidad para mostrar que la funcion dada es continua en el punto indicado.

1 f(x) =x*—5x; x=2 2. f(x)=x_3; x = —3.
9x
3. g(x) =V2—3x; x=0. 4. f(x)Z%; x=2
— X - 4 — — A3 . e
S.oh(x) = x=4 6. f(x)=Vx; x=—1
En los problemas del 7 al 12 determine si la funcion es continua en los puntos dados.
x+4 x> —4x + 4
7. f(x) = T —2,0. 8. f(x)= — % 2,—2.
x—3 3
9. = ; 3,—3. 10. h(x) = —— 2,—2.
8 ="y =5y
x+2, six =2 +osix #0
11. = ’ ;0 2,0. 12. =47 ;0 0,—1
F(x) { X, osix< 27 F(x) {0, six #0
En los problemas del 13 al 16 dé una razén del porqué la funcién es continua en todas partes.
+2
13. f(x) = 2x* — 3. 4. flx) =2 o
-1
15. f(x) = = 16. f(x) = x(1 — x).

2+ 4

En los problemas del 17 al 34 encuentre todos los puntos de discontinuidad.

17. f(x) = 3x* — 3. 18. A(x) =x — 2.
3 x> +3x—4
19. f(x) - Y + 4. 20. f(x) - ﬁ
x2— 1)
21. g(x) = —s 22. f(x)=0.
X+ 6x+9 x—3
23. = 24. = .
T = o — 15 s =",
25, h(x) = 2L, 26. f(x) ==
X —x X
4
X X
27. = . 28. =
P = )= 5
1, six=0, _J2x + 1, six =—1,
2 /)= dx<o. 0. f(x) = 1, six <—1.

X

{ {

3. f(x) = { 0. six=1, 32 f(x) = {
{ |

x — 3, six > 2,

x—1, six > 1. 3 —2x, six <2

. —, six =3,
33. X, six > 2, 34. f(x) =

x— 1, six <2. 2x — 1, six <3.

35. Tarifa telefonica Supodngase que la tarifa telefonica duracién, haga el bosquejo de la grafica de f para

1 oy s .
de larga distancia para una llamada desde Hazleton, 0 <= 4;. Utilice esta grafica para determinar los
Pennsylvania, a los Angeles, California, es de $0.10 valores de ¢ en los cuales ocurren discontinuidades,
5 > s . 1
por el primer minuto y de $0.06 por cada minuto o donde 0 <t = 4;.
fraccion adicional. Siy = f(¢) es una funcién que in- 36. La funcion mayor entero, f(x) = [x], estd definida co-

dica el cargo total y por una llamada de ¢ minutos de mo el entero mds grande que es menor o igual a x, don-
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de x es cualquier ndmero real. Por ejemplo, [3] = 3,
[1.999] = 1,[4] = 0y[—4.5] = —5. Haga el bosquejo
de la gréfica de esta funcién para —3.5 < x < 3.5. Utili-
ce su bosquejo para determinar los valores de x en los
cuales ocurren discontinuidades.

.fes continua en 2?, jes continua en 5?, jes continua
en 10?

= 38. Grafique g(x) = ¢ /*.Ya que g no estd definida en

x = 0, pero si para todos los valores cercanos a cero,

g es discontinua en 0. Con base en la gréfica de g, ;es

37. Inventario Haga el bosquejo de la gréfica de

—100x + 600,
—100x + 1100,
—100x + 1600,

y=f(x)=

. e_l/"z, six #0,
si0=x <35, flx) = 0, six =0,
S% >=x <10, continua en 0?
sil0 = x < 15.

Una funcién como la anterior podria describir el
inventario y de una compaiiia en el instante x.

(A3 Desarrollar técnicas
para resolver desigualdades no
lineales.

,/(rho)

FIGURA 9.36
de g.

71, 2, Y 3 SON CETos

FIGURA 9.37
ceros de f.

f(X) >0 \(Xo,o)
)

—4y1son

f(x) < \ 4

FIGURA 9.38 Cambio de signo
para funciones continuas.

9.5 CONTINUIDAD APLICADA A DESIGUALDADES

En la seccion 2.2 resolvimos desigualdades lineales. Ahora veremos cémo la
nocién de continuidad puede aplicarse para resolver una desigualdad no li-
neal, tal como x> + 3x — 4 < 0.

Recuerde (de la seccidn 3.4) que hay una relacion entre las intersecciones
x de la grafica de una funcion g (esto es, los puntos en donde la grafica corta al
eje x) y las raices de la ecuacién g(x) = 0, que son llamados ceros de g. Si la
grafica de g tiene una interseccion con el eje x (r,0), entonces g(r) = 0,de mo-
do que r es una raiz de la ecuacién g(x) = 0,y por tanto r es un cero de g. De
aqui que de la grafica de y = g(x) en la figura 9.36, concluimos que ry, 7, y r3
son ceros de g. Por otra parte, si r es cualquier raiz real de la ecuacién
g(x) = 0,entonces g(r) = 0,y como consecuencia (7, 0) estd en la grafica de g.
Esto significa que todos los ceros reales de g pueden representarse por los
puntos donde la grafica de g coincide con el eje x. También note en la figura
9.36 que los tres ceros determinan cuatro intervalos abiertos sobre el eje x:

(oo, 1), (r,m), (rnr3) y (rs,00).

Para resolver x> + 3x — 4 > 0, hacemos
f(x)=x>+3x —4=(x+4)(x—1).

Puesto que fes una funcién polinomial, es continua en todas partes. Los ce-
ros de fson —4y 1; de aqui que la gréfica de ftiene intersecciones con el eje x,
(—4,0) y (1,0). (Véase la fig. 9.37.) Los ceros, o para ser mds precisos, las inter-
secciones con el eje x, determinan tres intervalos sobre el eje x:

(—o0, —4), (-4, 1) y (1, 00).

Considere el intervalo (—oo, —4). Como f es continua en este intervalo,
afirmamos que f(x) > 0,0 bien, f(x) < 0 en todo el intervalo. Si no fuera éste
el caso, entonces f(x) cambiaria de signo en el intervalo. Debido a la continui-
dad de f, habria un punto donde la grafica intersecaria al eje x, por ejemplo (x,,
0). (Véase la fig. 9.38.) Pero, entonces x, seria un cero de f. Esto no puede ser,
ya que no hay ceros de f menores que —4. De aqui que f(x) debe ser estricta-
mente positiva o estrictamente negativa en (—oo, —4). Un argumento similar
se puede enunciar para cada uno de los otros intervalos.

Para determinar el signo de f(x) en cualquiera de los tres intervalos, es su-
ficiente con determinarlo en cualquier punto del intervalo. Por ejemplo, —5 es-
tden (—oo,—4)y

f(=5)=6>0.
Del mismo modo, O estd en (—4,1) y

f(0) =—4<0. Entonces f(x) < Oen (—4,1).

Entonces f(x) > 0en (—oo, —4).



Observe la importancia de la
continuidad en la solucién de
desigualdades.

-2

FIGURA 9.40 Ceros de
x> — 3x — 10.
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Por ultimo, 3 estd en (1,00) y
f(3) =14 > 0. Entonces f(x) > 0en (1, 00).
(Véase el “diagrama de signos” en la figura 9.39). Por tanto,

x> +3x—4>0 en (—oco,—4)y(1,0c0),

f(x)>0 f(x) <0 f(x) >0

AY4 AY4
AN

AN
-4 1

FIGURA 9.39 Diagrama de signos para x> + 3x — 4.

de modo que hemos resuelto la desigualdad. Estos resultados son obvios de la
grafica de la figura 9.37. La grafica esta por arriba del eje x [esto es, f(x) > 0]
en (—oo,—4) y (1,00).

EJEMPLO 1 Resolucion de una desigualdad cuadratica

Resolver x> — 3x — 10 < 0.

Solucion: si f(x) = x> — 3x — 10, entonces f es una funcién polinomial
(cuadratica) y, por tanto, continua en todas partes. Para encontrar los ceros
(reales) de f, tenemos

x> —3x—10=0,
(x +2)(x — 5) = 0,
x =—2,5.

Los ceros —2 y 5 se muestran en la figura 9.40. Estos ceros determinan los in-
tervalos

(—o0,=2), (—2,5) y (5, 00).
Para determinar el signo de f(x) en (—oo,—2), seleccionamos un punto en ese
intervalo, digamos —3. El signo de f(x) en todo (—oo, —2) es el mismo que el
de f(—3). Ya que

flx) =(x+2)(x —95) [forma factorizada de f(x)],
tenemos
f(3)=(EB+2)(EB-5=0))= +.
[Observe cémo encontramos de manera conveniente el signo de f(—3) utilizan-

do los signos de los factores de f(x)]. Asi, f(x) > 0en (—oo,—2). Para examinar
los otros dos intervalos, seleccionamos los puntos 0 y 6. Encontramos que

f(0) =(0+2)(0—=5)=(H(—) =,
de modo que f(x) < Oen (—2,5)y
f(6) =(6+2)(6 —5)=HH =+,

asi que f(x) > 0en (5,00). Un resumen de nuestros resultados esta en el dia-
grama de signos de la figura 9.41. Asi,x* — 3x — 10 < O en (-2,5).

AVA AY4

X
-2 5

FIGURA 9.41 Diagrama de signos para (x + 2)(x — 5).
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-4 0 1

FIGURA 9.42 Ceros de
x(x — D)(x + 4).

—® Principios en prdctica 1
Resolucion de una desigualdad
polinomial

Una caja abierta se construye cor-
tando un cuadrado de cada esqui-
na de una pieza de metal de 8 por
10 pulgadas. Si cada lado de los
cuadrados cortados es de x pulga-
das de largo, el volumen de la caja
esta dado por

V(x) = x(8 — 2x)(10 — 2x).
Este problema sélo tiene sentido
cuando el volumen es positivo.
Determine los valores de x para
los que el volumen es positivo.

EJEMPLO 2 Solucion de una desigualdad polinomial

Resolver x(x — 1)(x + 4) = 0.
Solucion: si f(x) = x(x — 1)(x + 4),entonces fes una funcién polinomial y

es continua en todas partes. Los ceros de fson 0,1 y —4, que pueden verse en
la figura 9.42. Estos ceros determinan cuatro intervalos:

(—oo0,—4), (—4,0), (0,1) y (1,00).

Ahora, en un punto de prueba en cada intervalo determinamos el signo de

fl):

f(=5) = E)E)E) = asi f(x) < Oen (—oo,—4);

f(2)=())H) =+ asi f(x) > Oen (—4,0);
fGQ) = (H)E)H) = asi f(x) < 0Oen (0,1);
f2)=H)H)H) =+ asi f(x) > Oen (1, 0).

La figura 9.43 muestra un diagrama de signos para f(x). Por tanto, x(x — 1)
(x + 4)=0en (—oo,—4] yen [0, 1]. Observe que —4,0 y 1 estan incluidos en la
solucién porque satisfacen la igualdad (=) que es parte de la desigualdad (=).

N
-4 0

FIGURA 9.43 Diagrama de signos para x(x — 1)(x + 4).

0 1 5

FIGURA 9.44 Ceros y puntos
de discontinuidad para
(x = 1)(x—=5)

X

"'EJEMPLO 3 Solucién de una desigualdad con funcion racional

x> —6x+5
- = >

Resolver 0.

x2—6x+5:(x_1)(x_5)

Solucion: sea f(x) = . Para una funcién

X
racional f, resolvemos la desigualdad considerando los intervalos determina-
dos por los ceros de fy los puntos donde f es discontinua, puntos alrededor de
los cuales el signo de f(x) puede cambiar. Aqui los ceros son 1y 5. La funcién
es discontinua en 0 y continua en los demds puntos. En la figura 9.44 hemos co-
locado un circulo vacio en 0 para indicar que f no estd definida alli. Entonces,
consideremos los intervalos

(—o0,0), (0,1) (L,5) y (5,00).

Al determinar el signo de f(x) en un punto de prueba en cada intervalo, encon-
tramos que:

f(=1) = ? R asi f(x) < Oen (—o0,0);
f(2) = (D) _ ‘ :
— =— asi f(x) < 0Oen (1,5),
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f(6) = =+ asi f(x) > 0on (5, ).

El diagrama de signos esta dado en la figura 9.45. Por tanto, f(x) = 0 en (0, 1]
y en [5,00). (Por qué 1y 5 se incluyen, pero 0 se excluye? La figura 9.46 mues-
tra la grafica de f. Observe que la solucion de f(x) = 0, consiste en todos los
valores de x para los cuales la gréfica estd en o sobre el eje x.

(S [ =)&) (+)) )

VN C BV O IV O
0 1 5
. . (x =D —3)
FIGURA 9.45 Diagrama de signo para -
f(x)
1 I
5 10 X
f(X)=X2—6X+5 Iy -  —/
- ) o
-—10

x> —6x+5

FIGURA 9.46 Gréficade f(x) = .

EJEMPLO 4 Solucion de desigualdades no lineales

a. Resolver x> + 1 > 0.

Solucion: la ecuacién x> + 1 = 0 no tiene raices reales. Por tanto,
f(x) = x* + 1no tiene un cero real. También, f es continua en todas par-
tes. Asi, f(x) siempre es positiva o siempre es negativa. Pero x> siempre es
positiva o cero, de modo que x*> + 1 siempre es positiva. Por tanto, la solu-
ciéonde x* + 1 > 0 es (—oo,0).

b. Resolver x> + 1 < 0.

Solucion: de la parte (a), x> + 1 siempre es positiva, de modo que
x> + 1 < 0no tiene solucién.

En los problemas del 1 al 26 resuelva las desigualdades con la técnica estudiada en esta seccion.
1. x> —=3x —4>0. 2. x> —8x+15>0.

3.x*—5x+6=0. 4, 14 —5x — x> =0.

5.2x + 11x + 14 < 0. 6. x> —4<0.
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7. x>+ 4<0. 8 2x*—x—2=0.
9. (x +2)(x —3)(x + 6) =0. 10. (x —5)(x —2)(x +8) = 0.
11 —x(x — 5)(x + 4) > 0. 12. (x +2)2>0.
13. X* + 4x = 0. 14. (x +2)*(x* —1) <0.
15. x>+ 2x> — 3x > 0. 16. x> — 4x? + 4x > 0.
2
-1
17. 5 <0. 18— <o
x*—9 X
4 3
19. = 0. 20, 5———>0.
r—1 x*—5x +6
2 2 _
g X T X764 gy Xt 2x—8
x> +4x —5 X+3x+2
S L R 2 XLy
x>+ 6x+5 x?
25, x> + 2x = 2. 26. x* —16=0.

27. Ingresos Suponga que los consumidores compran g
unidades de un producto cuando el precio de cada
uno es de 20 — 0.1¢q ddlares. ;Cuédntas unidades de-
ben venderse para que el ingreso de las ventas no
sea menor que $750?

= 30. Participacion en talleres Imperial Education Servi-
ces (IES) esté ofreciendo un curso de procesamiento
de datos a personal clave en la compafifa Zeta. El
precio por persona es de $50 y la compaiia Zeta ga-
rantiza que al menos asistirdn 50 personas. Suponga

28. Administracion forestal Una compaiiia taladora po- que el IES ofrece reducir el costo para todos en $0.50
see un bosque de forma rectangular,de 1 X 2 millas. por cada persona que asista después de las primeras
La compaiiia quiere cortar una franja uniforme con 50. ;Cual es el limite del tamafio del grupo que el
arboles a lo largo de los lados externos del bosque. IES aceptara, de modo que el ingreso total nunca sea
(Qué tan ancha debe ser la franja si se quiere con- menor que lo recibido por 50 personas?
servar al menos 17 de millas’ de bosque? = 3L Grafique f(x) = x> + 7% — 5x + 4. Utilice la gra-
29. Diseiio de un recipiente Un fabricante de recipien- fica para determinar la solucién de
tes desea hacer una caja sin tapa, mediante el corte BT —5c+4=0.

de un cuadrado de 4 pulgadas en cada esquina de
una hoja cuadrada de aluminio, doblando después 3x° — 0.5x +2
hacia arriba los lados. La caja debe contener al menos 6.2 — 4.1x
324 pulg’. Encuentre las dimensiones de la hoja de para determinar la solucién de
aluminio mas pequeiia que pueda utilizarse.

= 3. Grafique f(x) = . Utilice la grafica

3x> — 05x + 2

> 0.
62 —4.1x 0

il

Una manera original de resolver una desigualdad no lineal como f(x) > 0 es por inspeccion de la grdfica de
g(x) = f(x)/|f(x)|, cuyo rango consiste sélo en 1y —1:

_ ) [ sif(x) >0,
8) = Tro)l {—1,sif(x) <o

La solucion de f(x) > 0 consiste en todos los intervalos para los cuales g(x) = 1. Utilizando esta técnica, resuelva las desigual-
dades de los problemas 33 y 34.

2
—x-2
3. 6x2 — x — 2> 0. . <o
x° —4x + 3

EPASO N S .

Términos y simbolos importantes

Seccion 9.1 lim f(x) = L
X—a

Seccion 9.2 limites laterales lim f(x) =1L lim f(x) =L lim f(x) = oo
x—a x—a® x—a
Iim f(x) =1L Iim f(x) =1L

X—>—00 X—>00



Seccion 9.3 interés compuesto continuamente
Seccion 9.4  continua discontinua
Resumen

continua en un intervalo
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continua en todas partes

La nocién de limite es el fundamento del calculo. De-

cir que lim f(x) = L, significa que los valores de
X—a

f(x) pueden acercarse mucho al nimero L cuando

seleccionamos x lo suficientemente cercana a a. Si

lim f(x) y lim g(x) existen, y ¢ es una constante,

X—a X—a

entonces:

1. Iim ¢ = c,
X—a

2. lim x" = a",
X—a

3. Iim [f(x)*£ g(x)] = lim f(x) =+ lim g(x),
4. lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x),
5. lim [cf(x)] = ¢+ im f(x),

X—a xX—a
lim f(x
ey _
6. lim == si lim g(x) # 0,
y—ag(x) lim g(x)  x5a
X—a

7. 1im V f(x) = Vlim f(x),

X—a xX—a

8. Si f es una funcién polinomial, entonces

dim g = e

La propiedad 8 significa que el limite de una funcién
polinomial cuando x — a, puede encontrarse con s6lo
sustituir a por x. Sin embargo, con otras funciones, la
sustitucion puede conducir a la forma indeterminada
0/0. En tales casos, operaciones algebraicas como la
factorizacion y cancelacion pueden dar una forma en
la que el limite pueda determinarse.

Si f(x) tiende a L cuando x tiende a a por la dere-
cha, entonces escribimos lim f(x) = L.Si f(x) tien-

. X—a . .
de a L cuando x tiende a a por la izquierda, entonces

escribimos lim f(x) = L. Estos limites se llaman li-
X—a

mites laterales.

El simbolo de infinito, co, que no representa un
numero, se utiliza para describir limites. La proposi-
cién

lim f(x) =L

X—>00
significa que cuando x crece sin cota, los valores de
f(x) se aproximan al nimero L. Una proposicion simi-
lar se aplica cuando x — —o0, lo cual significa que x es-
td disminuyendo sin cota. En general, si p > 0,
entonces

1 1
Iim — =0y lim — =0.
x—00 X x— —oo X
Si f(x) aumenta sin cota cuando x — a, entonces escri-

bimos lim f(x) = oco. Del mismo modo, si f(x) dismi-
X—a
nuye sin cota, tenemos lim f(x) = —oo. Decir que el
xX—a
limite de una funcién es oo (0 —oo) no significa que el li-

mite exista. Es una manera de decir que el limite no
existe y decir por qué no hay limite.

Existe una regla para evaluar el limite de una fun-
cion racional (cociente de dos polinomios) cuando
X — 000 x — —oo. Si f(x) es una funcién racional, y
ax"y b,,x" son términos en el numerador y denomi-
nador respectivamente, con las potencias mas grandes
de x, entonces

z. z. nx
lim f(x) = lim -~
X—>00 x—00 DX
y
a,x"

Iim x) = lim
x—>—oof( ) X—>—00 bmxm

En particular, cuando x — co 0 x —o0, el limite de un
polinomio es el mismo que el limite del término con la
potencia més grande de x. Esto significa que para un
polinomio no constante, el limite cuando x — co 0 —
00, €S 00, 0 bien, — co.

Cuando el interés se capitaliza cada instante, deci-
mos que es compuesto continuamente. Bajo capitali-
zacién continua a una tasa anual r por ¢ afios, la
formula § = Pe’" da el monto total (compuesto) S de
un capital de P ddlares. La féormula P = Se” " da el va-
lor presente P de S ddlares. La tasa efectiva correspon-
diente a una tasa anual r capitalizada continuamente
ese’ — 1.

Una funcién f es continua en a si y sélo si

1. f(x) estd definidaenx = a,

2. lim f(x) existe,
xX—a

3. lim f(x) = f(a).

De manera geométrica, esto significa que la grafica de
fno presenta corte cuando x = a. Si una funcién no es
continua en a y estd definida en un intervalo abierto
que contenga a a, excepto posiblemente a a misma, en-
tonces se dice que la funcién es discontinua en a. Las
funciones polinomiales son continuas en todas partes,
y las funciones racionales son discontinuas sdlo en los
puntos donde el denominador es cero.
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Para resolver la desigualdad f(x) > 0o, f(x) < 0],
primero encontramos los ceros reales de fy los valores
de x para los cuales f es discontinua. Estos valores de-
terminan intervalos, y en cada intervalo f(x) siempre
es positiva o siempre negativa. Para encontrar el signo
en cualquiera de estos intervalos, basta con determi-

Problemas de repaso

nar el signo de f(x) en cualquier punto del intervalo.
Después que los signos se determinan para todos los
intervalos, es facil dar la solucién de f(x) > 0 [o

flx) < 0.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color se sugieren para utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

En los problemas del 1 al 28 encuentre los limites si existen. Si el limite no existe, establézcalo asi o utilice el simbolo co 0 —oo

donde sea apropiado.

20 —3x +1
L lim (26 +6x —1). 2. lim =
x——1 x—0 2x°—2
+1
4 lim 5. lim (x + h).
x—>—2x" —2 h—0
P +4x’ Ttx—2
7. lim 8. lim 5
x—>—4x" +2x — 8 x—>1x” +4x —5
X +1 3x —2
10. i : 1. i :
x1—>moo 2x2 xl—I>I<1>o Tx +3
— 6
13 lim 222, 14, Im
(—»3t—3 X——00 X
16. lim V4 7. dim
T x4 T oo (3x +2)%
+3 2 —
19. lim 20. lim .
x—3"x"—9 x—>2X —2
x'0 4+ (1/x7
22. lim Vy —5. 23. lim #
y—57" X—00 e —Xx
X, si0=x<1
25. I i =7 ’
xlinl f(x)sif(x) { x, six > 1.
Va2 —16
27. lim ~———. [Sugerencia: Para x > 4,
x—d4t 4 —x

29.

31.

32

Vil =16 = Vx — 4 Vx + 4]

26.

28.

2 _
3 lim
x—3 x° — 3x
2y
6. lim -~ :
x—2x° —3x +2
2
9. lim

2. lim
xX—>—00 X
_l’_
15, 1im 203
x——-0l — X
2 _
18, lim X ¥ 2
x—1 x—1
21. lim V3x.
X—>00
2 5
24, lim > 7

x——o00 23x — 3x*
+5, six <3
lim f(x) si f(x) :{x 2 SIES
x—3

6, six=3.
X+x—6

Iim . [Sugerencia: Para x > 2,
)C—)ZJr \/ X — 2 [ g
x—2

X + h — X
Si f(x) = 8x — 2,encuentre lim M
h—0 h

30.

X + h — X
Si f(x) = 2x* — 3, encuentre lim f(—)f()
h—0 h

Relacion huésped-parasito Para una relacién particular
huésped-parasito, se determiné que cuando la densidad
de huésped (nimero de huéspedes por unidad de area)
es x, entonces el niimero de parasitos a lo largo de un
periodo es

1+ 2x>'

Si la densidad de huésped estuviese aumentando sin co-
ta, ;a qué valor se aproximaria y?

y=23<1—

Relacion presa-depredador Para una relacion par-
ticular de presa-depredador, se determiné que el nu-
mero y de presas consumidas por un depredador a lo

33.

largo de un periodo fue una funcién de la densidad
de presas x (el nimero de presas por unidad de area).
Suponga que

10x
y=I0) =T o

Sila densidad de presas aumentara sin cota, ;a qué va-
lor se aproximaria y?

Para una tasa de interés anual de 5% capitalizado conti-
nuamente, encuentre

a. El monto total de $2500 después de 14 afios.
b. El valor presente de $2500 pagaderos dentro de 14
anos.



34. Para una tasa de interés anual de 6% compuesto conti-
nuamente, encuentre:

a. El monto total de $800 después de 11 afios.
b. El valor presente de $800 que se deben pagar dentro
de 11 afios.
35. Encuentre la tasa efectiva equivalente a una tasa anual
de 6% capitalizada continuamente.

36. Determine la tasa efectiva equivalente a una tasa anual
de 1% compuesta de manera continua.

37. Siun interés se devenga a la tasa anual de 5% compuesto
continuamente, determine el niimero exacto de afos
requeridos para que un capital de P se duplique.

38. Inversion Los Smith han hecho dos inversiones: $400
en la cuenta A, la cual devenga interés a la tasa de 6%
compuesto semestralmente, y $400 en la cuenta B, que

40.

41.

42.
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genera interés a la tasa de 5.5% compuesto continua-
mente.

a. Calcule la tasa efectiva de interés para cada in-
version.

b. ;Cuadl inversion tiene mayor valor al final de 5 afios y
por cudnto?

. Utilizando la definicién de continuidad, demuestre que

f(x) = x + 5escontinuaenx = 7.

Utilizando la definicién de continuidad, demuestre que
_x—3

S

Establezca si f(x) = x /4 es continua en todas partes.

Dé€ una razén para su respuesta.

es continua en x = 3.

Establezca si f(x) = x> — 2 es continua en todas par-
tes. D€ una razén para su respuesta.

En los problemas del 43 al 50 encuentre los puntos de discontinuidad (si los hay) para cada funcién.

2

B0 =
-1
45. f(0) =5
4 — 2
47. f(x) ZW;_L"
o = {14 x>

En los problemas del 51 al 58 resuelva las desigualdades dadas.
51 x>+ 4x — 12 > 0.

44,

46.

48.

50.

52.

F0) =5
f) = (= 20
fay = 5

1/x, six <1,
1, six = 1.

0 =1

2x> —6x +4=0.

53. x° = 2x% 54, x3 + 8x% 4+ 15x = 0.
x(x +5)(x +8
55, 245 s, T FIEHY
x* =1 3
43 ‘-4
5. 5 =0 58 5 =
x*+ 2x — 8 x*+2x +1
= X+ x?— 6x

| 59. Grafique f(x) =

3 5 . Utilice la
x— 2x"+ 6x — 12
grafica para estimar lim f(x).

x—2

Iy VX 3—2

° 60. Grafique f(x) = T —1 . De la grifica, esti-

me lim f(x).
x—1

61. Grafique f(x) = x In x. Con base en la gréfica, es-
time el limite lateral 1im f(x).
x—0"

| . e’“ - 1
“ 62. Graf =
rafique f(x) o+ 1)(62)‘ — e

grafica para estimar lim f(x).
x—0

. Utilice la

=

=

_l’_
| 64. Grafique f(x) = * —

" 63. Grafique f(x) = x> — x> + x — 6. Utilice la gré-

fica para determinar la solucién de

X=X+ x—6=0.

5

4 .. .
ERE Utilice la gréfica para de-
x

terminar la solucién de




Aplicacion practica
Deuda nacional

I tamafio del déficit presupuestal de Estados Uni-

dos es de gran interés para muchas personas, y con
frecuencia un tema de qué hablar en las noticias. La
magnitud del déficit afecta la confianza en la econo-
mia de Estados Unidos, tanto de inversionistas nacio-
nales como de extranjeros, corporativos oficiales y
lideres politicos. Hay quienes creen que para reducir
su déficit el gobierno deberia reducir los gastos, lo cual
afectaria los programas de gobierno, o aumentar sus
ingresos, posiblemente a través de un aumento en los
impuestos.

Suponga que es posible reducir el déficit conti-
nuamente a una tasa anual fija. Esto es similar al con-
cepto de interés compuesto continuamente, salvo que
en lugar de agregar interés a una cantidad en cada
instante, le restaria al déficit a cada instante. Veamos
cémo podriamos modelar esta situacion.

Suponga que el déficit D, en el instante ¢ = 0, se
reduce a una tasa anual . Ademds, suponga que hay k
periodos de igual longitud en un afio. Al final del pri-

mer periodo, el déficit original se reduce en DO(IZ) ,de

modo que el déficit nuevo es

- fg)=a (i)

Al final del segundo periodo, este déficit se reduce

en D(l—rr
0 k)k

r r\r

,de modo que el déficit nuevo es

El patrén continta. Al final del tercer periodo el
3
. . r . . .
déficit es D0<1 - k> y asi sucesivamente. Al término
de ¢ afios, el nimero de periodos es kt y el déficit es

438

kt
D0<1 — k) . Si el déficit se reducird a cada instante,

entonces k — co. Asi, queremos encontrar

7 kt
lim D0<1 —) ,
k—00 k

que puede reescribirse como

r —k/r—r
o (1-1)T
k—o0 k

Sise hace x = —r/ k,entonces la condicién k — oo im-
plica que x — 0. De aqui que el limite dentro de los

corchetes tenga la forma lim (1 + x)'*, que es la
x—0

bien conocida e. Por tanto, el déficit D, en el instante
t = 0 se reduce continuamente a una tasa anual r,y ¢
afos después el déficit estd dado por

D = Dy ™.

Por ejemplo, suponga un déficit actual de $5345
miles de millones y una tasa de reduccién continua de
6% anual. Entonces el déficit dentro de ¢ afios conta-
dos a partir de ahora, estd dado por

D = 5345¢~ %%,

en donde D estd en miles de millones de délares. Es-
to significa que dentro de 10 afios, el déficit sera
5345¢ %% ~ $2933 miles de millones. La figura 9.47
muestra la grafica de D = 5345¢ " para varias tasas
r. Por supuesto, entre mayor sea el valor de r, mas
rapida es la reduccion del déficit. Obsérvese que
para r = 0.06, la deuda al final de 30 afios aun es
considerable (aproximadamente $884 miles de mi-
llones).

Es importante observar que los elementos radiac-
tivos que van en decremento también siguen el modelo
de la reduccidn de la deuda continua D = Dge .
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FIGURA 9.47 La deuda del presupuesto se
reduce de manera continua.

Para determinar en que posicion se encuentra ac-

tualmente el déficit nacional de Estados Unidos, visite
uno de los relojes del déficit nacional en Internet. Us-
ted puede encontrarlos buscando por “national debt
clock” con un buscador.

Ejercicios
En los problemas siguientes, suponga un déficit nacio-
nal actual de $5345 miles de millones.

1.

Si el déficit se redujera a $4500 miles de millones
dentro de un afo, ;qué tasa anual de reduccién
continua del déficit estaria implicada? Proporcio-
ne su respuesta al porcentaje mas cercano.

Para un reduccion continua de déficit a una tasa
anual de 6%, determine el nimero de afios, conta-
dos a partir de ahora, para que el déficit se reduz-
ca a la mitad. Proporcione su respuesta al afio mas
cercano.

(Qué suposiciones fundamentan un modelo de
reduccion de déficit que utiliza una funcién ex-
ponencial? ;Cudles son las limitaciones de este
enfoque?
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- CAPITULO 10

Diferenciacion

as regulaciones del gobierno, por lo general, limitan el nimero de peces
I_que pueden pescar de una zona de pesca, los barcos de pesca comerciales
en una temporada. Esto previene la pesca excesiva, que agota la poblacién de
peces y deja, a la larga, pocos peces para capturar.

Desde una perspectiva estrictamente comercial, la regulacion ideal permi-
tirfa obtener un méximo en el nimero de peces disponibles para la cosecha de
cada afio. La clave para determinar las regulaciones ideales es la funcién
matematica llamada curva de reproduccion. Para un hébitat de peces, esta
funcién estima la poblacion de peces de un afo al siguiente, P(n + 1), con
base en la poblacién actual, P(n), suponiendo que no hay intervencion externa
(es decir, no hay pesca, ni influencia de depredadores, etc.).

La figura de abajo muestra una curva comun de reproduccion; en ella
también esté graficada la recta y = x,a lo largo de la cual las poblaciones P(n)
y P(n + 1) serfan iguales. Observe la interseccion de la curva con la recta en el
punto A. Este es en donde, a consecuencia de la gran aglomeracién en el hébitat,
la poblacién alcanza su tamafio maximo sostenible. Una poblacién que tiene
este tamafio en un afio, tendrd el mismo tamafio el afio siguiente.

Para cualquier punto en el eje horizontal, la distancia entre la curva de re-
produccion y la recta y = x representa la pesca sostenible: el niimero de peces
que pueden ser atrapados, después de que las crias han crecido hasta madurar,
de modo que al final la poblacion regrese al mismo tamafio que tenia un afio
antes.

Desde el punto de vista comercial, el tamafio de poblacién 6ptima es
aquél en donde la distancia entre la curva de reproducciéon y larectay = x
es la mayor. Esta condicién se cumple, en
donde las pendientes de la curva de repro-  p(p41)
duccién y la recta y = x son iguales. Asi,

para una cosecha de peces mdxima afio tras A

’

afio, las regulaciones deben tener como ob- .
jetivo mantener la poblacién de peces muy
cerca de P,.

Aqui, una idea central es la de la pen-

diente de una curva en un punto dado. Esa

idea es el concepto central de este capitulo. P
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Comenzamos ahora el estudio del cédlculo. Las ideas involucradas en calculo
son totalmente diferentes a las de dlgebra y de la geometria. La fuerza e im-
portancia de estas ideas y de sus aplicaciones las aclararemos més adelante en
este libro. En este capitulo introduciremos la llamada derivada de una funcion,
y usted aprendera reglas importantes para encontrar derivadas. Verd también
como se usa la derivada para analizar la razén de cambio de una cantidad, como
la razén a la cual cambia la posicién de un cuerpo.

Desarrollar la idea 10.1 LA DERIVADA

de recta tangente a una curva, Uno de los problemas principales de que se ocupa el cdlculo es el de encontrar
definir la pendiente de una la pendiente de la recta tangente a un punto sobre una curva. Quizd en geome-
curva, definir una derivada 'y tria usted vio que una recta tangente, o tangente, a un circulo es una recta que
darle una interpretacion geo- toca al circulo en un solo punto (véase la fig. 10.1). Sin embargo, esta idea de
métrica. Calcular derivadas por una tangente no es muy util en otras clases de curvas. Por ejemplo, en la figura
medio'del uso de la definicion 10.2(a) las rectas L, y L, intersecan a la curva en exactamente un solo punto,
de limite. P. Sibien L, no la veriamos como la tangente en este punto, L, silo es. En Ia fi-

gura 10.2(b) podriamos considerar de manera intuitiva que L es la tangente
en el punto B, aunque L;, interseca a la curva en otros puntos.

Rectas tangentes
_ / /N

FIGURA 10.1 Rectas X
tangentes a un circulo. / \/

’ / TN
\

L, es una recta tangente L, es una recta
en P, pero L, no. tangente en P.
(@) (b)

FIGURA 10.2 Recta tangente en un punto.

De los ejemplos anteriores, usted puede ver que debemos abandonar la

idea de que una tangente es simplemente una linea que interseca una curva en

y solo un punto. Para obtener una definicién conveniente de recta tangente, uti-

lizamos el concepto de limite y la nocién geométrica de recta secante. Una
recta secante es una linea que interseca una curva en dos 0 mas puntos.

Observe la gréfica de la funcién y = f(x) en la figura 10.3. Queremos defi-

nir la recta tangente en el punto P. Si Q es un punto diferente sobre la curva, la

linea PQ es una linea secante. Si Q se mueve a lo largo de la curva y se acerca

y=1x) a P por la derecha (véase la fig. 10.4), PQ’, PQ" etc., son lineas secantes carac-

P teristicas. Si Q se acerca a P por la izquierda, PQ;, PQ,, etc., son las secantes.

~__ En ambos casos, las lineas secantes se acercan a la misma posicion limite. Esta

Recta secante  posicion limite comun de las lineas secantes se define como la recta tangente a

x  lacurva en P, Esta definicion parece razonable, y se aplica a curvas en general

y no sélo a circulos.

Una curva no tiene necesariamente una recta tangente en cada uno de sus

FIGURA 10.3 Recta tangente PQ.  puntos. Por ejemplo, la curva y = |x| no tiene una tangente en (0,0). Como

puede ver en la figura 10.5, una recta secante que pasa por (0, 0) y un punto

cercano a su derecha en la curva, siempre serd la recta y = x. Asi, la posicién

limite de tales rectas secantes es también la recta y = x. Sin embargo, una

recta secante que pase por (0,0) y un punto cercano a su izquierda sobre la




y
y=1x
A A
y=-xx<0 y=xx>0
©.0) X

FIGURA 10.5 No hay recta
tangente para la grafica de
y = |x| en (0,0).

Sec. 10.1 = La derivada 443

PQ

PQ’
PQ"

PQ"

PQ,
5\

PQ,

La recta tangente es
una posicion limite de
las rectas secantes.

FIGURA 10.4 La recta tangente es una posicion limite de
las rectas secantes.

curva, siempre serd la recta y = — x. Entonces, la posicion limite de tales rec-
tas secantes es también la recta y = — x. Como no existe una posiciéon limite
comtn, no hay una recta tangente en (0,0).

Ahora que tenemos una definicién conveniente de la tangente a una curva
en un punto, podemos definir la pendiente de una curva en un punto.
Definicion
La pendiente de una curva en un punto P es la pendiente, en caso de que exista,
de la recta tangente en P.

Como la tangente en P es una posicion limite de las lineas secantes PQ, con-
sideremos la pendiente de la tangente como el valor limite de las pendientes de
las rectas secantes conforme Q se acerca a P. Por ejemplo, consideremos la cur-
va f(x) = x*y las pendientes de algunas rectas secantes PQ, donde P = (1,1).
Para el punto Q = (2.5,6.25),1a pendiente de PQ (véase la fig. 10.6) es

»—y _625—1

Mpo = = 3.5.
rQ X, — Xy 25 —1
y
Q
(2.5, 6.25)
_625-1_
Mra= 557 =32
y="1f(x)=x2
Recta tangente
P
®1
/ X

FIGURA 10.6 Rectasecantea f(x) = x*que
pasa por (1,1) y (2.5, 6.25).
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La tabla 10.1 incluye otros puntos Q sobre la curva, asi como las correspon-
dientes pendientes de PQ. Observe que conforme Q se acerca a P, las pendien-
tes de las rectas secantes parecen aproximarse al valor 2. Entonces, podemos
esperar que la pendiente de la recta tangente indicada en (1, 1) sea 2. Esto se
confirmara luego en el ejemplo 1. Pero primero queremos generalizar nuestro
procedimiento.

TABLA 10.1 Pendientes de rectas secantes a la curva f(x) = x*en P = (1,1)

(0] Pendiente de PQ
(2.5,6.25) (625 —1)/(25 — 1) =35
2,4) 4-1/2—-1)=3
(1.5,2.25) (225 —1)/15—1) =25
(1.25,1.5625) (1.5625 — 1)/(1.25 — 1) = 2.25
(1.1,1.21) (121 — 1)/(1.1 — 1) = 2.1
(1.01,1.0201) (1.021 — 1)/(1.01 — 1) = 2.01

Paralacurvay = f(x),en la figura 10.7 encontraremos una expresion pa-
ra la pendiente en el punto P = (xy, f(x;)).Si QO = (x,, f(x,)), la pendiente
de la recta secante PQ es

- f(x) — f(xl).

Xy T X

mPQ -

sz, f(x,))

f(Xz) - f(X1)

_ (X)) — f(x,)
PQ — X2 — X1

FIGURA 10.7 Recta secante que pasa por Py Q.

Si llamamos # a la diferencia x, — x;, podemos escribir x, como x; + h. Aqui
se debe tener que & # 0, porque si # = 0, entonces x, = x; y no existird recta
secante. De acuerdo con esto,

_f(x1+h)—f(x1) _f(x1+h)—f(x1)

e T T+ h) — x h




Sec. 10.1 = La derivada 445

Conforme Q se mueve a lo largo de la curva hacia P, entonces x, se acerca a x;.
Esto significa que /4 se aproxima a cero. El valor limite de las pendientes de las
rectas secantes, que es la pendiente de la recta tangente en (x, f(x;)), es el si-
guiente limite:

P

My, = lim m
h—0

secr

o de manera maés precisa

@

En el ejemplo 1, usaremos este limite para confirmar nuestra conclusién ante-
rior de que la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) = x*en (1,1) es
igual a 2.

EJEMPLO 1 Determinacion de la pendiente de una recta tangente

Encontrar la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) = x* en el
punto (1, 1).

Solucion: la pendiente es el limite en la ecuacién (1) con f(x) = x*yx; = 1:

fA+hn) = f(1) (1+h)?— (1)
Iim = lim
h—0 h h—0 h
1+ 2n+ KR -1 o 2h+ K
= lim = lim ——
h—0 h h—0
h(2 + h)
=lim ———=1lim 2+ h) = 2.
h—0 h h—0

Asi, la recta tangente a y = x* en (1, 1) tiene pendiente igual a 2 (véase la
fig. 10.6).

IE— |

Podemos generalizar la ecuacion (1) de manera que sea aplicable a cual-
quier punto (x, f(x)) sobre una curva. Si reemplazamos x,; por x se obtiene una
funcion, llamada derivada de f, cuya entrada es x y su salida es la pendiente de
la recta tangente a la curva en (x, f(x)), siempre que la recta tangente fenga una
pendiente (esto es, que la tangente no sea vertical). Tenemos asi la definicién
siguiente, la cual constituye la base del cdlculo diferencial.

Definicion
La derivada de una funcion f es la funcién, denotado por f’ (1éase “f prima”),
y definida por

RS C ) el ()

h—0 h ’

siempre que este limite exista. Si f'(x) puede encontrarse, se dice que f es di-
ferenciable y f'(x) se llama derivada de f en x, o derivada de f con respecto a
x. El proceso de encontrar la derivada se llama diferenciacion.

En la definicién de la derivada, la expresion

flx+h) = fx)
h

se llama cociente de diferencia (cociente diferencial). Asf, f'(x) es el limite de
un cociente de diferencia cuando &7 — 0.
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Cuide no ser desidioso cuando
aplique la definicion de derivada

como un limite. Escriba lim en cada
h—0

paso, antes de tomar el limite.

Por desgracia, algunos estudiantes
descuidan tomar el limite final, y /
aparece en sus respuestas. Esta es
una manera rapida de perder puntos
en un examen.

EJEMPLO 2 Uso de la definicion para encontrar la derivada

Si f(x) = x% encontrar la derivada de f.

Solucion: al aplicar la definicién de derivada se obtiene
flx+h) — f(x)
'(x) = lim
') h—0 h
) S N o 7 I el
= lim ——— = lim
h—0 h—0 h
2xh + W h(2x + h
PN e SN 1C' e SO N (2x + h) = 2x.
h—0 h—0 h—0

Observe que al tomar el limite tratamos a x como una constante, porque es
h y no x la que estd cambiando. Observe también que f'(x) = 2x define una
funcién de x, que podemos interpretar como la pendiente de la recta tangente
a la grafica de f en (x, f(x)). Por ejemplo, si x = 1, entonces la pendiente es
f'(1) = 2(1) = 2, que confirma el resultado del ejemplo 1.

Ademads de la notacion f'(x), otras formas para denotar a la derivada de
y = f(x)enxson

dy :
ir (se lee “de ye, de equis”),
a d (), d i
U@ [de (). de equisl
Y (y prima),
D,y (de x de y),
DJ[f(x)] [de x de f(x)].

dy
ﬁ Advertencia La notacién x> que se denomina notacion de Leibniz, no

debe considerarse como una fraccién, aunque parezca una. Es un simbo-
lo sencillo para una derivada. Atin no hemos dado un significado a los simbolos
individuales como dy y dx.

Si la derivada f’(x) puede evaluarse en x = x;, el niimero resultante
f'(x,) se llama derivada de fen x;, y se dice que f es diferenciable en x,. Como
la derivada nos da la pendiente de la recta tangente, se tiene:

f'(x;) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en

(x1, f(x1))-

Otras dos notaciones para derivada de f en x; son
dy

dx x=x, y y,(‘xl)‘
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EJEMPLO 3 Determinacion de una ecuacion de una recta tangente

Si f(x) = 2x* 4+ 2x + 3, encontrar una ecuacién de la recta tangente a la grd-
ficade f en (1,7).

Solucion:

Estrategia: primero determinamos la pendiente de la recta tangente calcu-
lando la derivada y evaludandola en x = 1. Usamos este resultado y el pun-
to (1,7) en la forma punto-pendiente de la ecuacion para una linea recta, y
asi obtenemos la ecuacién de la recta tangente.

Tenemos,
flx +h) — f(x)
(x) = lim
f'(x) Jim B
C[2(x A+ R+ 2(x + h) + 3] — (20 + 2x + 3)
= lim
h—0 h
2%+ Axh+ 2R+ 2x +2h+3 — 22 —2x — 3
= lim
h—0 h
dxh + 2h* + 2h
= lim — = lim (4x + 24 + 2).
h—0 h h—0
Por lo que fl(x) =4x + 2
y f'(1) =4(1)+2=6.

Asi, la recta tangente a la grafica en (1, 7) tiene pendiente de 6. Una forma
punto-pendiente de esta tangente es
y—7=6(x—1).

Acostumbraremos expresar una ecuaciéon de la recta tangente en la forma
pendiente-ordenada al origen:

y — 7= 6x — 6,
y = 6x + 1.

A Advertencia En el ejemplo 3 no es correcto decir que como la derivada
es 4x + 2, la recta tangente en (1,7)esy — 7= (4x + 2)(x — 1).La
derivada debe evaluarse en el punto de tangencia para determinar la pendien-
te de la recta tangente.

EJEMPLO 4  Determinacion de la pendiente de una curva en un punto

Encontrar la pendiente de la curvay = 2x + 3 en el punto en que x = 6.

Solucion: la pendiente de la curva es la pendiente de la recta tangente. Si ha-
cemos y = f(x) = 2x + 3,tenemos
dy flx + h) — f(x) [2(x + h) + 3] — (2x + 3)
—— = lim = lim
dx  h-0 h h—0 h
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Debe familiarizarse con el proceso
de racionalizar el numerador.

Recta = Jx

tangente
en (0, 0)

| X

FIGURA 10.8 Recta tangente
vertical en (0, 0).

Es conveniente que usted vea ade-
mads de x y y otras variables involu-
cradas en un problema. El ejemplo 6
ilustra el uso de otras variables.

Como dy/dx = 2,la pendiente cuando x = 6, 0 de hecho en cualquier punto,
es 2. Observe que la curva es una linea recta que tiene la misma pendiente en
cada punto.

EJEMPLO 5 Funcidon con una recta tangente vertical

d
E trar — .
neontrar — ( \/;)

Solucion: sihacemos f(x) = \/;, se tiene

4y = tim LET D ZI®) e Vxd — Vx

dx h—0 h h—0 h

Cuando h — 0, tanto el numerador como el denominador tienden a cero.
Esto puede evitarse racionalizando el numerador.

Vi+h—Vx_Vi+h—Vx Vitn+Vx
h h Vx+h+ Vx

B (x +h)—x _ h
Ca(Vx+ h+ V) h(Vx + h+ Va)
1

TVt h+ Vi

Por tanto,

4 (\/3) = 1im 1 1 1
_ xX) = i = = .
dx h—0\x+h+Vx Vxi+Vx 2Vx

Observe que la funcién original, \/;, esta definida para x = 0, pero su deriva-
dal/ (2\/;), estd definida sélo cuando x > 0. La razén para esto es evidente
dela graficade y = Vxenla figura 10.8. Cuando x = 0,la tangente es una li-
nea vertical, por lo que su pendiente no estd definida.

3
]

En el ejemplo 5 vimos que la funcién y = \V/x no es diferenciable cuando
x = 0, porque la recta tangente es vertical en ese punto. Vale la pena mencio-
nar que y = |x| tampoco es diferenciable cuando x = 0, pero por una razén
diferente: no existe recta tangente en ese punto (véase la fig. 10.5).

Con frecuencia, la notacion de Leibniz es 1til porque hace énfasis en las
variables independiente y dependiente implicadas. Por ejemplo, si la variable p
es una funcién de la variable g, se habla entonces de la derivada de p con res-
pecto a g, que se escribe dp /dq.

EJEMPLO 6 Determinacion de la derivada de p con respecto a g

1 d
Sip=f(q) = Z,encontmr LTZ
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] At Solucion:
—= Principios en prdctica 1

Determinacion de la derivada dl _da 1y _ fla +h) — f(aq)

de H con respecto a t dg dq\2q) h
Si una pelota se lanza hacia arriba 1 1 qg—(q+h)
a una velocidad de 40 pies/seg des- Py P EE—
de una altura de 6 pies, su altura H = Iim 2(q + h) 2q = Iim M
en pies, después de 7 segundos, esta h—0 h—0 h
dada por H = 6 + 40t — 167> q— (g +h —h
D . dH =lm-———>-=1m —F——

U CE o h—0h[2q(q + h)]  n—0h[2q(q + h)]
—1 1

=lm-— =——
h—02q(q + h) 2q°

Observe que cuando g = 0, ni la funcién ni la derivada existen.

Tenga en mente que la derivada de y = f(x) en x no es otra cosa que un li-
mite, a saber

St ) — f)
1m .
h—0 h

Aunque podemos interpretar la derivada como una funcién que da la pendiente
de larecta tangente ala curvay = f(x) en el punto (x, f(x)), esta interpretacién
sOlo es una conveniencia geométrica que nos ayuda a entender su significado.
El limite anterior puede existir independientemente de cualquier consideracion
geométrica. Como veremos después, existen otras interpretaciones ttiles.

Muchas calculadoras gréficas tienen un dispositivo Por otra parte, podemos usar el procedimiento del
que permite estimar la derivada de una funcién en un  “limite del cociente de diferencia” para calcular esta
punto. Con la calculadora TI-83 se emplea el comando  derivada. Para usar el recurso tabular de una calcula-
“nDeriv”, en el que debemos proporcionar la funcién, dora grafica, podemos indicar f(x) como Y;. Entonces,
la variable y el valor de la variable (separados por co- para Y, damos la siguiente forma del cociente de dife-

mas) con el siguiente formato: rencia:

“nDeriv” (funcion, variable, valor de la variable). (O (et X Y (L)) /X
Por ejemplo, la derivadade f(x) = Vx* + 2enx = 1  (Aqui la x desempefia la funcién de A4.) La figura 10.10
se estima en la figura 10.9. Asf, f'(1) =~ 0.866. muestra una tabla para Y, cuando x se aproxima a 0,

tanto por la izquierda como por la derecha. Esta tabla
sugiere fuertemente que f'(1) ~ 0.866.

e L F+2 0, no | Me
#ala 1 BPZEE
BEEEZIEETTE fE“.i., :EEEE;
| iE-E | .BEBOZ
b |
B’?’:‘El ‘BEEBE

=-1e4

FIGURA 10.9 Derivada FIGURA 10.10 Limite de un cociente de
diferencia cuando x — 0.

numérica.
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Ejercicio 10.1

En los problemas 1 y 2 se da una funcion fy un punto P sobre su grifica.

a. Encuentre la pendiente de la recta secante PQ para ca- b. Use sus resultados de la parte (a) para calcular la pen-
da punto Q = (x, f(x)), cuyo valor x estd dado en la diente de la recta tangente en P.
tabla. Redondee sus respuestas a cuatro decimales.
1 f(x) =x*+3,P=(2,11). 2. f(x) = &>, P =(0,1).
valor x de Q 3 25 22 21 2.01 2.001 valor x de Q 1 0.5 0.2 0.1 0.01 0.001

Mpg

me

En los problemas del 3 al 18 emplee la definicion de la derivada para encontrarla en cada caso.

3. f'(x) si f(x) = x. 4. f'(x) si f(x) =4x — 1.
dy dy
. —— si =4x + 7. . —— s = —5y.
de si y=4x+7 6dx si y S5x
d d X
9. f'(x) si f(x)=3. 10. f'(x) si f(x) = 7.01
d
11. df(x2 + 4x — 8). 12. ¥ si oy =2x*+5.
X
d d
13.72 sio p=2¢*+ 59— 1. 14. E(xz— x — 3).
6 dC
15. y'siy = —. 16. — si C =7+ 2q — 34~
X dq
2
17. f'(x) si f(x) = Vx + 2. 18. g'(x) si g(x) = PR
19. Encuentre la pendiente de la curva y = x> + 4 20. Encuentre la pendiente de la curva y = 2 — 3x?
en el punto (—2, 8). enel punto (1, —1).
21. Encuentre la pendiente de lacurvay = 4x*> — 5 22. Encuentre la pendiente de la curva y = Vix
cuando x = 0. cuando x = 1.

En los problemas del 23 al 28 encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado.

23. y=x+4 (3,7). 24. y =2x* —5; (—2,3).
25. y =3x* +3x — 4; (—1,—4). 26. y=(x—7)% (6,1).
3

27. y = 7 (2,3). 28. y= 7 (2, —1).
y=1_—p &3 y=1_3¢ @71

29. Operacién bancaria Las ecuaciones pueden incluir para 7 (letra griega “eta”). Aqui r es la tasa de depésito
derivadas de funciones. En un articulo sobre desregula- pagada por los bancos comerciales, 7, es la tasa ganada
cion de la tasa de interés, Christofi y Agapos1 resuelven por estos bancos, C es el costo administrativo de transfor-
la ecuacion mar los depdsitos en activos que pagan rendimiento, D

es el nivel de los depdsitos de ahorro y 7 es la elastici-
_ ( n ) <r _dac ) dad de los depdsitos con respecto a la tasa de deposito.
1+ L ap Encuentre 7.

En los problemas 30 y 31 utilice su calculadora grdfica para estimar las derivadas de las funciones en los valores indicados.
Redondee sus respuestas a tres decimales.

= 30. flx) =V3x>+2x; x=1, x=—1. S 3L f(x) =e(4x—7); x=0, x=15.

A. Christofi y A. Agapos, “Interest Rate Deregulation: An Empirical
Justification”, Review of Business and Economic Research, XX,
nim. 1 (1984), 39-49.
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En los problemas 32 y 33 utilice el enfoque del “limite del cociente de diferencia” para estimar f'(x) en los valores indicados de x.

Redondee sus respuestas a tres decimales.

=l In x
1 2. = .
2./ = 15

133 f(x) =

24+ 4x 42
rraTe %x ;o x =2, x=—4.
x> —3

““ 34. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la cur-

va f(x) = x* + xen el punto (— 2,2). Grafique la
curva y la recta tangente. Observe que la recta tan-
gente es una buena aproximacion a la curva cerca
del punto de tangencia.

= 35. Laderivadade f(x) = x3 — x + 2es f'(x) =

puntos, ;cudles son los valores correspondientes de
f'(x)? ¢Por qué se esperan esos resultados? Obser-
ve los intervalos en los que f'(x) es positiva. En
esos intervalos note que las rectas tangentes a la
gréfica de f tienen pendientes positivas. Observe los
intervalos en los que f'(x) es negativa. En esos in-

tervalos note que las rectas tangentes a la grafica de

3x*> — 1. Grafique f y su derivada f'. Observe que . . .
f tienen pendientes negativas.

hay dos puntos sobre la grafica de f donde la recta
tangente es horizontal. Para los valores x de esos

Desarrollar reglas de 10.2 REGLAS DE DIFERENCIACION

diferenciacion basicas, formulas Quiz4 coincida con nosotros que la diferenciacién directa de una funcién por

para la derivada de una cons- medio de la definicion de la derivada, puede ser un proceso tedioso. Por fortu-

tante, de x", de una constante na, existen reglas que permiten efectuar la diferenciaciéon en forma por com-

por una funcion y de la sumay pleto mecdnica y eficiente. Con ellas se evita el uso directo de limites. Veremos
diferencia de funciones. algunas de esas reglas en esta seccion.

Mostraremos primero que la derivada de una funcién constante es cero.

Recuerde que la grafica de una funcion constante, f(x) = ¢, es una linea hori-

zontal (véase la fig. 10.11) que tiene pendiente nula en todo punto. Esto signi-

f(x) fica que f'(x) = 0, independientemente del valor de x. Como prueba formal

de este resultado, aplicamos la definicion de la derivada a f(x) = c:
f(x)=c
. D () b O "
La pendiente es fi(x) = hlin() h = hl—r>n0
cero en todas partes
X
= 1lim —= lim 0 =
h—0 h—0

FIGURA 10.11 La
pendiente de una funcién
constante es 0.

Tenemos asi nuestra primera regla:

Regla 1 Derivada de una constante
Si ¢ es una constante, entonces

d
E(C) = 0.

Esto es, la derivada de una funcion constante es cero.

[ pre—— . .
EJEMPLO 1 Derivadas de funciones constantes

d
a. 5(3) = 0 porque 3 es una funcién constante.

b. Sig(x) = \/5 entonces g'(x) = 0porque g es una funcion constante. Por
ejemplo, la derivada de g cuando x = 4es g'(4) = 0.

c. Sis(t) = (1,938,623)%74 entonces ds/dt = 0.
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Aunque la regla establece que n
puede ser cualquier nimero real,
nuestra demostracién sélo es para
enteros positivos. La demostracién
general no se da en este libro.

La siguiente regla da una férmula para la derivada de x elevada a una po-
tencia constante, esto es, la derivada de f(x) = x". Una funcién de esta forma
se llama funcién potencia. Por ejemplo, f(x) = x* es una funcién potencia. Pa-
ra demostrar la regla debemos desarrollar (x + h)". Recuerde que

(x + h)? = x>+ 2xh + I

(x + h)’ = x* + 3x°h + 3xi* + K.

En ambos desarrollos los exponentes de x decrecen de izquierda a derecha,
mientras que los de la & aumentan. Esto es cierto para el caso general
(x + h)" donde n es un entero positivo. Puede demostrarse que

(x +h)"=x"4+nx"""h+ (xR + - + (x4 Y

donde los nimeros faltantes dentro de los paréntesis son ciertas constantes.
Esta férmula se usa para probar la siguiente regla:

Regla 2 Derivada de x"
Si n es cualquier nimero real, entonces

d
E(x") = nx"" L,

siempre que x" ! esté definida. Esto es, la derivada de una potencia cons-
tante de x es igual al exponente multiplicado por x elevada a una potencia
menor en una unidad que la de la potencia dada.

Demostracion. Daremos una prueba para el caso en que z es un entero posi-
tivo. Si f(x) = x", al aplicar la definicién de la derivada obtenemos

AR f) Ry
Fx) = i h = fm) h :

De acuerdo con el desarrollo anterior de (x + k)",
X+ nx"'h + ( )x"_zh2 + -+ A= X"
f'(x) = lim .
h—0 h

En el numerador, la suma del primero y del dltimo término es cero. Al dividir
cada uno de los términos restantes entre 4 se obtiene

f'(x) = lim[mc”_1 + ( )x”_zh + -+ h”_l].
h—0

Cada término después del primero tiene 4 como factor y debe tender a 0 con-
forme h — 0. Por tanto, f'(x) = nx""".

| e .
EJEMPLO 2 Derivada de potencias de x

d
a. Segun la regla 2, E(xz) =2x>"! = 2x.

b. Si f(x) =x = x'entonces f/(x) =1 - x' 1 =1-x" = 1. Asi, la deriva-
da de x con respecto a x es 1.
c. Si f(x) = x % entonces f'(x) = —10x 17! = —10x ",
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Cuando aplicamos una regla de diferenciaciéon a una funcidn, algunas
veces la funcién debe reescribirse primero, de manera que tenga la forma

1
apropiada para esa regla. Por ejemplo, para diferenciar f(x) = —; debemos
X

escribirla primero en la forma f como f(x) = x~ '’y luego proceder como en
el ejemplo 2(c).

EJEMPLO 3 Reescribir funciones en la forma x”"

a. Para diferenciar y = \/;, escribimos Vx como x'/? de modo que tenga la
forma x". Asi,

@ _Lam-r2Llp o 1
dx 2 2 2V x
1
b. Sea h(x) = —~—. Para aplicar la regla 2, debemos reescribir h(x) como

xVx
h(x) = x~*?de modo que tenga la forma x". Tenemos

i(xa/z) _ —§x<73/2)71 =—§x75/2.

h(x) = I

Advertencia En el ejemplo 3(b), no reescribimos como — y

1
x\/;c X2

luego sélo derivamos el denominador; esto es

d( 1 1
) # D

Ahora que podemos decir inmediatamente que la derivada de x* es 3x%,
surge la pregunta de qué hacer con la derivada de un muiltiplo de x* tal como
5x°. Nuestra siguiente regla trata sobre la diferenciacién de una constante por
una funcién.

Regla 3 Regla del factor constante

Si f es una funcion diferenciable y ¢ una constante, entonces cf(x) es dife-
renciable y

d !
()] = of ().

Esto es, la derivada de una constante por una funcién es igual a la constante
por la derivada de la funcion.

Demostracion. Si g(x) = cf(x), al aplicar la definicién de la derivada de g
se obtiene

) =t BEE R 80 e+ B = ef()
8 h—0 h h—0 h
i [ LEER IO g L4 8 = f)
= 1lim |c- = ¢+ lim .
h—0 h h—0
Pero }}imo flx+ h})l AC) es f'(x); por lo que g'(x) = cf'(x).
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EJEMPLO 4 Diferenciacion de una constante multiplicada por una funcién

Diferenciar las siguientes funciones.

a. g(x) = 5x°.
Solucion: aqui g es una constante (5) que multiplica a una funcién
(x%). Asi
d 3 d 3
— =5—o Regla 3
(5x) =5 0(x)) (Regla 3)
= 503x*"") = 1547 (Regla 2).
13¢q
b. flq) = =<~
Solucion:

Estrategia: primero reescribimos f como una constante por una funcién y
luego aplicamos la regla 2.

13g 13 - 13
Como 5 - 54 fes el resultado de multiplicar la constante 5 por la
funcioén q. Asi,
13 d
(q) = —— Regla 3
1'(a) =54, (Regla 3)
13 13
= 5 1= = (Regla 2).
025
Y=
X

Solucion: podemos expresar a y como una constante por una funcién:
1

= . = —2/5
y = 0.25 e 0.25x77°.
De aqui que,
r— d —2/5
vy =025 j(x ) (Regla 3)
X
_ 2 s -7/5
= 0.25 —5* = —0.1x (Regla 2).

A Advertencia Para derivar f(x) = (4x)° usted puede estar tentado a
escribir f'(x) = 3(4x)” ;Esto es incorrecto! ; Ve usted por qué? La ra-
z6n es que la regla 2 se aplica a una potencia de la variable x, no a una potencia
de una expresién que incluya a x, tal como 4x. Para aplicar nuestras reglas, de-
bemos obtener una forma adecuada para f(x). Podemos reescribir (4x)* como
433 0 64x°. Asi,

f'(x) = 64 %(ﬁ) = 64(3x%) = 192x%
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La regla siguiente se refiere a la derivada de sumas y diferencias de
funciones.

Regla 4 Derivada de una suma o de una diferencia

Si f'y g son funciones diferenciables, entonces f + gy f — g son diferen-
ciables y

d

(%) T g(x)] = fi(x) + g'(x)

1) = 8] = F1(x) = g2,

Esto es, la derivada de la suma (o diferencia) de dos funciones es la suma
(o diferencia) de sus derivadas.

Demostracion. Para el caso de una suma, si F(x) = f(x) + g(x), al aplicar
la definicién de la derivada de F se obtiene

F(x + h) — F(x)

P = i

— g LR F e+ )] = [f(x) + g(x)]

= lim
h—0 h

— oy SR = FOO] F [glx  h) ~ g(x)] ,

= lim (reagrupando)
h—0 h

_ e[St h) = f(x) | glx+ h) —g(x)

B ;}ino{ h * h }

Como el limite de una suma es la suma de los limites,

oy e St h) —f(x) o g(x + h) — g(x)
F(x)_i}ino h +1}1—n>lo h '

Pero esos dos limites son f'(x) y g'(x). Entonces,
F(x) = f'(x) + ¢'(x).
La demostracién para la derivada de una diferencia de dos funciones es simi-

lar a la anterior.

La regla 4 puede extenderse a la derivada de cualquier nimero de sumas
y diferencias de funciones. Por ejemplo,

d

2 () = 8(x) + h(x) + k(x)] = f'(x) = &'(x) + H'(x) + K'(x).

EJEMPLO 5 Diferenciacion de sumas y diferencias de funciones

Diferenciar las siguientes funciones.

a. F(x) = 3x° + V.
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—® Principios en prdctica 1
Diferenciacion de sumas y
diferencias de funciones

Si la funcién de ingreso para cierto
producto es r(q) = 50q — 0.3¢%,
determine la derivada de esta fun-
cion, también conocida como el
ingreso marginal.

En los ejemplos 6 y 7 necesitamos
reescribir la funcién dada en una
forma en la que se apliquen nuestras
reglas.

Solucién: aqui F es la suma de las dos funciones, 3x° y \Vx. Por tanto,

d d

F'(x) = —dx(sxS) + —dx(xl/z) (Regla 4)
— d 5 d 1/2 ,

3dx(x ) + dx(x ) (Regla 3)

1
= 3(5x%) + Ex‘”z = 15x* + (Regla 2).

1
2V x
4
z 5
b'f(Z):Z_ﬁ.

Solucion: para aplicar nuestras reglas, reescribimos f(z) en la forma
f(z) = 4z* — 5z7'3.Como fes la diferencia de dos funciones,

d(1 d,_ _
f'(z) = dz<4z4> - E(5Z 1/3) (Regla 4)
1d d, _
= ZIZ(Z4) - S?Z(Z 1/3) (Regla 3)
Las L s
=Z(4z ) — 5 37 (Regla 2)
5
= 34 2.3
@+ 3z

c.y=06x>—2x>+7x — 8.

Solucion:
Q = i(6x3) — i(2x2) + i(7x) — i(8)
dx dx dx dx dx
P N da. . _d
=6 dx(x ) —2 dx(x )+ 7 dx(x) dx(8)
= 6(3x?) —2(2x) +7(1) — 0
= 18x% — 4x + 7.
| |
T ——

EJEMPLO 6 Evaluacién de una derivada
Encontrar la derivada de f(x) = 2x(x*> — 5x + 2) cuando x = 2.

Solucion: multiplicamos y luego diferenciamos cada término.
f(x) = 2x* — 10x* + 4x.
f(x) = 2(3x%) — 10(2x) + 4(1)
= 6x% — 20x + 4,
f(2) = 6(2)> —20(2) + 4 = —12.



Sec. 10.2 = Reglas de diferenciacion 457

EJEMPLO 7 Determinacion de una ecuacion de una recta tangente

Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva

3 -2

Y X

cuando x = 1.

Solucion:

d
Estrategia: primero encontramos CTY’ que da la pendiente de la recta
X

d
tangente en cualquier punto. Al evaluar dl en x = 1, obtenemos la

X
pendiente de la recta tangente requerida. Luego determinamos la coorde-
nada y del punto sobre la curva cuando x = 1. Finalmente, sustituimos la
pendiente y ambas coordenadas del punto en la forma punto-pendiente pa-
ra obtener la ecuacion de la recta tangente.

Reescribimos y como una diferencia de dos funciones,

33Xt 2 i
Y= T =3x — 2x .
Por lo que,
dy 2
— =3(1) = 2[(—D)x =3+ =.
=31~ 2A(Dx =3+

La pendiente de la recta tangente a la curva cuando x = 1 es

Para encontrar la coordenada y del punto sobre la curva en x = 1, sustituimos
este valor de x en la ecuacién de la curva. Esto da como resultado

3(1)2 =2
-z

De aqui que el punto (1, 1) estd tanto sobre la curva como sobre la recta tan-
gente. Entonces, la ecuacion de la recta tangente es

y—1=5x-—1).

En la forma pendiente-ordenada al origen, tenemos

y=5x — 4.

Q Advertencia Para obtener el valor de y del punto en la curva cuando
x = 1, sustituimos en la ecuacién de la curva, jno en la férmula de la

derivada!
R |
sy Ejercicio 10.2
En los problemas del 1 al 74 diferencie las funciones.
1 f(x) = 5. 2. f(x) = () 3.y =x" 4. f(x) = x*.

5.y =x% 6. y = x%. 7. f(x) = 9x% 8. y =4x>.

9. g(w) = 4w°. 10. v(x) = x 1. y = %x“. 12. f(p) = V3p*
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9 3
13. (1) = {—8 oy = 15 f(x) =x + 3. 16. f(x) = 3x — 2.
17. f(x) = 4x* — 2x + 3. 18. f(x) = 7x* — 5x. 19. g(p) =p*—3p°— 1
20. f(t) = —13¢> + 14t + 1. 21 y = —x® + X% 22. y=—8x'+In2
23 y=—13x+ 14x> = 2x +3. 24 V(r)=r =7+ 32+ 1. 25. f(x) =2(13 — x*).
13 — x* 5(x* — 6
26. f(s) = 5(s* — 3). 27, g(x) = 2 . 2l 28. f(x) = %
9x? 9 3xt 7
29, h(x) = 4x* + X — o+ 8x.  30. f(x) = 32+ —x + 2. 3L f(x) = 2 4 L4,
2 2 10 3
x| 2x /2 ~14/5
32. p(x) = = + 3 33. f(x) = x"~ 3. f(x) =2x71
35. y = X3 + 245, 36. y = 5x° — x 25 37. y =11V«
38. y = Vil 39. £(r) = 6Vr. 40. y = 4V/x2
41, f(x) = x4 2. f(s) =352 43. f(x) = x>+ x5 —2x7S,
44, f(x) = 100x7> + 10x'/2, 45, y = 1 46. f(x) = %
x x
8 1 4
47. y = —. 48. y = —. 49. = —
YT Y 4x° 8(x) 3x°
3 1 7
50. y = —. 51. =—. 52. = —
y = 10 =, 80) = o
2
53, f(x) =2 + sa, Hx) =% — 2 55. f(x) = —9x'° + 5x725,
7 x 2 x?
56. f(z) = 3z'/* — 12> — 87/ 57. g(x) = ! 58. f(x) = 3
. . . q 7 . o
59 2 60. y ! 6l. y = x>Vx
Ly = —. .y = . .y = .
Vx 2Vx
62. f(x) = x*(3x?). 63. f(x) = x(3x* — 10x + 7). 64. f(x) = x*(3x® — 5x> + 4).
65. f(x) = ¥3(3x) 66. f(x) = Vx(5—6x +3Vx). 67 vx) = x(x +5).
4 +7q — 4 -
68. f(x) = x>+ 7x +11). 9. f(q) = 12 0. flw) =22,
q w
B o, o+
1. f(x) = (x + 1)(x + 3). 72. f(x) = x"(x —2)(x + 4). 73. w(x) = 2z
7x® + x
. fx) =2
12Vx
Para cada curva en los problemas del 75 al 78 encuentre las pendientes en los puntos indicados.
75. y = 3x* 4+ 4x — 8 (0-8),(2,12), (=3, 7). 76. y=5—6x —2x% (0,5),(3,—%), (-3,77).
77. y =4; cuandox = —4,x = 7,x = 22. 78. y =2x — 3\/;; cuandox = 1,x = 16, x = 25.

En los problemas del 79 al 82 encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto indicado.

1 2
79. y = 4x> + Sx + 6 (1,15). 80. y =" T (4-3).
2 3
8Ly =" (1,2). 82. y=-Vx (8-2).

5
x2



83.

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva
y=3+x—5+ x*

cuando x = 0.

84. Repita el problema 83 para la curva
Vx(2 = x)
y=-—

x

85.

86.

cuando x = 4.

Encuentre todos los puntos sobre la curva
y=ie -2
en los que la recta tangente es horizontal.

Repita el problema 85 para la curva
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90.

Economia Eswaran y Kotwal® estudian economias
agrarias en las que hay dos tipos de trabajadores,
permanentes y eventuales. Los trabajadores perma-
nentes son empleados que tienen contratos a largo
plazo y pueden recibir prestaciones como vacacio-
nes y atencién médica. Los trabajadores eventuales
son empleados por dia y efectiian trabajos menores
y rutinarios como desherbado, recoleccion y trillado.
La diferencia z en el costo del valor presente de
contratar a un trabajador permanente y a uno even-
tual esta dada por

z= 1+ bw, — bw,

donde w, y w, son los salarios de trabajo permanen-
te y eventual, respectivamente, b es una constante y
w,, es una funcion de w,. Eswaran y Kotwal afirman

5

yZL—x+1.

5

que

dz

dm=u+mvﬂ——iﬂ

dw, 1+0b

87. Encuentre todos los puntos sobre la curva

y=x2—5x+3

en los que la pendiente es 1.

88. Repita el problema 87 para la curva

3

y="7 "3t

1
89. Si f(x) = Vx + —=, evaliie la expresion

Vx
x—l_

2x\/;

Explicar la tasa ins-
tantdnea de cambio de una fun-
cién por medio de la velocidad e
interpretar la derivada como una
tasa instantdnea de cambio. De-
sarrollar el concepto “marginal”,
que se utiliza con frecuencia en
administracién y economia.

[ I
01 9
t=1 t=3

FIGURA 10.12 Movimiento a lo
largo de una recta numérica.

f(x).

Verifique esta afirmacion.

91. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la gra-
ficadey = x* — 3x en el punto (2,2). Grafique la
funcién y la recta tangente sobre la misma pantalla.
Observe que la linea pasa por (2,2) y parece ser
tangente a la curva.

. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la gra-
fica de y = Vx en el punto (1, 1). Grafique la fun-
cioén y la recta tangente sobre la misma pantalla.
Observe que la linea pasa por (1, 1) y parece ser
tangente a la curva.

>M. Eswaran y A. Kotwal, “A Theory of Two-Tier Labor Markets in
Agrarian Economies”, The American Economic Review,75, nim. 1
(1985),162-177.

10.3 LA DERIVADA COMO UNA RAZON DE CAMBIO

Hemos dado como interpretacion geométrica de la derivada, la pendiente de
la recta tangente a una curva en un punto. Histéricamente, una aplicaciéon muy
importante de la derivada implica el movimiento de un objeto viajando en li-
nea recta. Esto nos da una manera conveniente de interpretar la derivada co-
mo una razon de cambio.

Para denotar el cambio en una variable x, por lo comun, se usa el simbolo
Ax (1éase “delta x”). Por ejemplo, si x cambia de 1 a 3, entonces el cambio en x
es Ax = 3 — 1 = 2. El nuevo valor de x ( = 3) es el viejo valor mas el cam-
bio, 0 1 + Ax. De manera similar, si ¢ se incrementa en At, el nuevo valor es
t + At. Usaremos la notacion A en el anélisis siguiente.

Supongamos que un objeto se mueve a lo largo de la recta numérica de la
figura 10.12 de acuerdo con la ecuacién

donde s es la posicion del objeto en el tiempo ¢ Esta ecuacion se llama ecuacion
de movimiento y f se llama funcién de posicion. Suponga que ¢ estd en segundos
ysenmetros. Ent = 1,laposiciéness = f(1) = 1> = 1,yent = 3la posicién
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ess = f(3) = 3> = 9.Eneste intervalo de 2 segundos el objeto tuvo un cambio
de posicioén, o desplazamiento, de 9 — 1 = 8 metros y la velocidad promedio
(Vprom) del objeto se define como

_ desplazamiento (1)
Yprom = longitud intervalo de tiempo
8
— E - 4 In/S.

Decir que la velocidad promedio esde 4 m/sdet = 1 at = 3,significa que
en promedio, la posicion del objeto cambia 4 m hacia la derecha cada segundo
durante ese intervalo de tiempo. Sean As y At los cambios en los valores s y ¢,
respectivamente. Entonces la velocidad promedio estd dada por

_As . B .

Vprom = A 4m/s (enelintervalor = 1lar = 3).

La razén As/At se llama también razén de cambio promedio de s con respec-
toarenelintervalodet = lat = 3.

Abhora, consideremos que el intervalo de tiempo sea de sélo 1 segundo (esto
es, At = 1). Entonces, para el intervalo mds corfode t = lat =1 + At =2,
tenemos f(2) = 22 = 4, por lo que

_As _f2)—f() 41

EZ A7 = ] = 3m/s.

vprom

Con mayor generalidad, en el intervalode t = 1 at = 1 + At, el objeto
se mueve de la posicion f(1) a la posicion f (1 + Ar). Su desplazamiento es
entonces f (1 + At) — f(1):

As = f(1 + A1) — f(1).

Como el intervalo de tiempo tiene una duracién At, la velocidad promedio del
objeto esta dada por

_As _ f(+ Ar) — f(1)
Yprom = "A; At :

Si At se considerase cada vez mds pequefio, la velocidad promedio en el inter-
valodet = 1lat =1 + At seria cercana a lo que podriamos llamar la veloci-
dad instantdnea en el tiempo t = 1, esto es, la velocidad en un punto en el
tiempo (¢ = 1), en oposicién a la velocidad en un intervalo de tiempo. Para
algunos valores representativos de At entre 0.1 y 0.001, obtenemos las veloci-
dades promedio anotadas en la tabla 10.2, que usted puede verificar.

TABLA 10.2
Duracion del Velocidad promedio,
intervalo Intervalo de tiempo, As  f(d + Ar) — f(1)
At t =1ar =1 + At Ar At
0.1 t =1lat =11 2.1 m/s
0.07 t = lat = 1.07 207 m/s
0.05 t =1lat = 1.05 205 m/s
0.03 t = lat = 1.03 203 m/s
0.01 t = lar = 1.01 201  m/s

0.001 t = lat = 1.001 2.001 m/s
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La tabla sugiere que conforme la duracién del intervalo de tiempo se
aproxima a cero, la velocidad promedio tiende al valor de 2 m/s. En otras
palabras, cuando At tiende a 0, As/A¢ tiende 2 m/s. Definimos el limite de la
velocidad promedio cuando At — 0, como la velocidad instantianea (o sim-
plemente la velocidad), v, en el tiempo ¢ = 1. Se llama también la razén de
cambio instantanea de s con respectoat, ent = 1:

v lim v lim As lim fa+ Ay = f()
= = 1 —_— .
At—0 PN AS0AT A0 At

Si pensamos en At como #, el limite a la derecha es simplemente la derivada
de sconrespectoatent = 1. Asi,la velocidad instantdnea del objetoent = 1
esds/dtent = 1.Comos = 'y

ds

— =2t
dt ’

la velocidadent = 1es

ds

=l T 2(1) = 2m/s,

v
lo que confirma nuestra conclusién anterior.

En resumen, si s = f(t) es la funcion posicion de un objeto que se mueve
en linea recta, la velocidad promedio del objeto en el intervalo [z, ¢ + Atf]
estd dada por

_As  f(t + Ar) — f(1)

?)prom - E At 5

y la velocidad en el tiempo ¢ estd dada por

. J+ A — f(t)  ds
v = lim = —,
At—0 At dt

EJEMPLO 1 Determinacion de la velocidad promedio y la velocidad

Supongase que la funcion de posicion de un objeto que se mueve a lo largo de
una recta numérica estd dada por s = f(t) = 3t* + 5, donde t estd en segundos
y S en metros.

a. Encontrar la velocidad promedio en el intervalo [10, 10.1].
b. Encontrar la velocidad cuando t = 10.
Solucion:
a. Setiene aqui,t = 10y Az = 10.1 — 10 = 0.1. Tenemos
_As  f(t + Ar) — f(1)

Vprom — E - At
_f(10 +0.1) — f(10)
B 0.1
_ f(10.1) — f£(10)
0.1

31103 — 305 _ 6.03
0.1 0.1

= 60.3 m/s.



462

Capitulo 10 = Diferenciacion

b. La velocidad v en el tiempo ¢ esta dada por

ds
= — = 61.
YT

Cuando ¢t = 10, la velocidad es

ds

Tl = 6(10) = 60 m/s.

Observe que la velocidad promedio en el intervalo [10, 10.1] es cercana a la
velocidad en ¢ = 10. Esto era de esperarse porque la duracién del intervalo
es pequena.

Nuestro andlisis de la razén de cambio de s con respecto a ¢ se aplica a
cualquier funcién y = f(x). Asi, podemos enunciar lo siguiente:

Siy = f(x),entonces

tasa promedio de cambio
de y con respecto a x

Ay _ flx + Ax) — f(x)

Ax Ax en el intervalo de x a
x + Ax
y
dy Ay tasa instantanea de cambio
— = lim — = 2)
dx  Ax—0Ax de y con respecto a x.

Como la razén instantanea de cambio de y = f(x) en un punto es una deriva-
da, es también la pendiente de la recta tangente a la gréafica de y = f(x) en ese
punto. Por conveniencia, a la razén de cambio instantdnea la llamamos simple-
mente razén de cambio. La interpretacion de una derivada como una razén de
cambio es extremadamente importante.

Interpretemos ahora el significado de la razon de cambio de y con respec-
to a x. De la ecuacién (2), si Ax (un cambio en x) es proximo a 0, entonces
Ay/Ax es cercano a dy/dx. Esto es,

Ay 4y
Ax  dx’
Por tanto,

dy
Ay =~ —Z Ax. 3
y & ——Ax 3)

Esto es, si x cambia en Ax, entonces el cambio en y, Ay, es aproximadamente
dy /dx por el cambio en x. En particular,

dy
si x cambia en 1, una estimacion del cambio en y es i
X



—#® Principios en prdctica 1
Estimacion de AP por medio
de dP/dp

Suponga que la utilidad, P, obteni-
da por medio de la venta de cierto
producto a un precio de p por uni-
dad, estd dada por P = f(p) y la
tasa de cambio de esa utilidad con
respecto al cambio en el precio es
ar _ 5 en p = 25. Estime el
dp

cambio en la utilidad P, si el pre-
cio cambia de 25 a 25.5.

—® Principios en prdctica 2

Determinacion de una razén

de cambio
i~ ] La posicién de un objeto que
T se lanza hacia arriba a una
| velocidad de 16 pies/s desde
una altura de O pies esta dada por
y(¢) = 16t — 16>. Determine la
tasa de cambio de y con respecto
a t, y evaliela cuando ¢ = 0.5.
Utilice su calculadora gréfica para
graficar y(¢). Utilice la gréfica pa-
ra interpretar el comportamiento
del objeto cuando ¢ = 0.5.
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EJEMPLO 2 Estimacion de Ay por medio de dy/dx

Suponga que y = f(x) y é = 8 cuando x = 3. Estimar el cambio en y si x

cambia de 3 a 3.5.

Solucion: tenemos dy/dx = 8 y Ax = 3.5 — 3 = 0.5. El cambio en y esta
dado por Ay, entonces de (3),

Ay = ﬂA = 8(0.5) =4

y R A = (0.5) = 4.

Observamos que como Ay = f(3.5) — f(3), tenemos f(3.5) = f(3) + Ay.

Por ejemplo, si f(3) = 5, entonces f(3.5) puede estimarse como 5 + 4 = 9.
P——

EJEMPLO 3 Determinacion de una razon de cambio

Encontrar la razén de cambio de y = x* con respecto a x y evaluarla cuando

x = 2 ycuando x = — 1. Interpretar los resultados.
Solucion: larazon de cambio es

dy

—— = 4x°,

dx

Cuando x = 2, dy/dx = 4(2)° = 32. Esto significa que si x aumenta una
cantidad pequeiia, y crece aproximadamente 32 veces esa cantidad. O en
términos mas sencillos, decimos que y esta creciendo 32 veces mads rdpido
que x. Cuando x = — 1, entonces dy /dx = 4(—1)* = — 4. El significado del
signo menos en — 4 es que y estd decreciendo a un ritmo 4 veces superior al
aumento de x.

EJEMPLO 4 Razén de cambio del precio con respecto a la cantidad

Sea p = 100 — ¢* la funcién de demanda del producto de un fabricante. En-
contrar la razén de cambio del precio p por unidad con respecto a la canti-
dad q. ;Qué tan rdpido estd cambiando el precio con respecto a q cuando
q = 5? Suponga que p estd en dolares.

Solucion: larazén de cambio de p con respecto a g es dp /dq.
dp d
— = —(100 — ¢*) = —2q.
dg — dg' ) q
Asi,
d
EPI = (5) = —10.
dqlq=s

Esto significa que cuando se demandan 5 unidades, un incremento de una uni-

dad extra demandada corresponde a una disminucién de aproximadamente

$10 en el precio por unidad, que los consumidores estdan dispuestos a pagar.
I—

[ e ———— . .
EJEMPLO 5 Razon de cambio de volumen

Un globo esférico estd siendo inflado. Encontrar la razén de cambio de su volu-
men con respecto a su radio. Evaliie esta razon de cambio cuando el radio es de
2 pies.
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Solucion: la férmula para el volumen V de una esfera de radio r es
V = 3mr. La razén de cambio de V con respecto a r es

AV _ 4 a2y =g
P —377(3r)—477r.

Cuando r = 2 pies, la razén de cambio es

awvl| pies’
dr |r=2 7 ’

Esto significa que cuando el radio es de 2 pies, al cambiar el radio en 1 pie, el
volumen cambiar4 aproximadamente 167 pies’ .

LYY Y - . -

EJEMPLO 6 Razén de cambio de la matricula
Un sociologo estudia varios programas que pueden ayudar en la educacién de
nifios de edad preescolar en cierta ciudad. El sociélogo cree que x aiios después

de iniciado un programa particular, f(x) miles de ninos estardn matriculados,
donde

10
flx) = 5(12x = x?), 0=x=12.

(A qué razon cambiard la matricula, (a) después de 3 aiios de iniciado el pro-
grama y (b) después de 9 aiios?

Solucion: razdn de cambio de f(x) es
10
f'(x) = 3(12 — 2x).

a. Después de 3 afios la razén de cambio es

10 10 20 2
F@) =gz —203)]="7-6=7=6x

Asf, la matricula estard creciendo entonces a razén de 63 miles de nifios
por afo.

b. Después de 9 afios la razén de cambio es

£19) =5 112 =29)] = [6] =

20 6 2

3 3
Asi, la matricula estara disminuyendo entonces a razén de 6% miles de ni-
fios por afio.

Aplicaciones de la razon de cambio a la economia

La funcién de costo total de un fabricante,c = f(g), nos da el costo total ¢ de
producir y comerciar g unidades de un producto. La razén de cambio de ¢ con
respecto a g se llama costo marginal. Asi,
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. dc
costo marginal = ——.

dq

Por ejemplo, suponga que ¢ = f(q) = 0.1¢g°> + 3 es una funcién de costo,
donde ¢ estd en ddlares y g en libras. Entonces,

dc
— = 0.2¢.
dg 4

El costo marginal cuando se producen 4 libras es dc/dg evaluado cuando
qg= 4
dc

—| =02(4) = 0.80.
dglo-s (4)

Esto significa que si la produccion se incrementa en 1 libra, desde 4 hasta 5
libras, entonces el cambio en el costo es aproximadamente de $0.80. Esto
es, la libra adicional cuesta casi $0.80. En general, interpretamos el costo
marginal como el costo aproximado de una unidad adicional producida. [El
costo real de producir una libra adicional mds allad de 4 es f(5) — f(4) =
55— 4.6 = $0.90.]

Si ¢ es el costo total de producir g unidades de un producto, entonces el
costo promedio por unidad ¢ es

¢ = 4@

Por ejemplo, si el costo total de 20 unidades es de $100, entonces el costo pro-
medio por unidad es ¢ = 100/20 = $5. Multiplicando ambos miembros de la
ecuacion (4) por g obtenemos,

c = gc.

Esto es, el costo total es el producto del nimero de unidades producidas mul-
tiplicado por el costo promedio unitario.

| .
EJEMPLO 7 Costo marginal

Si la ecuacion del costo promedio de un fabricante es

5000
E=0%Mf—0%q+5+i;3

encontrar la funcion de costo marginal. ;Cudl es el costo marginal cuando se
producen 50 unidades?

Solucion:

Estrategia: la funcion de costo marginal es la derivada de la funcién de cos-
to total c. Por lo que primero encontramos ¢, multiplicando ¢ por q.

Tenemos
c = qc

5000
= q[(lOOOlqz-—(lO2q +5 +-‘2}.

¢ = 0.0001¢> — 0.02¢> + 5¢ + 5000.
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Al diferenciar c, obtenemos la funcién de costo marginal:

;l; = 0.0001(3¢°) — 0.02(29) + 5(1) + 0

= 0.0003¢> — 0.04¢ + 5.

El costo marginal cuando se producen 50 unidades es

dc

=1 o=, 2 — 0.04(50) + 5 = 3.75.
dg | = O-0003(50)° — 0.04(50) + 5 = 375

Si ¢ estd en dodlares y la produccion se incrementa en 1 unidad, de ¢ = 50 a
g = 51,entonces el costo de la unidad adicional es aproximadamente de $3.75.
Si la produccién se incrementa en 5 de unidad desde g = 50, el costo de la pro-
duccién adicional es aproximadamente de (5)(3.75) = $1.25.

]

Supongamos que r = f(q) es la funcién de ingreso total para un fabrican-
te. La ecuacién r = f(q) establece que el valor total de un délar recibido al
vender ¢ unidades de un producto es r. El ingreso marginal se define como la
razon de cambio del valor total recibido, con respecto al nimero total de uni-
dades vendidas. Por consiguiente, el ingreso marginal es solamente la derivada
de r con respecto a g:

ingreso marginal = ﬂ

El ingreso marginal indica la rapidez a la que el ingreso cambia con res-
pecto a las unidades vendidas. Lo interpretamos como el ingreso aproximado
recibido al vender una unidad adicional de produccion.

| pre———— .
EJEMPLO 8 Ingreso marginal

Supdngase que un fabricante vende un producto a $2 por unidad. Si se venden
q unidades, el ingreso total esta dado por

r=2q.
La funcién de ingreso marginal es
dr d
—=—(2q) =2

que es una funcion constante. Entonces, el ingreso marginal es igual a 2 sin im-
portar el nimero de unidades vendidas. Esto es lo que esperariamos, ya que el
fabricante recibe $2 por cada unidad vendida.

Razones de cambio relativas y porcentuales

Para la funcién de ingreso total del ejemplo 8,7 = f(gq) = 24, se tiene

dr
— =2
dq

Esto significa que el ingreso estd cambiando a razén de $2 por unidad, sin
importar el nimero de unidades vendidas. Aunque ésta es una informacién



—® Principios en prdctica 3
Razones de cambio relativa y
porcentual

El volumen V de un recipiente en
forma de capsula con altura cilin-
drica de 4 pies y radio r estd dada
por

4
V(r) = 57”’3 + 4712,

Determine las tasas de cambio re-
lativa y porcentual del volumen
con respecto al radio, cuando el
radio es de 2 pies.
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valiosa, puede ser mds significativa cuando se compara con la » misma. Por
ejemplo, si ¢ = 50, entonces r = 2(50) = $100. Asi, la razén de cambio del
ingreso es 2/100 = 0.02 de r. Por otra parte, si g = 5000, entonces
r = 2(5000) = $10,000, y la razén de cambio de r es 2,/10,000 = 0.0002 de r.
Aunque r cambia a la misma razén en cada nivel, al compararla con r misma,
esta razoén es relativamente menor cuando » = 10,000 que cuando r = 100.
Considerando el cociente
dr/dq

>

7

tenemos un medio de comparar la razén de cambio de r con r misma. Esta ra-
z6n se llama razon de cambio relativa de r. Ya vimos antes que la razén de
cambio relativa cuando g = 50 es

dr/fdg 2
r 100 0
y cuando g = 5000, es
dr/dg 2
r 10000 0.0002.

Multiplicando las razones relativas por 100 obtenemos las razones de cam-
bio porcentuales. La razén de cambio porcentual cuando g = 50, es
(0.02)(100) = 2%; cuando g = 5000, es (0.0002)(100) = 0.02%. Asi, por
ejemplo, si se vende una unidad adicional a 50, el ingreso aumenta aproxima-
damente en 2%.

En general, para cualquier funcién f, tenemos la siguiente definicion:

Definicion

La razon de cambio relativa de f(x) es
f'(x)
flx)

La razon de cambio porcentual de f(x) es

f(x)
f(x)

- 100.

| pres———— . .
EJEMPLO 9 Razones de cambio relativa y porcentual

Determinar las razones de cambio relativa y porcentual de

y = f(x) = 3x* = 5x + 25
cuando x = 5.

Solucion: aqui

f'(x) =6x — 5.
Como f'(5) = 6(5) —5 =25y f(5) = 3(5)* — 5(5) + 25 = 75, la razén
de cambio relativa de y cuandox = Ses

F(5) 25
m =75 ~ (.333.

Al multiplicar 0.333 por 100 se obtiene la razén de cambio porcentual:
(0.333)(100) = 33.3%.
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e Ejercicio 10.3

1. Suponga que la funcién de posicién de un objeto %ue se 2. Siy = f(x) = V2x + 5,encuentre la razén de cam-
mueve alo l/argo de unalinearectaess = f(1) = ¢ + 2, bio promedio de y con respecto a x en el intervalo
donde 7 estd en segundos y s en metros. Encuentre la [3,3 + Ax],donde Ax estd dado en la tabla siguiente:

velocidad promedio As/At para el intervalo [1,1 + Ar],
donde At esta dado en la tabla siguiente:

Ax 110510201 ] 0.01]| 0001

At 1105|021 0.1 001]| 0001 Ay/Ax
As/ At

Con base en sus resultados estime la razén de cambio

Con base en sus resultados estime la velocidad cuando de y con respecto a x cuando x = 3.

t = 1. Verifique sus célculos usando diferenciacion.

En cada uno de los problemas del 3 al 8 se da una funcion de posicion, donde t estd en segundos y s en metros.

a. Encuentre la posicion en el valor dado de t.
b. Encuentre la velocidad promedio para el intervalo dado.
¢. Encuentre la velocidad en el valor dado de t.

1
3.s=10—3t [4,45); t=4. 4 s=50+1 221 =2 5. 2684+ 6; [1,1.02]; ¢=1.
6.s=-3%>+2+1; [1,125]; t=1. 7 s=¢*—204+1+ [2,21]; t=2. 8 s=t'—r"2 [0,i]; t=0.

L
|

9. Electricidad La corriente i en un resistor como fun- 12. Encuentre la razén de cambio del drea A de un circulo
cion de la potencia P desarrollada en el resistor, esta con respecto a su radio 7 si
dada pori = 2.6\/P. Encuentre la razén de cambio de
i con respecto a P cuando P = 4. A=’
10. Fisica El volumen V de cierto gas varia con la presion Evaldela cuando r = 7 pulgadas.
p de acuerdo con la ecuacién p = 150/ V. Encuentre la 13. Temperatura de la piel La temperatura aproximada 7

razon de cambio de p con respecto a Vcuando V= 5. de la piel en términos de la temperatura 7, del medio

11. Ingreso-educaciéon Los sociélogos han estudiado la ambiente esta dada por
relacion entre el ingreso y el nimero de afios de educa-
cién en miembros de un grupo urbano particular. Ellos T = 328 + 0.27(T, — 20),

encontraron que una persona con x afos de educacion,
antes de buscar empleo regular puede esperar recibir
un ingreso anual medio de y dd6lares anuales, donde

donde Ty T, estén en grados Celsius.’ Encuentre la ra-
z6n de cambio de 7 con respecto a 7..

14. Biologia El volumen V de una célula esférica esta dado
y = 5x%% 4+ 5900, 4= x = 16. por V = $7r donde r es el radio. Encuentre la razén
de cambio del volumen con respecto al radio cuando

Encuentre la razén de cambio del ingreso con respecto F = 65 X 10~ centimetros.

al nimero de afios de educacién. Evaltela cuando
x=09.

En los problemas del 15 al 20 se dan funciones de costo, donde c es el costo de producir q unidades de un producto. Para cada
caso encuentre la funcion de costo marginal. ;Cudl es el costo marginal para el valor o valores dados de q?

15. ¢ = 500 + 10; ¢ = 100. 16. ¢ = 5000 + 64: g = 36.
17. ¢ = 03¢*> + 29 + 850; ¢ = 3. 18. ¢ =0.1¢*+3g +2; q=23.
19. ¢ = ¢ + 50g + 1000; ¢ =15,q = 16,9 = 17.

20. ¢ = 0.03¢°> — 0.6g> + 4.5¢ + 7700; q = 10,q = 20, q = 100.

SR. W. Stacy et al., Essentials of Biological and Medical Physics
(Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1955).
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En los problemas del 21 al 24, ¢ representa el costo promedio por unidad, que es una funcion del niimero q de unidades produci-
das. Encuentre la funcién de costo marginal y el costo marginal para los valores indicados de q.

_ 500 _ 1000
21. ¢ =0.01g + 5 +T;q =50, ¢q = 100. 22, ¢ =2 +T;q =25, q = 235.

20,000 7000

23. ¢ = 0.00002¢*> — 0.0l + 6 + :q = 100,q = 500. 24. ¢ = 0.001¢> — 0.3¢ + 40 + Ty a=10 =2

En los problemas del 25 al 28, r representa el ingreso total y es una funcion del niimero q de unidades vendidas. Encuentre la fun-
cion de ingreso marginal y el ingreso marginal para los valores indicados de q.

25. r = 0.7q; g = 8,q = 100, ¢ = 200. 26. r = q(15 — %q);q = 5,q = 15, q = 150.
27. r = 250q + 45¢° — ¢ q = 5,9 = 10,9 = 25. 28. r =2q(30 — 0.1g); ¢ = 10,q = 20.
29. Fabrica de medias La funcion de costo total de una 32. Depreciacion Segin el método de depreciacion lineal,
fabrica de medias es estimada por Dean* como el valor v de cierta maquina después de ¢ aflos estd da-
do por

¢ = —10,484.69 + 6.750g — 0.0003284>,

v = 75,000 — 12,500¢,
donde ¢ es la produccién en docenas de pares y c el

costo total. Encuentre la funcion de costo marginal y donde 0 = ¢ =< 10. ;Qué tan rapido cambia v con res-
evalidela cuando g = 5000. pecto atcuandot = 2,¢t = 3 en cualquier momento?
30. Planta de energia La funcion de costo total para una 33. Polilla de invierno En Nueva Escocia se llevé a cabo
planta de energia eléctrica es estimada por Nordin® un estudio de la polilla de invierno (adaptado de
como Embree).” Las larvas de la polilla caen al pie de los 4r-
boles huéspedes a una distancia de x pies de la base del
c = 32.07 — 0.79g + 0.02142¢* — 0.00014°, arbol, la densidad de larvas (nimero de larvas por pie

cuadrado de suelo) fue de y, donde
20 = g =90,
y =593 — 1.5x — 05x% 1=x=0.
donde g es la produccién total en 8 horas (como por-

centaje de la capacidad) y ¢ el costo total en ddlares del a. ;Con qué rapidez cambia la densidad de larvas con
combustible. Encuentre la funcién de costo marginal y respecto a la distancia desde la base del 4rbol cuando
evaldela cuando g = 70. x = 6?

b. ;Para qué valor de x la densidad de larvas decrece a

31. Concentracién urbana Suponga que las 100 ciudades razén de 6 larvas por pie cuadrado por pie?

mds grandes de Estados Unidos en 1920 se clasificaron

de acuerdo con su extension (dreas de las ciudades). Se- 34. Funcién de costo Para la funcién de costo
gtin Lotka,’ 1a siguiente relacién se cumple de manera
aproximada: ¢ = 04qg> + 4q + 5,
PR = 5,000,000. encuentre la razén de cambio de ¢ con respecto a g

cuando g = 2. Ademas, ;qué valor tiene Ac/Aq en el

Aqui, P es la poblacién de la ciudad con la clasificacién intervalo [2,3]?

R respectiva. Esta relacion se llama ley de la concentra-
cion urbana para 1920. Despeje P en términos de Ry
luego encuentre qué tan rdpido cambia la poblacion
con respecto a la clasificacion.

En los problemas del 35 al 40 encuentre (a) la razén de cambio y con respecto a x, y (b) la razén de cambio relativa de y. En el valor
dado de x encuentre (c) la razon de cambio de y, (d) la razén de cambio relativa de y, y (e) la razon de cambio porcentual de y.

3.y =f(x) =x+4,x =5 3. y=f(x)=5—2x;x =3. 37. y=3x2+7x =2.
38.y=2—x%x=0. 39. y=8—x%x=1 4. y=x>+3x —4x=—1

4].Dean, “Statistical Cost Functions of a Hosiery Mill”, Studies in °A.J. Lotka, Elements of Mathematical Biology (Nueva York: Dover
Business Administration, X1, nim. 4 (Chicago: University of Chicago Publications, Inc., 1956).

Press, 1941). "D. G. Embree, “The Population Dynamics of the Winter Moth in
5]. A. Nordin, “Note on a Light Plant’s Cost Curves”, Econometrica, Nova Scotia, 1954-1962”, Memoirs of the Entomological Society of

15 (1947),231-235. Canada, nim. 46 (1965).
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41. Funcion de costo Para la funcién de costo

c=02¢>+ 12q + 4,

(qué tan rapido cambia ¢ con respecto a g cuando
q = 5? Determine la razén de cambio porcentual de ¢
con respecto a ¢ cuando g = 5.

42. Materia organica/diversidad de especies En un anéli-
sis reciente de las aguas de mares poco profundos,
Odum?® afirma que en tales aguas la materia organica
total y (en miligramos por litro) es una funcién de la di-
versidad x de las especies (en nimero de especies por
mil individuos). Siy = 100/x, ;jcon qué rapidez estard
cambiando la materia orgénica total con respecto a la
diversidad de especies cuando x = 10? ;Cuél es la ra-
z6n de cambio cuando x = 10?

43. Ingreso Para cierto fabricante, el ingreso r obtenido al
vender g unidades de un producto esta dado por

r = 30g — 0.3¢%

(a) ¢(Qué tan rapido cambia r con respecto a g? (b)
Cuando g = 10, encuentre la razon de cambio relativo
de 1, y (c) encuentre la razén de cambio porcentual de r,
al porcentaje mds cercano.

44. Ingreso Repita el problema 43 para la funcion de in-
greso dada por r = 20g — 0.1¢>y g = 100.

45. Peso de unarama El peso de una rama de arbol estd
dado por W = 2:**2 donde ¢ es el tiempo. Encuentre la
razon de cambio relativa de W con respecto a t.

46. Respuesta a una descarga eléctrica Se realizé un
experimento’ psicoldgico para analizar la respuesta hu-
mana a descargas eléctricas (estimulos). Las personas
recibieron descargas eléctricas de varias intensidades.

La respuesta R a una descarga de intensidad 7 (en
microamperes) debia ser un nimero que indicase la
magnitud percibida relativa a la de una descarga “es-
tdndar”. A la descarga estandar se le asign6 una magni-
tud de 10. Dos grupos de personas fueron objeto del
estudio bajo condiciones ligeramente diferentes. Las
respuestas R; y R, de los grupos primero y segundo a
una descarga de intensidad / fueron

1143
= < <
R, 1855.04° 800 = I = 3500,
y
113
R, = —— =] = .
2 = 1101.29° 800 3500

a. Para cada grupo, determine la razén de cambio rela-
tiva de la respuesta con respecto a la intensidad.

b. (Coémo son entre si esos cambios?

c. En general,si f(x) = Cix"yg(x) = C.x", donde C,y
C, son constantes, ;como son entre si las razones de
cambio relativas de fy g?

47. Costo Un fabricante de bicicletas de montafa deter-
miné que cuando se producen 20 bicicletas por dia, el
costo promedio es de $150 y el costo marginal de $125.
Con base en esta informacion, determine el costo total
de producir 21 bicicletas por dia.

48. Costos marginal y promedio Suponga que la funcién
de costo para cierto producto es ¢ = f(q). Sila razén de

. . 1
cambio relativa de ¢ (con respecto a q) es —, demuestre
q

que la funcién de costo marginal y la funcién de costo
promedio son iguales.

En los problemas 49 y 50 utilice la capacidad de su calculadora grdfica para derivar de manera numeérica.

% 49. Sila funcién de costo total para un fabricante estd
dada por
5¢°
¢ = —— + 5000,
Vg* + 3
donde c esté en ddlares, encuentre el costo marginal
cuando se producen 10 unidades. Redondee su res-
puesta al centavo mds cercano.

8H. T. Odum, “Biological Circuits and the Marine System of Texas”,
en Pollution and Marine Biology, ed. T. A. Olsen y F. J. Burgess
(Nueva York: Interscience Publishers, 1967).

H. Babkoff, “Magnitude Estimation of Short Electrocutaneous
Pulses”, Psychological Research,39,nim. 1 (1976), 39-49.

£50. La poblacién P de una ciudad dentro de ¢ afios esta
dada por

P = 20,000e"%%,

Encuentre la razén de cambio de la poblacion con
respecto al tiempo ¢ dentro de cuatro afios. Redon-
dee su respuesta al entero més cercano.

10.4 DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD

(A3 Relacionar diferen-
ciabilidad con continuidad.

En la préxima seccién haremos uso de la siguiente relacién importante entre

diferenciabilidad y continuidad:

Si f'es diferenciable en a, entonces fes continua en a.
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Para establecer este resultado, supondremos que f es diferenciable en a. En-
tonces f'(a) existe y

. flath)— fla)
/}gno h = /).

Consideremos el numerador f(a + h) — f(a) cuando & — 0.Tenemos,

fath =i )

lim [f(a + h) — f(a)] = h’m[

h—0 h—0 h
a+ h)— f(a
=1imf( ) f()~11'mh
h—0 h—0
= f'(a)-0=0.
Y Entonces, }}imo[f(a + h) — f(a)] = 0. Esto significa que f(a + h) — f(a)
—
y=1f(x) tiende a cero cuando & — 0. En consecuencia,
_ lim f(a + h) = f(a).
h—0
‘Ia X
\‘ Como se estableci6 en la seccidn 9.4, esta condicion significa que f es continua

en a. Esto demuestra que f es continua en a cuando f es diferenciable ahi. Con
mayor sencillez, decimos que diferenciabilidad en un punto implica continui-
dad en ese punto.

Si una funcién no es continua en un punto, no puede tener derivada ahi.
Por ejemplo, la funcién de la figura 10.13 es discontinua en a. La curva no tie-
ne tangente en ese punto, por lo que la funcién no es diferenciable ahi.

FIGURA 10.13 fnoes
continua en a, de modo que f
no es diferenciable en a.

EJEMPLO 1 Continuidad y diferenciabilidad

a. Sea f(x) = x° Su derivada 2x estd definida para toda x, por lo que
f(x) = x*debe ser continua para toda x.

1
b. La funcién f(p) = 5 no es continua en p = 0, porque fno esta definida

ahi. La derivada no existe en p = 0.

El reciproco del enunciado de que la diferenciabilidad implica continui-
dad es falso. Esto es, es falso que continuidad implique diferenciabilidad. En el

Y ejemplo 2 veremos una funcién que es continua en un punto, pero no es dife-

renciable ahi.

f(x)=Ixi  pr— - e e s
EJEMPLO 2 Continuidad no implica diferenciabilidad
X
La funcién y = f(x) = |x| es continua en x = 0 (véase la fig. 10.14). Como
Continua en x=0, pero lo mencionamos en la seccién 10.1, no existe recta tangente en x = (0. Enton-
no diferenciable en x=0 ces la derivada no existe ahi. Esto demuestra que la continuidad no implica di-
FIGURA 10.14 Continuidad no ferenciabilidad.

implica diferenciabilidad. E—
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Determinar deriva-
das por medio de la aplicacién

de las reglas del producto y del
cociente, y desarrollar los con-

ceptos de propensién marginal
al consumo y propensiéon mar-

ginal al ahorro.

10.5 REGLAS DEL PRODUCTO Y DEL COCIENTE

La ecuaciéon F(x) = (x* + 3x)(4x + 5), expresa F(x) como un producto de
dos funciones: x> + 3x y 4x + 5. Para encontrar F’(x) usando sélo nuestras
reglas previas, multiplicamos primero las funciones. Luego diferenciamos el
resultado, término por término:

F(x) = (x* 4+ 3x)(4x + 5) = 4x° + 17x* + 15z,
F'(x) = 12x* + 34x + 15. 1)

Sin embargo, en muchos problemas que implican diferenciar un producto
de funciones, la multiplicacién no es tan sencilla como en este caso. En ocasio-
nes, ni siquiera es prdctico intentarlo. Por fortuna, existe una regla para dife-
renciar un producto, y tal regla evita tener que efectuar las multiplicaciones.
Como la derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas, po-
dria pensarse que la derivada de un producto de dos funciones es el producto
de sus derivadas. No es éste el caso, como lo muestra la regla siguiente.

Regla 5 Regla del producto
Si f'y g son funciones diferenciables, entonces el producto fg es diferenciable y

%[f(X)g(X)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x).

Esto es, la derivada del producto de dos funciones es la primera funciéon
por la derivada de la segunda, mads la segunda funcion por la derivada de la
primera.

derivada de derivada de)

d .
— (producto) = (primera) ( ) + (segunda) ( e

dx la segunda

Demostracion.  Si F(x) = f(x)g(x), entonces por la definicion de la derivada
de F,

F(x + h) — F(x)

P = o
o T gt ) — F()g(0)
= lm .
h—0 h

Ahora empleamos un “truco”. Sumando y restando f(x + h)g(x) en el nume-
rador, tenemos

F'(x)
_ h’mf(x + h)g(x + h) — f(x)g(x) + f(x + h)g(x) — f(x + h)g(x)
h—0 h '

Al ordenar nuevamente los términos obtenemos

F'(x)
o UG Mgl £ ) = x4 m)g(0)] + [f(x + hg(x) = f(x)g(x)]
h—0 h

_ oy flx + h)[g(x +h) — g(x)] + g(xX)[f(x + h) — f(x)]
- hl—r>no h
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.y f(x + h)[g(x + h) — g(x)] . 8)[f(x + h) — f(x)]
= lim + lim
h—0 h h—0 h
- f}i—r?of(x +h) i}iglo e h})z 5 * f}gno 8(x) - ;Fino e hi)z - f(X)'

Como hemos supuesto que f y g son diferenciables, entonces

fx+h) = f(x)

li = ¢

Jim W f'(x)
y

i glx th) —glx) _ 2(x)

h—0 h ’

La diferenciabilidad de f implica que f es continua, y de la seccién 9.4,
lim f(x + h) = f(x).
h—0

Entonces,

F'(x) = f(x)g'(x) + g(x)f'(x).

EJEMPLO 1 Aplicacion de la regla del producto

Si F(x) = (x* + 3x)(4x + 5), encontrar F'(x).
Solucion: consideraremos a F como un producto de dos funciones:

F(x) = (x* + 3x)(4x + 5).

—_——— ——
f(x) g(x)
Entonces podemos aplicar la regla del producto:

F(x) = f(x)g'(x) + g(x)f'(x)

= (x2+3x)di(4x+5) + (4x+5)di(x2+3x)

Primera Derivada Segunda Derivada
de la de la
segunda primera
= (x* + 3x)(4) + (4x + 5)(2x + 3)
= 12x* + 34x + 15 (simplificando).

Esto concuerda con nuestro resultado previo [véase la ecuacion (1)]. Aunque
aqui la regla del producto no parece tener mucha utilidad préctica, veremos
que hay ocasiones en que es practico usarla.

|

ﬁ Advertencia Vale la pena repetir que la derivada del producto de dos
funciones mo es el producto de sus derivadas. Por ejemplo,

d , , _ d _ .
U (x* + 3x) = 2x + 3y i (4x + 5) = 4,pero del ejemplo 1,

d
(e + 3x)(4x + 5)] = 1227 + 34x + 15 # (2x + 3)4.
X
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—#® Principios en prdctica 1
Aplicacién de la regla del
producto

Un puesto de tacos por lo general
vende 225 tacos por dia a $2 cada
uno. Una investigacion de un estu-
diante de administracion le dice
que por cada $0.15 de disminucién
en el precio, el puesto venderia 20
tacos mds por dia. La funcién de
ingreso para el puesto de tacos
es

R(x) = (2 — 0.15x)(225 + 20x),
donde x es el nimero de disminu-
ciones de $0.15

. . dR
en el precio. Determine e

EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla del producto

Siy = (X2/3 + 3)(x71/3 + 5x), encontrar dy/dx.

Solucion: al aplicar la regla del producto se obtiene
dy _ .5 d 5 —1/3 d 5
i (x*° + 3)dx (x 7+ 5x) + (x° + Sx)dx (x*° + 3)

= (X +3) (=5 +5) + (x7 + 5x)Gx )
=% 4+ I — x4 1S

De manera alterna, podriamos haber encontrado la derivada sin la regla del
producto, determinando primero el producto (x** + 3)(x™'/* + 5x), y dife-
renciando luego el resultado término por término.

|

EJEMPLO 3 Diferenciacion de un producto de tres factores

Siy=(x+2)(x + 3)(x + 4), encontrar y'.

Solucion:

Estrategia: nos gustaria utilizar la regla del producto, pero ésta se aplica s6-
lo cuando se tienen dos factores. Considerando los primeros dos factores
como uno solo, podemos tratar a y como un producto de dos funciones:

y=[(x+2)(x+3)](x + 4).

La regla del producto da
y =[(x+2)(x + 3)]0%()5 +4)+ (x + 4)%[(x + 2)(x + 3)]

=[(x+2)(x+3)](1) + (x + 4)%[()6 + 2)(x + 3)].

Aplicando de nuevo la regla del producto, tenemos
yl
d d
=(x+2)(x+3)+ (x+ 4)[(x + Z)E(x +3)+ (x + 3)E(x + 2)]
=x+2)(x+3)+ (x+DH[(x+2)1) + (x + 3]
Después de simplificar, obtenemos

y' = 3x? + 18x + 26.

Otras dos maneras de encontrar la derivada son:

1. Multiplicar los primeros dos factores de y para obtener
y=(x*+5x +6)(x +4),

y luego aplicar la regla del producto.



La regla del producto (y la regla del

cociente que sigue) no debe aplicar-
se cuando esta disponible un método

mas directo y eficiente.

—® Principios en prdctica 2
Derivada de un producto sin
la regla del producto

Un hora después de que se le dan
a un persona x miligramos de cier-
to farmaco, el cambio en la tem-
peratura del cuerpo, T(x), en
grados Fahrenheit, estd dado de
manera aproximada por

T(x) = x* <1 = §>.La razén a
la cual 7 cambia con respecto al
tamano de la dosis x, 7'(x), se de-
nomina sensibilidad del cuerpo a
la dosis. Determine la sensibilidad
cuando la dosis es de 1 miligramo.
No utilice la regla del producto.
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2. Multiplicar los tres factores para obtener
y = x>+ 9x* + 26x + 24,

y luego diferenciar término por término.

| pre———— .
EJEMPLO 4 Empleo de la regla del producto para encontrar la pendiente

Encontrar la pendiente de la grdfica de f(x) = (7x* — 5x +2)(2x* + 7)
cuando x = 1.

Solucion:

Estrategia: encontramos la pendiente evaluando la derivada en x = 1. Ya
que fes un producto de dos funciones, podemos encontrar la derivada usan-
do la regla del producto.

Tenemos

fl(x) = (7x* = 5x + 2)%(2)64 +7) + (2x* + 7)% (7x* — 5x +2)
= (7x* — 5x + 2)(8x%) + (2x* + 7)(21x* — 5).

Como debemos calcular f'(x) cuando x = 1, no hay necesidad de simplificar
f'(x) antes de evaluarla. Al sustituir en f’(x), se obtiene

(1) = 4(8) + 9(16) = 176.

Por lo general, no empleamos la regla del producto cuando es obvio un
procedimiento mds sencillo. Por ejemplo, si f(x) = 2x(x + 3), entonces es
méds rdpido escribir f(x) = 2x*> + 6x, donde f'(x) = 4x + 6. De la misma
manera, no empleamos usualmente la regla del producto para diferenciar
y = 4(x> — 3). Como el 4 es un factor constante, segin la regla del factor
constante sabemos que y' = 4(2x) = 8x.

La regla siguiente se usa para diferenciar un cociente de dos funciones.

Regla 6 Regla del cociente

Si f'y g son funciones diferenciables y g(x) # 0, entonces el cociente f/g es
también diferenciable y

d[f(X) } _ 8()f'(x) — f(x)g'(x)
dx| g(x) [8(x)T? '
Esto es, la derivada del cociente de dos funciones es el denominador por la

derivada del numerador, menos el numerador por la derivada del denomi-
nador, todo ello dividido entre el cuadrado del denominador.

d
—(cociente)

dx
derivada del derivada del
(denominador)< crivada e) = (numerador)< erlva. 4 e)
_ numerador denominador
(denominador)? ;
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f(x)
g(x)

Demostracion. Si F(x) = , entonces

Por la regla del producto,

F(x)g'(x) + g(x)F'(x) = f'(x).

Al despejar F'(x), obtenemos

FO= "
Pero F(x) = f(x)/g(x). Asi,
Flx) — f();)(zi’)(X)
PO =0

[g(x)]?
EJEMPLO 5 Aplicacion de la regla del cociente
i 44X’ + 3 ,
Si F(x) = P encontrar F'(x).
Solucion:

Estrategia: consideramos a F como un cociente y aplicamos la regla del
cociente.

Sea f(x) = 4x*> + 3y g(x) = 2x — 1. Entonces
g(x)f'(x) — f(x)g'(x)

F'(x) =

[g(x)T

Derivada Derivada
de de
Denominador numerador Numerador denominador
—_—N— —_—— ——
d d

2x — 1) — (4x2+3) — (x> +3)—2x — 1
x4 3) - (4R 3) o (x = )

(2x — 1)?

—_——

Cuadrado
del
denominador

"Habra observado que esta prueba supone la existencia de F’(x). Sin embargo, esta regla puede
demostrarse sin tal hipdtesis.
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(2x — 1)(8x) — (4x* + 3)(2)
(2x — 1)?
_8xP—8x — 6  2(4x° —4x — 3)
o (2x— 1?2 (2x — 1)

Q Advertencia La derivada del cociente de dos funciones no es el cociente
de sus derivadas. Por ejemplo,

d
— (4x*> + 3
d’<4x2+—3> . iy
dx \ 2x — 1 d 2 1 2
Loy —
dx
[ e —— . .
EJEMPLO 6 Transformar antes de diferenciar
1
Diferenciar y = 1
+
. x +1

Solucion:

Estrategia: para simplificar la diferenciacion reescribimos la funcién de
manera que ninguna fraccion aparezca en el denominador.

Tenemos
R 1 _ x 1
y_H 1 xx+DF1 2+x+1
x+1 x+1
dy (¥*+x+ 1)) — (x+1)2x + 1) _
T 2+ x 1) (regla del cociente)
(*+x+1)— 2x>+3x+1)
a (¥ + x + 1)
o —x*—=2x x* + 2x
(+x+172 (P x+ 1)

Aunque una funcién puede tener la forma de un cociente, esto no implica
necesariamente que se deba usar la regla del cociente para encontrar su deri-
vada. El ejemplo siguiente ilustra situaciones representativas donde, si bien
puede emplearse la regla del cociente, se dispone de un procedimiento mas
sencillo y eficiente.

EJEMPLO 7 Diferenciacion de cocientes sin usar la regla del cociente

Diferenciar las funciones siguientes.

2x3

a. f(x) = =
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Solucion: reescribimos la funcién para tener f(x) = 2x°. Por la regla del
factor constante,

Fi(v) = 2x7) = 25

4
b. = —:
1) =55
Solucion: reescribimos la funcién para tener f(x) = 3(x°). Entonces,
4 12
’ — _3 —4\ — S ——
Flx) =53 ==
5x* — 3x
c f(x) = B
1(/5x* =3
Solucion: reescribimos la funcién en la forma f(x) = 1 ( * . x) =
1
Z(Sx — 3). Por lo que,
1 5
! = — 5 = —
=5 =7
I— |

. . 1 . . .
Advertencia Para diferenciar f(x) = — > podriamos intentar pri-
45 ¥ —

mero reescribir el cociente como (x> — 2) ~ !, Serfa un error hacer esto,
ya que, por el momento, no tenemos una regla para diferenciar esa forma. En
resumen, no hay eleccion, sino utilizar la regla del cociente. Sin embargo, en la
seccion siguiente, desarrollaremos una regla que nos permitira diferenciar
(x> — 2) ! de una manera directa y eficiente.

| .
EJEMPLO 8 Ingreso marginal

Si la ecuacion de la demanda del producto de un fabricante es

_ 1000
p 76]4_5,

donde p estd en ddlares, encontrar la funcion de ingreso marginal y evaluarla
cuando q = 45.

Solucion:

Estrategia: primero debemos encontrar la funcién de ingreso. El ingreso r re-
cibido por vender g unidades cuando el precio por unidad es p, estd dado por

ingreso = (precio) (cantidad), o r = pq.

Usando la ecuacion de demanda, expresaremos r solo en términos de q.
Luego diferenciaremos para encontrar la funcién de ingreso marginal, dr/dq.

La funcién de ingreso es

=

< 1000 ) _1000g
a+5)1 4+5
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Asi, la funcién de ingreso marginal estd dada por

d d
dr (g +5) %(1000q) — (1000¢q) ?q(q +5)
dq (g +5)
(g + 5)(1000) — (1000q)(1) 5000
(g +5) (q +5)%
y
dr| 5000 5000

dqla=ss (45 + 5)7 2500

Esto significa que vender una unidad adicional por arriba de 45 resulta en
aproximadamente $2 més de ingreso.

Funcion de consumo

Una funcién que desempefia un papel importante en el anélisis econdmico es
la funcién de consumo, o C = f(/) la que expresa una relacion entre el ingreso
nacional total, /, y el consumo nacional total, C. Por lo general, tanto / como C
se expresan en miles de millones de ddlares e [ se restringe a cierto intervalo.
La propension marginal al consumo se define como la razén de cambio del
consumo con respecto al ingreso, y es la derivada de C con respecto a I:

2 . dC
Propension marginal al consumo = a

Si suponemos que la diferencia entre el ingreso / y el consumo C es el ahorro
S, entonces

S=1—-C.
Al diferenciar ambos miembros de la ecuacion con respecto a I obtenemos

ds d d dc
ar ~arD O = dl’

Definimos dS/dI como la propension marginal al ahorro. Asi, la propension
marginal al ahorro indica qué tan rdpido cambia el ahorro con respecto al
ingreso.
Propension marginal 1 Propension marginal
al ahorro al consumo

EJEMPLO 9 Determinacion de las propensiones marginales al consumo
y al ahorro

Si la funcion de consumo estd dada por

C_5(2VF+3)
o I+10

determinar la propension marginal al consumo y al ahorro cuando I = 100.
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Solucion:
[ (1 +10) i(213/2 +3)— VP + 3)i(1 + 10)
ac _ dl dl
dl (I +10)*

_Ju+ 10)(31'2) — 2V + 3)(1)]
B (I +10)2 ‘

Cuando I = 100, la propensién marginal al consumo es

dc 1297
dl =10 5[12,100} ~ 0.536.

La propensién marginal al ahorro cuando / = 100es 1 — 0.536 = 0.464. Esto
significa que si un ingreso actual de $100,000 millones aumenta en $1000 mi-
llones, la nacién consume aproximadamente el 53.6% (536/1000) y ahorra
46.4% (464/1000) de ese incremento.

En los problemas del 1 al 48 diferencie las funciones.

1. f(x) = (4x + 1)(6x + 3). 2. f(x) = Bx—1)(7x + 2).
3.s(t) = (8 = 7)(* — 2). 4. O(x) = (5 —2x)(x* + 1).
5. f(r) = (3% — 4)(r* — 5r + 1). 6. C(I) = (21> — 3)(3I* — 41 + 1).
7. f(x) = *(2x* = 5). 8. f(x) = 3x%(x* — 2x + 2).
9.y = (x* +3x — 2)(2x* — x — 3). 10. y = (2 — 3x + 4x*)(1 + 2x — 3x?).
1. f(w) = (8w* + 2w — 3)(5w® + 2). 12. f(x) = 3x — xH)(3 — x — x%).
13. y = (x> — 1)(3x* — 6x + 5) — 4(4x> + 2x + 1). 14. h(x) = 4(x° — 3) + 3(8x*> — 5)(2x + 2).
15. f(p) =3 (Vp — 4)(4p — 5). 16. g(x) = (Vx — 3x + 1)(Vx — 2Vx).
17. y =7 - 4 18. y = (x — 1)(x — 2)(x — 3).
19. y = (2x — 1)(3x + 4)(x + 7). 20, y= iﬁ ; i’
_ 5x . —2x
2L f(x) = 2. f(x) =
3 B 5(x* —2)
23. f( )_ﬁ' 24, f(x) = 7
_x+2 3w+ Sw— 1
5. y=""7. 2. h(w) == =
6 —2z X —4x+2
27.h(z)—zz_4. 28.y—x2+x+7.
8 —2x +1 = xr 1
29. y = T sy 30. f(x)= 211
_x2—4x+3 _z4+4
Moy=5 2. F(z) =5 —
1 3
33. g(x) = R M. y= P
v —8 x—35
35. = . 36. y = .
u(v) » Y=o
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3x? —x—1 x%3 =2
3. y=——F+— 38, y= 57—
Y Vx YT e
_ 4 2x . ,, x—1 4
39. y=7 x—8+3x+l' 40. g(x) = 13x +72x+3 ~
x—5 (9x — 1)(3x +2)
M. y=—""— " 2. y= .
P-4 Y i—5
£+ 3t 17
8B.o5(t) = 57— M f(s) = ———-
(®) (GERSGE)! 1(s) 5(55 — 10s + 4)
2 3 7
x x—1 1= Y+ 3
45. y =3x — ———— 46. y=7— 108> + ———
5. y = 3x PR 6. y =7 Ox 12
a—x x4+ at
47. f(x) = , donde a es una constante. 48. f(x) = ———;, donde a es una constante.
a+x X —a
49. Encuentre la pendiente de la curva 50. Encuentre la pendiente de la curva
3
Y= (4 + 2x — 5)(x* + Tx + 4) y=——en(-1,—1).
x*+1
en (—1,12).

En los problemas del 51 al 54 encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado.

6 4x + 5
1L.y=—F%5 . 2. y= ;o (—1,1).
SLy=_—"0 (3.3) 2.y =" (L)
— 4 2 _ x+1 3
53. y = (2x + 3)[2(x* — 5x° + 4)]; (0,24). 54. y —ﬁ; (2,—3).
x(x —

En los problemas 55 y 56 determine la razon de cambio relativa de y con respecto a x, para el valor dado de x.

X 1—x
55.y = ; =1. 56. y = ; =5
YT oaw—6 YT+
57. Movimiento La funcién de posicién de un objeto que 58. Movimiento La funcion de posicién de un objeto que
se mueve en linea recta es se mueve en linea recta es
2 t+2
STSEL ST Ty
r+1 -+ 12
donde ¢ estd en segundos y s en metros. Encuentre la donde ¢ estd en segundos y s en metros. Encuentre el o
posicion y la velocidad del objetoent = 1. los valores positivos de ¢ para los cuales la velocidad del
objeto es 0.

En los problemas del 59 al 62 cada ecuacion representa una funcién de demanda para cierto producto, donde p denota el precio
por unidad para q unidades. En cada caso, encuentre la funcion de ingreso marginal. Recuerde que ingreso = pq.

59. p =25 —0.02 60 = 500/ 61 — 108 3 62. p=1 750
. P .02g. . p q. . p g+2 . . P g+ 50
63. Funcion de consumo Para Estados Unidos (1922-1942), Encuentre la propensién marginal al consumo.
la fun.cfo?l de consumo se estimé por medio de la 64. Funcion de consumo Repita el problema 63 si
ecuacion C = 0.7121 + 95.05, para Estados Unidos en el perio-
C = 06721 + 113.1. do 1929-1941.12
'T. Haavelmo, “Methods of Measuring the Marginal Propensity to Ibid.

Consume”, Journal of the American Statistical Association, XLII
(1947),105-122.
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En los problemas del 65 al 68 cada ecuacion representa una funcion de consumo. Encuentre la propension marginal al consumo
v al ahorro para el valor dado de 1.

65.

67.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

3 VI

cC=2+2VI, I=16. 66. C =6+ ——= 1=25
16\V1 + 08V — 021 20V1 + 05V — 041
C= ;1 = 36. 68. C = ;1 = 100.
VI + 4 VI+5
Funcion de consumo Suponga que la funcién de con- reverberacion. El tiempo de reverberacion RT del recin-

sumo de un pais estd dada por

_ 10V1 + 07V — 021
VI '

donde C e I estan en miles de millones de ddlares.

C

a. Encuentre la propensién marginal al ahorro cuando
el ingreso es de 25,000 millones de ddlares.

b. Determine la razén de cambio relativa de C con res-
pecto a I, cuando el ingreso es de 25,000 millones de
dolares.

Propensiones marginales a consumir y a ahorrar Su-
ponga que la funcién de ahorro de un pais es

1-Vi-6
Vi+2 o

donde el ingreso nacional (/) y el ahorro nacional (S)
se miden en miles de millones de délares. Encuentre la
propension marginal del pafs a consumir y su propen-
sién marginal al ahorro, cuando el ingreso nacional es
de 125,000 millones [Sugerencia: puede ser titil factori-
zar primero el numerador].

S

Costo marginal Si la funcién de costo total de un fa-

bricante estd dada por
_ ST
T g3

+ 5000,
encuentre la funcién de costo marginal.

Costo marginal y costo promedio Dada la funcién de
d,_

costo ¢ = f(q),demuestre que si ?(C) = 0, entonces
q

la funcion de costo marginal y la de costo promedio son
iguales.

Relaciéon huésped-parasito Para una relacion particu-
lar huésped-parasito, se determiné que cuando la densi-
dad de huéspedes (ntimero de huéspedes por unidad de
area) es x, el numero de huéspedes que tienen pardsitos
es y,donde

_ 900x
Y710 + 45x
(A qué razén estd cambiando el nimero de huéspedes

que tienen pardsitos con respecto a la densidad de
huéspedes cuando x = 2?

Acitstica La persistencia del sonido en un recinto des-
pués de que la fuente del sonido se ha apagado se llama

75.

76.

to, es el necesario para que el nivel de intensidad del so-
nido caiga a 60 decibeles. En el disefio actistico de un
auditorio, puede utilizarse la férmula siguiente para
calcular el RT del recinto:'?

0.05V
RT =———.
A+ xV

Aqui, V es el volumen del recinto, A la absorcion total
de éste y x el coeficiente de absorcion del aire. Supo-
niendo que A y x son constantes positivas, demuestre
que la razén de cambio de RT con respecto al V siem-
pre es positiva. Si el volumen total del recinto se incre-
menta en una unidad, jaumenta o disminuye el tiempo
de reverberacion?

Depredador-presa  En un experimento'® que estudia-
ba la relacién depredador-presa, se determiné de mane-
ra estadistica que el nimero de presas consumidas, y,
por un depredador individual, es una funcién de la den-
sidad x de presas (el nimero de presas por unidad de
drea), donde

_ 0.7355x
YT+ 0.02744x
Determine la razon de cambio de las presas consumidas

con respecto a su densidad.

Beneficios de seguridad social En un analisis de los
beneficios de la seguridad social, Feldstein'® diferencia
una funcion de la forma

B a(l +x) — b2+ n)x
T = 2+ wa + x) — b2 £ )y

donde a, b y n son constantes. El determina que

—1(1 + n)ab
[a(1 + x) — bx (2 + n)’

f(x) =

Verifique esto. [Sugerencia: por conveniencia, haga
2+ n=c]

L. L. Doelle, Environmental Acoustics (Nueva York: McGraw-Hill
Book Company, 1972).

“C. S. Hollin, “Some Characteristics of Simple Types of Predation
and Parasitism”, The Canadian Entomologist, XCI, nim. 7 (1959),
385-398.

M. Feldstein, “The Optimal Level of Social Security Benefits”, The
Quarterly Journal of Economics, C,num. 2 (1985), 303-320.
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77. Negocios El fabricante de un producto encontré que demuestre que dy/dx estd dada por
cuando se producen 20 unidades por dia, el costo pro-
medio es de $150 y el costo marginal de $125. ; Cual f(x)g(x)W (x) + f(x)g'(x)h(x) + f'(x)g(x)h(x).

es la razén de cambio relativa del costo promedio con

respecto a la cantidad, cuando g = 20? 79. Utilice el resultado del problema 78 para encontrar

dy/dx si
78. Siy es el producto de tres funciones diferenciables,

esto es, y=(2x — 1)(x — 2)(x + 3).

y = f(x)g(x)h(x),

Introducir y aplicar la 106 LA REGLA DE LA CADENA Y LA REGLA DE LA POTENCIA

regla de la cadena, derivar la re- Nuestra siguiente regla, la regla de la cadena, es una de las mds importantes
gla de la potencia como un caso  para obtener derivadas. Implica una situacién en la que y es una funcién de la
especial de la regla de la cadena  yariable u, pero u es una funcién de x y queremos encontrar la derivada de y

y desarrol.lar el concepto de pro-  ¢on respecto a x. Por ejemplo, las ecuaciones
ducto del ingreso marginal como

. . = 2 =
una aplicacion de la regla de la y=u y u=2x+1
cadena. definen a y como una funcién de « y a u como una funcién de x. Si sustituimos
u por 2x + 1,en la primera ecuacidon, podemos considerar a y como funcién
de x:
y = (2x + 1)

Para encontrar dy/dx primero desarrollamos (2x + 1)%
y = 4x* + 4x + 1.

Entonces

dy
x 8x + 4.

En este ejemplo, puede verse que encontrar dy/dx efectuando primero
una sustitucién, puede ser bastante complicado. Por ejemplo, si hubiésemos te-
nido y = u'” en vez de y = v, ni siquiera intentariamos efectuar la sustitu-
cion. Por fortuna, la regla de la cadena nos permite manejar tales situaciones
con facilidad.

Regla 7 Regla de la cadena
Si y es una funcién diferenciable de u y u es una funcién diferenciable de x,
entonces y es una funcion diferenciable de x, y

dy _dy du

dx du dx

Podemos mostrar por qué la regla de la cadena es razonable considerando
razones de cambio. Supongamos

y=8u+5y u=2x—3.

Hagamos que x cambie en una unidad. ;Como cambia u? Para responder esta

pregunta, derivamos y encontramos que du/dx = 2. Pero, para cada cambio

de una unidad en u hay un cambio en y de dy/du = 8. Por tanto, ;cual es el

cambio en y si x cambia en una unidad; esto es, ;qué valor tiene dy/dx?
dy du ,dy_dy.du

La respuestaes 8 - 2, 1o cual ey ASI’E = dr
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—® Principios en prdctica 1
Uso de la regla de la cadena

Si un objeto se mueve de manera
horizontal de acuerdo con x = 6t,
en donde ¢ estd en segundos, y de
manera vertical de acuerdo con
y = 4x°, determine su velocidad

. dy
vertical ar

Ahora utilizaremos la regla de la cadena para volver a resolver el proble-
ma planteado al principio de esta seccion. Si

y=u*>'y u=2x+1,

entonces
dy dy du d, , d
—_— e — = — - —2x + 1
dx du dx du(u) dx( * )
= (2u)2 = 4u.
Reemplazando u por 2x + 1, obtenemos
d
T =4(x 1) =8r + 4

que concuerda con nuestro resultado previo.

-
EJEMPLO 1 Uso de la regla de la cadena

a. Siy=2u*—3u— 2yu = x>+ 4, encontrar dy/dx.
Solucion: por laregla de la cadena,

dy dy du d d
L A T — 3y —2) - (x + 4)

dx du dx du dx
= (4u — 3)(2x).
Podemos escribir la respuesta s6lo en términos de x, reemplazando u por
X+ 4.
dy 2 2 3
o [4(x* + 4) — 3](2x) = [4x" + 13](2x) = 8x° + 26«.

b. Siy = NVwyw =7 — £ encontrar dy/dt.

Solucion: aqui y es una funcién de w y w es una funcién de ¢, por lo que
podemos considerar a y como una funcion de . Por la regla de la cadena,

ﬂ:ﬂ.dw— d (\/?/70)-1(7—[3)

dt  dw dt  dw dt
1 1/2> 2 1 2
=lsw (=3t°) = —=(—3r)
(2 2Vw
3¢2 342

Nw  2NT -4

T —
EJEMPLO 2 Uso de la regla de la cadena

Siy=4u+ 10> —3u—7y u=4/3x —5), encontrar dy/dx cuando
x = 1.

Solucion: por la regla de la cadena,

dy dy du d d( 4 )
—=—.—=—Ur+ 10> —3u—-7)-—
dx du dx du(u " “ ) dx \3x — 5




No reemplace simplemente x por 1y
deje su respuesta en términos de u.
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(3x — 5)0%(4) —~ 4%(3)( —5)

(3x — 5)?

= (12t + 20u — 3) -

—12

- (122 + 200 —3) - — =
(12u u=3) (3x — 52

No obstante que dy/dx estd en términos de x y u, podemos evaluarla cuando
x = 1,sideterminamos el valor correspondiente de u. Cuando x = 1,tenemos

Por tanto,
dy —12
= =[12(=22 4+ 20(—2) = 3]
dx =1 [ ( ) ( ) :l [3(1) _ 5]2

=5-(=3) =-I5.

La regla de la cadena establece que siy = f(u) y u = g(x), entonces

dy _dy du

dx du dx’

En realidad, la regla de la cadena se aplica a una composicion de funciones
porque
y = fu) = f(g(x)) = (fog)(x).
Asi y, como funcidn de x, es f og. Esto significa que podemos utilizar la regla
de la cadena para diferenciar una funcién cuando identificamos a la funcién
como una composicion. Sin embargo, primero debemos descomponer la fun-
cién en sus partes componentes.
Por ejemplo, para diferenciar
y = (x3 _ x2 + 6)100,
consideramos la funcién como una composicion. Sea
y=fu)=u" y u=gkx)=x—x*+6.

Entonces y = (x* — x> + 6)'" = [g(x)]'"™ = f(g(x)). Ahora que tenemos
una composicién, diferenciamos. Como y = u!® y u = x> — x*> + 6, por la
regla de la cadena tenemos

dy _dy du

dx du dx
= (100u*)(3x* — 2x)
=100(x* — x* + 6)”(3x* — 2x).

Acabamos de utilizar la regla de la cadena para diferenciar y = (x* —
x> + 6)'% que es una potencia de una funcion de x. La regla siguiente, llama-
da regla de la potencia, generaliza nuestro resultado y es un caso especial de la
regla de la cadena.

Regla 8 Regla de la potencia
Si u es una funcién diferenciable de x y n es cualquier nimero real, entonces
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Demostracion. Seay = u". Como y es una funcién diferenciable de u y u es
una funcidn diferenciable de x, la regla de la cadena da

ﬂ_dy.du

dx  du dx
Pero dy/du = nu"~". Por lo que,

dy du

=y,

un*l

dx dx’

que es la regla de la potencia.
Otra manera de escribir la férmula de la regla de la potencia es

d ny — n—1,
=5 ([u()]) = nlu)]""u' (x).

| presp——— .
EJEMPLO 3 Uso de la regla de la potencia

Siy = (x* — 1), encontrar y'.

Solucion: como y es una potencia de una funcién de x, es aplicable la regla
de la potencia. Si hacemos u(x) = x* — 1yn = 7,tenemos

!

y' = n[u(x)]" ' (x)
= 700 = 1 (0 = 1)
= 7(x* — 1)5(3x%) = 21x*(x* — 1)5.

EJEMPLO 4 Uso de la regla de la potencia
Siy = V(4x* + 3x — 2)2 encontrar dy/dx cuando x = —2.

Solucién: comoy = (4x*> + 3x — 2)*3 utilizamos la regla de la potencia con
u=4x>+3x —2
y n = 2. Tenemos

dy 2, ., d
_— = — — (2/3)71 — 2 —_
I 3(4x + 3x — 2) i (4x* + 3x — 2)

2
=3 (4x? + 3x — 2)73(8x + 3)

2(8x + 3)
3IVax +3x — 2
Asi,
dy C2(-13) 13
dx |x=—2 3\3/§ 3°



La técnica utilizada en el ejemplo 5
con frecuencia se utiliza cuando el
numerador de un cociente es una
constante y el denominador no.

Aqui, el problema es reconocer la
forma badsica de la funcién por dife-
renciar. En este caso es una poten-
cia, no un cociente.
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N cocmpi 0 £

EJEMPLO 5 Uso de la regla de la potencia
Siy = rar %
Ly = x2 — Z,EYZCOYL rar dx'

Solucion: aunque la regla del cociente puede emplearse aqui, un procedi-
miento mas eficiente es tratar el miembro derecho como la potencia (x* — 2) !
y utilizar la regla de la potencia. Seau = x> — 2. Entoncesy = u ™'y

ﬂ — n—1 @
dx nu dx
— (1) =2 (2 g)
= (1) - 2)(2v)
__ 2x
(& —2)

En el ejemplo 5, la técnica de pasar el denominador al numerador, no se
utiliza comtinmente cuando el numerador y el denominador de un cociente
contienen variables. Por ejemplo, no escribiriamos

41
=2

como (x* +1)(x* —2)7,

por la razén siguiente: al usar la regla del cociente en la primera forma, se ob-
tiene una expresion que puede simplificarse con facilidad, pero al usar la regla
del producto en la segunda forma, resulta una suma de términos con exponen-
tes negativos que no se pueden simplificar con facilidad.

EJEMPLO 6 Diferenciacion de una potencia de un cociente

Si (25 + 5)4 ; dz
l = . , encontrar ——.
SR P ds

Solucion: como z es una potencia de una funcion, utilizamos primero la regla
de la potencia:

dz_4<2s+5>4_1d<25+5>
ds s+ 1 ds \s* + 1

Ahora empleamos la regla del cociente:

- [ )

Al simplificar, obtenemos

dz _, (2s+5) {—zs2 — 105 + 2}
ds (s> 4+ 1)° (s* + 1)
. 8(s*+ 55 —1)(2s +5)°
(s> +1)
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Al diferenciar un producto en el que
al menos un factor es una potencia,
simplificar la derivada, por lo gene-
ral, implica factorizar.

EJEMPLO 7 Diferenciacion de un producto de potencias

Siy = (x* — 4)°(3x + 5)* encontrar y'.

Solucion: como y es un producto, aplicamos primero la regla del producto
y = (x* — 4)5i[(3x +5)* + (3x + 5)4i[(xZ — 4)°].
dx dx

Empleamos ahora la regla de la potencia:
y' = (2% = 4)7[4(3x + 5)°(3)] + (3x + 5)Y[5(x* — 4)*(2x)]
=12(x*> — 4)°(Bx + 5)° + 10x(3x + 5)*(x* — 4)*.

Para simplificar, primero eliminamos los factores comunes:
y = 2(x* — 4)*(3x + 5)°[6(x* — 4) + 5x(3x + 5)]
= 2(x* — 4)*(3x + 5)%(21x* + 25x — 24).

Usualmente, la regla de la potencia se emplearia para diferenciar
y = [u(x)]". Aunque una funcién como y = (x> + 2)? puede escribirse como
y = x* + 4x* + 4, y diferenciarse con facilidad, este procedimiento no es
préctico para una funcién como y = (x* + 2)!1% Comoy = (x* + 2)!*es
de la forma y = [u(x)]", tenemos que

y' = 1000(x* + 2)*°(2x).

Producto del ingreso marginal

Usemos ahora lo que hemos aprendido del cédlculo para desarrollar un con-
cepto de importancia en el estudio de la economia. Supongamos que un fabri-
cante emplea m personas para producir un total de g unidades de un producto
por dia. Podemos pensar que g es una funcién de m. Si r es el ingreso total que
el fabricante recibe al vender esas unidades, entonces r también puede consi-
derarse una funcién de m. Asi, podemos ver a dr/dm como la razén de cambio
del ingreso con respecto al numero de empleados. La derivada dr/dm se llama
producto del ingreso marginal, y es aproximadamente igual al cambio en el in-
greso que resulta cuando un fabricante emplea un trabajador adicional.

| e ——— . .
EJEMPLO 8 Producto del ingreso marginal

Un fabricante determina que m empleados produciran un total de q unidades de
un producto por dia, donde

g = 10m?
Vm? + 19

Si la ecuacion de demanda para el producto esp = 900/ (q + 9), determinar el
producto del ingreso marginal cuando m = 9.

ey

Solucion: debemos encontrar dr/dm, donde r es el ingreso. Observe que por
la regla de la cadena,

dr _ dr dq

dm dq Cdm’



Una férmula directa para obtener el
producto del ingreso marginal es

dr _ dq < n dp
dm  dm pPT4q dq

)

Sec. 10.6 = La regla de la cadena y la regla de la potencia 489

Asi, debemos encontrar dr/dq y dq/dm cuando m = 9. Comenzamos con
dr/dq. La funcién de ingreso estd dada por

.= _ ( 900 ) _900g @
PI=\qg+9)T g+ o
por lo que, por la regla del cociente,

dr _ (g +9)(900) —900g(1) 8100

dq (g +9) g+ 97
Para evaluar esta expresién cuando m = 9, utilizamos primero la ecuacién
g = 10m*/N/m? + 19 para encontrar el valor correspondiente de ¢:
10(9)?
a=—2L__g

V9 + 19

De aqui que,

dr
dq

_ar
m=9 dq

_ 8100  _
g=s1 (81 +9)?

Ahora calculamos dq /dm. De las reglas del cociente y la potencia se tiene
dq _ d < 10m” )
dm dm \\/m? + 19

(m? + 19)1/2%(101712) ~ (10m) 2

2o Lm? 4 19)17]

[(m* + 19)"*)
(m? + 19)12(20m) — (10m?)[3(m®> + 19)"2(2m)]

m> + 19 ’
por lo que
dgq (81 + 19)2(20 - 9) — (10 - 81)[3(81 + 19)/*(2 - 9)]
dm |m=9 81 + 19

= 10.71.
Por tanto, de la regla de la cadena,

dr

— = (1)(10.71) = 10.71.
dm |m=9 (1H(A0.71) 07

Esto significa que si se emplea a un décimo trabajador, el ingreso aumentara
en aproximadamente $10.71 por dia.
|

En el ejemplo 8 el producto del ingreso marginal, Y, = 10X7*2/V(X"2 + 19),
dr/dm, se encontr¢ utilizando la regla de la cadena.
Otro método, que se adapta muy bien a las calculado-
ras graficas, consiste en utilizar la sustitucion para ex- Y, expresa el ingreso en funcién del niimero de emplea-
presar r como una funcion de m y luego diferenciar de  dos. Por tltimo, para encontrar el producto del ingreso
manera directa. Primero tomamos la ecuacién (1) y sus-  marginal cuando m = 9, calculamos nDeriv(Y,,X,9).
tituimos g en la funcién de ingreso, ecuacion (2); esto  Debe verificar que este método da (aproximadamente)
nos da r en funcién de m. Los detalles son: en nuestro el valor 10.71.

menu de funciones introducimos

Y, = 900Y,/(Y, + 9).
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e Ejercicio 10.6

En los problemas del 1 al 8 utilice la regla de la cadena.

1. Siy =u> — 2uyu = x*> — x, encontrar dy/dx. 2. Siy=2u®— 8uyu = 7x — x°,encontrar dy/dx.
1
3.Siy= aYw = 2 — x, encontrar dy/dx. 4. Siy = Vzyz=x*— x> + 1,encontrar dy/dx.
., _t+1 . ., o
5.Siw=u'yu= - 1,encontrar dw/dt cuando t = 3. 6. Siz=u" + Vu + 9yu = 2s° — 1,encontrar dz/ds
cuando s = —1.
7. Siy = 3w? — 8w + 4yw = 2x* + 1,encontrar dy/dx 8. Siy=23u®—u’+ 7u —2yu = 5x — 2, encontrar
cuando x = 0. dy/dx cuando x = 1.

En los problemas del 9 al 52 encuentre y'.

9.y = (3x + 2)% 10. y = (x* — 4)* 1. y = (5 — x*)>. 12. y = (& — x)°
2x% + 1)*
13. y = 2(x% — 8x* + x)!, 14. y= 7( > ) . 15. y = (x? —2)7 16. y = (3x* — 5x)71°
17. y = 3(2x2 — 3x — 1)7'%3, 18, y = 4(7x — x*) 72 19. y = V522 — x 20 y = V32 —7
21 y = V2x — 1. 22, y=V8x*— 1. 23,y =2V(x¥* + 1) 24, y =3V(x*+ 1)
6 3 1 1
28, y=—F5—"—"—. 26. = . 27. y=—F5"3. 28, y=—"7"2
Yo —xf1 ) Y (x* — 3x)? Y (1 —x)*
2 3 s , 1
29, y = ——. 0. y=—7—"—71. 3. y= V7x + Vx. 32. y=V2x + .
V8x — 1 (3x% — x)*3 2r
33,y = x3(x — 4)°. 34. y = x(x + 4)~ 35. y =2xVé6x — 1. 36. y =2xV1—x
37. y = (¥ + 2x — 1)3(5x). 38, y = x}(x* — 1)~ 39. y = (8x — 1)°(2x + 1)
10 4
— 7 23 _ (X~ 7 _ 2x ) _ |x= 2
40. y = (6x + 1)/(2x — 3)°. 41. y (x T 4) . 4. y <x T3 43. y T3
8x2—3 2x — 5 (2x + 3)* (8x — 1)°
4.y =2 . 45, y= 0 4. y=-——"" 47. y=
Y 2 +2 YT (2 + a4y YT e x4 YT Gx— 1)
4.y =V(x—1(x+27° 4. y=605x>+2)Vx*+5 50. y=6+3x — dx(7x + 1)~
B t—1 8 — 7\’  (4x*—2)(8x — 1)
SLy=8+ ( J ) 2=y

En los problemas 53 y 54 utilice las reglas del cociente y de la potencia para encontrar y'. No simplifique su respuesta.

P (2x + 1)(3x — 5)? sy — Vix + 2(4x* — 1)?
T Wt S 9% —3
55. Siy = (5u + 6)*yu = (x* + 1)* encuentre dy/dx 57. Encuentre la pendiente de la curva y = (x> — 7x — 8)°
cuando x = 0. en el punto (8, 0).
56. Siz = 2y* — 4y + 5,y = 6x — 5,y x = 2t,encuentre 58. Encuentre la pendiente de lacurvay = Vx + lenel
dz/dt cuando t = 1. punto (8, 3).

En los problemas del 59 al 62 encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado.

59. y = V(x> — 8)% (3,1). 60. y = (2x +3)% (—1,1).
61 — 7,7)6-1-2_ (1 é) 62 _ -3 . (0,—3)
YT v Y Y=oy 07
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En los problemas 63 y 64 determine la razon de cambio porcentual de y con respecto a x para el valor dado de x.
1

63. y= (2 + 9% x=4 6 y= i
X

x = —3.

En los problemas del 65 al 68, q es el niimero total de unidades producidas por dia por m empleados de un fabricante, y p es el
precio de venta por unidad. En cada caso encuentre el producto del ingreso marginal para el valor dado de m.

65. g =2m,p = —0.5¢g +20; m = 5. 66. q = (200m — m?)/20, p = —0.1g + 70; m = 40.
67. g = 10m*/NVm*> + 9, p = 525/(q + 3); m = 4. 68. g = 100m/NVm* + 19, p = 4500/(q + 10); m = 9.
69. Ecuaciéon de demanda Suponga que nivel educativo la tasa de cambio del salario es igual a
p = 100 — V¢* + 20 es una ecuacién de demanda $5000 por afio de educacién?
para el producto de un fabricante. (a) Encuentre la ra- 75. Biologia El volumen V de una célula esférica estd

z6n de cambio de p con respecto a g. (b) Calcule la razén
de cambio relativa de p con respecto a g. (c) Determine
la funcién de ingreso marginal.

dado por V = %mr?, donde r es el radio. En el tiempo ¢
segundos, el radio r (en centimetros) estd dado por

70. Producto de ingreso marginal Sip = k/q,donde k es r=10"%%+ 10z

una constante, es la ecuacion de demanda para el pro-

ducto de un fabricante,y ¢ = f(m) define una funcién Utilice la regla de la cadena para encontrar dV /dt

que da el nimero total de unidades producidas al dia cuando t = 10.

porm er.nplead(?s, demu.estre que el producto del ingre- 76. Presion en tejidos vivos Bajo ciertas condiciones, la

so marginal es siempre igual a cero. presién p desarrollada en los tejidos vivos por la radia-
71. Funcion de costo El costo de producir g unidades de cién ultrasénica esta dada como una funcién de la in-

un producto esta dado por tensidad de la radiacién por la ecuacién'®

¢ = 4000 + 10g + 0.1¢% p = (2pVI)",

Si el precio de p unidades esta dado por la ecuaciéon
donde p (letra griega “rho”) es la densidad del tejido

q = 800 — 2.5p, afectado y V la velocidad de propagacion de la radia-
cién. Aqui p y V son constantes. (a) Encuentre la razon
de cambio de p con respecto a I. (b) Encuentre la ra-
z6n de cambio relativa de p con respecto a I.

utilice la regla de la cadena para encontrar la razén de
cambio del costo con respecto al precio unitario cuando
p = 80.

72. Altas de hospital En un centro de salud se examinaron
las altas de un grupo de individuos que estuvieron hospi-
talizados por una enfermedad especifica. Se encontré

77. Demografia Suponga que para cierto grupo de 20,000
nacimientos, el nimero de personas /, que alcanzan a
ViVir x afos es

que la cantidad total de personas que fueron dadas de [, = —0.000356x* + 0.00446x> + 0.846x> —
alta al final de ¢ dias de hospitalizacion estaba dada por 34.8x + 20,000,
300 \? 0=x=941.
=1 - (22,
300 + ¢

(a) Encuentre la razén de cambio de /, con respecto a x
Encuentre f'(300) e interprete su respuesta. y evalte su respuesta para x = 36. (b) Encuentre la ra-
z6n de cambio relativa de /, cuando x = 36. Redondee

73. Costo marginal Si la funcién de costo total para un fa- .
sus respuestas a tres decimales.

bricante estd dada por
78. Contraccion muscular Un musculo tiene la capacidad

¢ = 5q° + 5000 de contraerse al estar sometido a una carga, como un
\/qu3 ’ peso, que se le impone. La ecuacién

encuentre la funcién de costo marginal. (P+a)(v+b) =k

74. Salario/educacién Para cierta poblacion, si E es el nd-
mero de afios de educacién de una personay S repre-
senta el salario anual promedio en ddlares, entonces
para E =7,

se llama “ecuacién fundamental de la contraccién
muscular”.'” Aqui, P es la carga impuesta al musculo, v
la velocidad de contraccién de las fibras musculares y a,

S = 340E* - 4360E + 42,800.
6R. W. Stacy et al., Essential of Biological and Medical Physics
(a) ¢ Qué tan rapido estard cambiando el salario con (Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1955).
respecto a la educacion cuando E = 16? (b) ;A qué Ibid.
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by k son constantes positivas. Exprese v en funcion de a. Conforme la produccion diaria crece, el costo pro-
P. Utilice su resultado para encontrar dv/dP. medio se aproxima a una cantidad constante.

79. Economia

demanda para el producto de un fabricante. Sea c el
costo total y suponga que el costo marginal es 0.01
cuando g = 200. Utilice la regla de la cadena para en-
contrar dc/dp cuando g = 200.

(Cuadl es esta cantidad?

b. Determine el costo marginal del fabricante cuan-
do se producen 17 unidades por dia.

c. El fabricante determina que si la produccion y las
ventas se incrementaran a 18 unidades diarias, el
ingreso creceria a $275. ;Debera efectuar este in-

Suponga que pg = 100 es la ecuacion de

80. Producto del ingreso marginal Un empresario que cremento? ;Por qué?
emplea m trabajadores encuentra que ellos producen =83, Si
2= 2m(m + 177 y =+ OVa T
unidades de producto diariamente. El ingreso total »
(en dolares) esta dado por y
_ S0q u=x(x*+5)>

V1000 + 3¢

encuentre dy/dx cuando x = 0.1. Redondee su res-

a. ;/Cudl es el precio por unidad (al centavo mds cerca- puesta a dos decimales.
no) cuando hay 12 trabajadores? = .
b. Determine el ingreso marginal cuando hay 12 traba- 5 84. Si
jadores.
c. Determine el producto del ingreso marginal cuando y = u — 4
m = 12. 3u? + 2
81. Suponga que y = f(x),donde x = g(¢). Dado que y
8(2) =3,¢'(2) =4,f(2) =5,1(2) =6,83) =7,
g'(3) =8, f(3) =9y f'(3) = 10, determine el valor dx — 1
d T o
a2 (2x — 5)
dt =2
82. Negocios Un fabricante determiné que para su pro- encuentre dy/dx cuando x = 5. Redondee su res-

ducto el costo promedio diario (en cientos de délares)

puesta a dos decimales.

esta dado por

_ 324 5,19
C = —F— -

+
Vg +35 q 18

@07 REPASO NSRS

Términos y simbolos importantes

Seccion 10.1

Seccion 10.3

Seccion 10.5

Seccion 10.6

flx+h) — fx)

recta secante recta tangente pendiente de una curva derivada lim A
d v d h—0

cociente de diferencia "(x ' — —[f(x

oy W)
Ax funcién de posicion velocidad razén de cambio funcién de costo total
costo marginal costo promedio funcién de ingreso total ingreso marginal
razén de cambio relativa razén de cambio porcentual
regla del producto regla del cociente funcién de consumo propensioén marginal al consumo

propension marginal al ahorro

regla de la cadena regla de la potencia producto del ingreso marginal
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La recta tangente (o tangente) a una curva en el pun-
to P es la posicion limite de las rectas secantes PQ,
cuando Q se acerca a P a lo largo de la curva. La pen-
diente de la tangente en P se llama pendiente de la
curva en P.

Siy = f(x),laderivada de f en x es la funcién de-
finida por el limite f'(x) de la ecuacién

o = i L =S

h—0 h

En forma geométrica, la derivada nos da la pendiente
delacurvay = f(x) en el punto (x, f(x)). Una ecua-
cién de la tangente en un punto particular (xi, y;) se
obtiene evaluando f'(x,), que es la pendiente m de la
tangente, y sustituyendo en la forma punto-pendiente
y — » = m(x — x;). Cualquier funcién que es dife-
renciable en un punto, también debe ser continua ahi.

Las reglas basicas para encontrar derivadas son
las siguientes, para las que suponemos que todas las
funciones son diferenciables.

o (¢) = 0, donde c es una constante.

d i L

ix (x") = nx""", donde n es cualquier nimero real.
d

ix [cf(x)] = cf'(x), donde ¢ es una constante.
X

d ! !

L)+ g)] = £ + g(0)

L 1F(0) = (0] = F(0) = £,

%[f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x).
d [f(x)} _ 8()f'(x) — f(x)g'(x)
dx [ g(x) [g(x)T '

dy _4dy du
dx du dx
y u es una funcion de x.

, donde y es una funcién de u,

— (u") = nu"~

dx

y n es cualquier nimero real.

du .
L i donde u es una funcion de x,
X

La derivada dy/dx puede interpretarse también
como la razén de cambio (instantdnea) de y con res-
pecto a x:

dy _ Ay

s

cambio en y

= — = lim : ;
dx Ax—0 Ax Ax—0 cambio en x

En particular, si s = f(f) es una funcién de posicion,
donde s es la posicién en el tiempo t, entonces

% = velocidad en el tiempo ¢.

En economia, el término marginal se utiliza para
describir derivadas de tipos especificos de funciones.
Sic = f(qg) es una funcién de costo total (c es el costo
total de ¢ unidades de un producto), entonces la razén
de cambio

dc .
—— se llama costo marginal.
dq

Interpretamos el costo marginal como el costo
aproximado de una unidad adicional de produccién
(el costo promedio por unidad c, esta relacionado con
el costo total ¢ por la relacion ¢ = ¢/q, 0 ¢ = ¢q).

Una funcién de ingreso total r = f(g) da el ingre-
so r de un fabricante al vender g unidades de un pro-
ducto (el ingreso r y el precio p estan relacionados por
r = pq).Larazén de cambio

i

dq

que se interpreta como el ingreso aproximado que se
obtiene al vender una unidad adicional de producto.

Si r es el ingreso que un fabricante recibe cuando
la produccion total de m empleados es vendida, enton-
ces la derivada dr/dm se llama producto del ingreso
marginal. El producto del ingreso marginal da el cam-
bio aproximado que resulta en el ingreso cuando el fa-
bricante contrata un empleado adicional.

Si C = f(I) es una funcién de consumo, donde / es
el ingreso nacional y C es el consumo nacional, entonces

se llama ingreso marginal,

dac . .
I es la propensién marginal al consumo

y

dc
1— T es la propension marginal del ahorro.

Para cualquier funcién, la razén de cambio relati-
vade f(x) es

f'(x)
f(x)’

que compara la razén de cambio de f(x) con la funcién
misma. La razén de cambio porcentual es

f'(x)
f(x)

- 100.
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Problemas de repaso

Los problemas cuyo niimero se muestra en color, se sugieren para utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

En los problemas del 1 al 4 utilice la definicion de derivada para encontrar f'(x).

2
1L f(x) =2 — x% 2. f(x) =2x*—3x + 1. 3. f(x) = V3x 4. f(x) = T ar
En los problemas del 5 al 38 obtenga la derivada.
5. y =6 6. y = x.
7.y ="Tx* — 6x° + 5¢* + 1. 8. y=4(x* +5) — 7x
9. f(s) = £(s* + 2). 0.y = Vit 3,
x>+ 1 2
11. y = Ly =
y 3 12 y x3
13. y = (2% + 6x) (x> — 6x% + 4). 4.y = (x> + 1)'x — 6).
15. f(x) = (2x% + 4x)'", 16. f(w) = wVw + w
3 x* + 4x?
17. y = 18.y=—"F"-
YT+ 8.y 2x
19. y = (8 + 2x)(x* + 1)~ 20. g(z) = (22)* + 5.
2
z-—1 x—=5
21. = . 2.y =——"2.
A YT x ¥ 2y
23, y = Vax — 1. 24. h(t) = (1 + 22V
x(x +1
25 y=—L 2.y =20
1—x 2x°+3
. (x +3)°
27. h(x) = (x — 6)*(x + 5)°. 28. y = —
S5x — 4
29, y =2 30. £(x) = 5xV1 — 2x.

x+6°

)
31y = 207 + (2x0)8, Ry = \/g + \ﬁ
X

xz + 6 3
B.y=—7—7—. 34. y = V(7 — 3x%)>°
Vx> +5
y

35. y = (x° + 6x% + 9)35, 36. y = 0.5x(x + 1) + 0.3.
—7; -3
3. g(z) = —— 8.¢(z) ="
8(2) =1 8(z) 4T+ 22— 5)
En los problemas del 39 al 42 encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto correspondiente al valor dado de x.
39. y=x*—6x+4, x=1 40. y = 2+ 6x+ 1, x =2.
4. y=Vx, x=8 QR.y=—"— x=3
8§ —x
43. Si f(x) = 4x> + 2x + 8 encuentre las razones de cam- 47. Funcién de consumo  Si
bio relativa y porcentual de f(x) cuandox = 1.
44. Si f(x) = x/(x + 4), encuentre las razones de cambio C=17+06I —025\V1
relativa y porcentual de f(x) cuandox = 1. ) ]
45. Ingreso marginal Sir = ¢(20 — 0.1g) es una funcién de s una funcion de consumo, encuentre la propension
ingreso total, encuentre la funcién de ingreso marginal. marginal al consumo y al ahorro Cujnﬂ? I=16.
.. .9
46. Costo marginal Si 48. Ecuacion de demanda Sip = P es una ecua-
cion de demanda, encuentre la razén de cambio del
¢ = 0.0001¢° — 0.02¢° + 3q + 6000 precio con respecto a la cantidad g.

es una funcion de costo total, encuentre el costo mar-
ginal cuando g = 100.



49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Ecuacion de demanda Sip = —0.5¢ + 450 es una
ecuacién de demanda, encuentre la funcién de ingreso
marginal.

_ 3
Costo promedio Sic = 0.03¢ + 1.2 + ;es una fun-

cion de costo promedio, encuentre el costo marginal
cuando g = 100.

Funcién de costo en una planta de energia La funcién
de costo total de una planta de energia eléctrica es esti-
mada por'®

¢ =16.68 + 0.125g + 0.00439¢%, 20 = g = 90,

donde g es la produccion total en 8 horas (como porcen-
taje de la capacidad) y c es el costo total del combusti-
ble en ddlares. Encuentre la funcién de costo marginal
y evaliela cuando g = 70.

Producto del ingreso marginal Un fabricante determi-
na que m empleados producirdn un total de g unidades
por dia, donde

q = m(50 — m).
Si la funcién de demanda estd dada por

p=—001g + 9,

encuentre el producto del ingreso marginal cuando
m = 10.

Polilla de invierno En un estudio relativo a la polilla
de invierno en Nueva Escocia,"” se determiné que el
numero promedio, y, de huevos en una polilla hembra
es funcion de su ancho abdominal x (en milimetros);
donde

y = f(x) = 14x® — 17x> — 16x + 34
y 1.5 = x = 3.5. ;A qué razén cambia el nimero de
huevos con respecto al ancho abdominal cuando x = 2?

Relacién huésped-parasito Para una relacion particu-
lar huésped-parasito, se encontré que cuando la densi-
dad de huéspedes (nimero de huéspedes por unidad de
area) es x, el numero de huéspedes con pardsitos es

1
= _— =
y =10 (1 1+2x>’ x = 0.

JPara qué valor de x es dy/dx igual a £?

Crecimiento de bacterias En cierto cultivo se tienen
bacterias en crecimiento. El tiempo ¢ (en horas) para
que el nimero de bacterias se duplique (tiempo de ge-
neracion), es una funcion de la temperatura 7 (en gra-
dos Celsius) del cultivo, y estd dado por

ul + 4, si30=T =36

t = T) = 24 4> ’

A1) {%T — 15 §i36< T = 39.
Encuentre dt/dT cuando (a) T = 38y (b) T = 35.

18]. A. Nordin, “Note on a Light Plant’s Cost Curves” Econometrica,
15 (1947), 231-255.

“D. G. Embree, “The Population Dynamics of the Winter Moth in
Nova Scotia, 1954-1962”, Memoirs of the Entomological Society of
Canada, nim. 46 (1965).

56.

58.

59.

60.

61.
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Movimiento La funcién de posicién de una particula
que se mueve en linea recta es
9
s =———
202+ 3

donde ¢ estd en segundos y s en metros. Encuentre la
velocidad de la particulaent = 1.

. Razon de cambio El volumen V de una esfera esta da-

do por V = imd? donde d es el dizmetro. Encuentre la
razon de cambio de V con respecto a d cuando d = 4
pies.

Movimiento La funcién de posicion para una pelota
lanzada verticalmente hacia arriba desde el suelo es

s = 218 — 16¢%,

donde s es la altura en pies desde el suelo después de ¢
segundos. ;Para qué valor o valores de ¢ la velocidad es
igual a 64 pies/s?

Encuentre la funcién de costo marginal si la funcién de
costo promedio es
_ 10,000
c=2q+ >
q

Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva

(x*+ 1DV3x +1

X+ x

y =

s

en el punto sobre la curva donde x = 1.

Un fabricante encontré que con m empleados traba-
jando, el nimero de unidades producidas por dia es q,
donde

q = 10V m? + 3600 — 600.

La ecuacién de demanda para el producto es
9q + p* — 7200 = 0,

donde p es el precio de venta cuando la demanda para
el producto es ¢ unidades por dia.

a. Determine el producto de ingreso marginal del fabri-
cante cuando m = 80.

b. Encuentre la razén de cambio relativa del ingreso
con respecto al nimero de empleados cuando
m = 80.

c. Suponga que le costaria al fabricante $300 mds por
dia contratar un empleado adicional. ; Aconsejaria us-
ted al fabricante contratar este empleado adicional?
(Por qué?

. Si f(x) = x?1In x, utilice el “limite de un cociente de di-

ferencia” para estimar f’(5). Redondee su respuesta a
tres decimales.

. Si f(x) = Vx> + 3x — 4, utilice la funcién de deriva-

cién numérica de su calculadora gréfica para estimar la
derivada cuando x = 10. Redondee su respuesta a tres
decimales.
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~ 64. La funcién de costo total para un fabricante estd da- = 65. Si
da por
y=(u+3)Vu + 6,
T4 | a0
c=—— ,
A /qZ + 8 y
x + 4
donde c estd en ddlares. Utilice la funcién de deriva- w=Tr
cién numeérica de su calculadora gréfica para estimar
el costo marginal cuando se producen 12 unidades. encuentre dy/dx cuando x = 0.3. Redondee su res-

Redondee su respuesta al centavo mds cercano. puesta a dos decimales.



Aplicacion practica
Propension marginal al consumo

na funcién de consumo puede definirse ya sea
Upara una nacién, como en la seccién 10.5, o para
una familia. En cualquier caso, la funcién relaciona
el consumo total con el ingreso total. Una funcion de
ahorro, de manera anéloga, relaciona el ahorro total
con el ingreso total, ya sea en una nacién o a nivel
familiar.

La informacién acerca del ingreso, consumo y aho-
rro para Estados Unidos como un todo puede encon-
trarse en las tablas de Cuentas del Producto e Ingreso
Nacional (NIPA, por sus siglas en inglés), compiladas
por la oficina de Anélisis Econémicos, una divisién del
Departamento de Comercio de Estados Unidos. Las
tablas pueden descargarse de wwwww.bea.doc.gov Pa-
ra los afios de 1959-1999, la funcién de consumo nacio-
nal se indica por medio del diagrama de dispersion de
la figura 10.15.

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

Consumo personal (miles de millones $)

1000

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Disposicion personal del ingreso (miles de millones $)

FIGURA 10.15 Funcién de consumo nacional para Estados
Unidos.

Observe que los puntos estdn mas o menos a lo largo
de una linea recta. Una regresion lineal da la ecuacion
para ésta como y = 0.9314x — 99.1936.

La propensién marginal al consumo derivada de
esta grafica es simplemente la pendiente de la recta,
esto es, alrededor de 0.931 0 93.1%. A nivel nacional,
entonces, un incremento de mil millones de ddlares en
el ingreso total disponible produce un incremento de

$931 millones en el consumo. Y si suponemos que el
resto se ahorra, existe un aumento de $69 millones en
el total de ahorros.”’

Quiz4 algo mas sencillo para relacionar, a causa de
los nimero mds pequefios involucrados, es la funciéon
de consumo para una familia. Esta funcién esta docu-
mentada en Encuestas de Gastos del Consumidor lle-
vada a cabo por la Oficina de Estadisticas de Trabajo,
que es parte del Departamento de Trabajo de Estados
Unidos. Los resultados de las encuestas para cada afio
pueden bajarse de www.bls.gov/csxhome.htm.

La encuesta de cada afio proporciona informa-
cién para cinco quintiles, como se denominan, donde
un quintil representa un quinto de las familias de Esta-
dos Unidos. Los quintiles son ordenados por ingreso,
de modo que el quintil inferior representa al 20% mads
pobre de las familias de Estados Unidos y el quintil su-
perior representa al 20% mas rico.

Para el afo de 1999, el ingreso y consumo son co-
mo se muestra en la tabla 10.3. Los nidmeros son valores
promedio dentro de cada quintil. Si estos datos se grafi-
can por medio de una calculadora gréfica, los puntos
caen en un patrén que podria aproximarse de manera
razonable a una linea recta, pero podria aproximarse

TABLA 10.3 Ingresos y gastos familiares de Estados
Unidos, 1999

Ingreso después

de impuestos Gastos totales

$7101 $16,766
$17,576 $24,850
$30,186 $33,078
$48,607 $46,015
$98,214 $75,080

2En realidad, también debe contar los pagos de intereses y otros
gastos no contabilizados como consumos. Pero, por ahora ignorare-
mos esta complicacion.
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mejor a la forma de una curva, cualitativamente, pareci-
da a una funcion raiz cuadrada (véase la fig. 10.16).

100,000 1-
80,000 |-
2
8 60,000
]
°
[%2}
_9
@ 40,000 -
o
20,000 -
| | | |

Il
20,000 40,000 60,000 80,000 100,000
Ingreso después de impuestos ($)

FIGURA 10.16 Funcion de consumo familiar (Estados
Unidos).

La mayoria de las calculadoras graficas no tienen
una funcién de regresion para una funcién de tipo raiz
cuadrada. Sin embargo, ellas tienen una funcién de re-
gresion cuadratica y la inversa de una funcién cuadra-
tica es una funcion de tipo raiz cuadrada (las funciones
inversas se mencionaron en la seccion 5.2). Asi, proce-
demos como sigue. Primero, utilizamos las capacida-
des estadisticas de una calculadora, para introducir los
numeros de la segunda columna de la tabla 10.3 como
valores de x, y los de la primera columna como valores
de y.Segundo, realizamos una regresion cuadratica. La
funcién obtenida estd dada por

y = (44627 X 107°)x? + 1.1517x — 13,461.

Tercero, intercambiamos las listas de los valores de x y
y en preparacion para la grafica. Cuarto, reemplaza-
mos y por x, y x por y en la ecuacién de regresion cua-
dratica, y despejamos y (por medio de la férmula
cuadratica) para obtener la ecuacién

_ —11517 £ V115172 — 4(4.4627 X 10 °)(—13461 —x)
2(4.4627 X 107%)

y

0, con mayor sencillez,

y = —129,036 £ V/1.9667 X 10" + 224,080x.
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Por tltimo, introducimos la mitad superior de la curva
(que corresponde a la parte + del signo =) como una
funcién para graficar; luego la desplegamos junto con
una grafica de los datos. El resultado se parece al mos-
trado en la figura 10.17.

100,000

0 100,000

FIGURA 10.17 Graéfica de la recta de
regresion.

Para encontrar el consumo marginal para un in-
greso dado, ahora usamos la funcién dy/dx. Por ejem-
plo, para encontrar el consumo marginal en $50,000,
seleccionamos dy/dx, y luego introducimos 50,000. La
calculadora regresa el valor 0.637675, que representa
un consumo marginal de alrededor del 63.8%. En otras
palabras, una familia con ingresos de $50,000 anuales,
al obtener un ingreso adicional de $1000, gastaria $638
de ellos y el resto lo ahorraria.

Ejercicios
1. Compare la funcién de consumo de la figura 10.15
con las funciones de consumo de los problemas 63
y 64 de la seccion 10.5. ; Estas funciones de consu-
mo difieren de manera significativa?

2. El primer renglén de la tabla 10.3, en la primera
columna, tiene $7101 y en la segunda columna,
$16,766. ; Qué significa esto?

3. Suponga que una familia tiene ingresos anuales de
$25,000, y en 1999 recibié un bono extra inespera-
do por $1000. ; Cuédnto de ese cheque esperaria us-
ted que la familia gastara? ;Cudnto ahorraria?

4. Suponga que una familia con ingresos de $90,000
anuales, recibié en 1999 un bono extra por $1000,
que no lo esperaba. ;Cudnto de ese bono gastaria?

5. (Cudles son las razones de la vida real para explicar
la diferencia entre las respuestas de los proble-
mas 3y 4?
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Aplicacion practica
Cambio de la poblacion
con respecto al tiempo

 CAPITULO 11

Temas adicionales
de diferenciacion

espués de un incémodo viaje en un vehiculo, en ocasiones los pasajeros

describen la travesia como un viaje con “jaloneos” o con “muchos tumbos”.
Pero, de manera mas precisa, ;qué es el “jaloneo”?, ;qué significa esto para,
digamos, un ingeniero que disefia un nuevo sistema de transporte?

Viajar en linea recta a una velocidad constante se denomina movimiento
uniforme, y no existe “jaloneo” alguno. Pero, si la trayectoria o la velocidad
cambian, el viaje puede tener “jalones”. El cambio en la velocidad con respecto
al tiempo, formalmente, es la derivada de la velocidad. Llamada aceleracion,
el cambio en la velocidad es la segunda derivada de la posicion con respecto
al tiempo —Ila derivada de la derivada de la posicion. Uno de los conceptos
importantes que se tratan en este capitulo es el de derivadas de orden superior,
de las cuales la aceleracion es un ejemplo.

Pero, ;la aceleracién es la responsable de “los jalones”? La sensacion de
“jaloneo” hacia delante y hacia atrds en una montafa rusa ciertamente esta
relacionada con la aceleracién. Por otra parte, las revistas de automaoviles con
frecuencia elogian a los automéviles que tienen una aceleracién suave. De
modo que parece que la aceleracion tiene algo que ver con “los jalones”, pero
no es en si la causa.

La derivada de la aceleracion es la tercera derivada de la posiciéon con
respecto al tiempo. Cuando esta tercera derivada es grande, la aceleracién
estd cambiando con rapidez. En una montaia rusa, en una vuelta uniforme a
la izquierda se experimenta una aceleracion uniforme hacia la izquierda. Pero
cuando la montafia rusa cambia de manera abrupta de una vuelta hacia la
izquierda a una vuelta hacia la derecha, la aceleraciéon cambia de direcciones,
y los pasajeros experimentan un jalon. La tercera derivada de la posicion es, en
efecto, muy adecuada para medir “los jalones”, que es costumbre denominar
“jalén” o “giro”, al igual que la segunda derivada se denomina aceleracion.

El “giro” tiene implicaciones no sélo para la comodidad de los pasajeros
en un vehiculo, sino también para la fiabilidad de los equipos. Por ejemplo,
los ingenieros disefian equipo para naves espaciales siguiendo directrices
acerca del maximo “giro” o “jalon” que el equipo debe ser capaz de soportar

sin dafiar sus componentes internos.

499



500  Capitulo 11 = Temas adicionales de diferenciacién

Desarrollar una
férmula de diferenciacion para
y = Inu, aplicar la férmula y
utilizarla para diferenciar una
funcién logaritmica para una
base diferente de e.

11.1 DERIVADAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS

En esta seccion desarrollaremos férmulas para diferenciar funciones logarit-
micas. Comenzamos con la derivada de f(x) = In x, donde x > 0. De acuerdo
con la definicién de derivada,

d (Inx) = It f(x + h) — f(x) . In(x + h) — Inx
—(ln x) = Ilim = Iim .
dx h—0 h h—0 h
Si utilizamos la propiedad de los logaritmos de que In m — In n = In(m/n),
tenemos
<x + h)
In
A Inx) = lim N *
dx( h—0 h
= lim 1ln<x+h> = lim 1ln<1+h>
h—o| h b h—ol| h X

1 1
Al escribir — como — - f, se obtiene
h X h

d . 1 x h
L= uft - zuf1+4)]
x/h
= lim {lln<1 +h> }
h—0LX X

x/h
= l - lim [ln<1 + h) }
X h—0 X

Como puede demostrarse que el limite de un logaritmo es el logaritmo del
limite (Iim In ¥ = In lim u), tenemos

x/h
%(lnx) =1ln[h’m<1 —i—h) } @

X h—0 X

(yaquerlnm = Inm")

x/h
Para evaluar lim <1 + ) , primero observamos que cuando 4 — 0, enton-
h—0 X

h . h . .
ces — — 0. Asi, si reemplazamos ~ por k , el limite adquiere la forma
lim (1 + k)Y,
k—0

Como se establecid en la seccion 9.1, este limite es e. Asf, la ecuacién (1) resulta

d 1 1 1
7(111)6) —;lne—;(l) —;

Por tanto,

1
——(Inx) = —. )

EJEMPLO 1 Diferenciacion de funciones que contienen ln x

a. Diferenciar f(x) = 51Inx.



La regla de la cadena es invaluable
en el desarrollo de la férmula de
diferenciacion para In u.

d
No olvide que falta Ir (x*+ 1).
dx

—® Principios en prdctica 1
Diferenciacion de funciones
que incluyen ln u

La oferta de g unidades de un
producto al precio de p ddlares
por unidad estd dada por

q(p) =25 + 2In(3p* + 4).De-
termine la razén de cambio de la
oferta con respecto al precio, dl

dp
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Solucion: Aqui fes una constante (5) que multiplica a una funcién (In
x), por lo que, segtin la ecuacion (2) tenemos

(o) =54 _s. 1.3
f(x)—de(lnx)—S Pl
) . In x
b. Diferenciar y = —-.
X

Solucion: segun la regla del cociente y la ecuacién (2),

2 d _ L
X (Inx) — (Inx) I (x9)

y = (x2)2

x* x* x3

IE— |

1
2 = —
x <x> (lnx)(zx)_x—lenx_l—Zlnx

Ahora extenderemos la ecuacion (2) para considerar una clase mas amplia de
funciones. Sea y = In u, donde u es una funcion positiva y diferenciable de x.
Por la regla de la cadena,

gy = @ e L
dx Y T dw T ax T aw Y T ax T uw T ax
Por lo que,

d 1 du

E(lnu) = ;E (3)
T —

EJEMPLO 2 Diferenciacion de funciones que contienen ln u

a. Diferenciary = In(x* + 1).
Solucion: esta funcién tiene la forma In u, con u = x* + 1. Empleando
la ecuacidn (3), se obtiene
dy 1 d,, 1 2x
— = — +1) = 2x) = .
- eriax ™ TY T 30T

b. Diferenciar y = x*In(4x + 2).
Solucion: utilizando la regla del producto se obtiene

4y _

, d da
P [In(4x + 2)] + [In(4x + 2)] d (x%).

X

Con base en la ecuacién (3) con u = 4x + 2,

d
d% — 2 <4x1+ 2) (4) + [In(4x + 2)] (2x)

2
2x + 1

+ 2x In(4x + 2).

c. Diferenciar y = In(In x).
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Solucion: éstatienelaformay = Inu, conu = Inx.Con la ecuacién (3)
obtenemos,

Con frecuencia podemos reducir el trabajo implicado en diferenciar el
logaritmo de un producto, cociente o potencia, utilizando las propiedades de
los logaritmos para reescribir el logaritmo antes de diferenciar. Esto lo ilustra
el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 3 Reescritura de funciones logaritmicas antes de diferenciarlas

dy . s
a. Encontrardel y =In(2x +5)°.
X

Solucion: aqui se tiene el logaritmo de una potencia. Primero simplifi-
camos el miembro derecho utilizando las propiedades de los logaritmos.
Luego diferenciamos. Tenemos

y = In(2x + 5)° = 3In(2x + 5),

dy 1 6
dx_3(2x+5>(2>_2x+5‘

De otra manera, si primero no simplificamos, escribiriamos

Al comparar ambos métodos, nota- dy B 1 d 3
mos que el mds sencillo es primero dx (2x + 5)° dx [(2x + 5)°]
simplificar y después diferenciar.
1 6
=—(3)(2x + 5)%(2) = .
(2x+5)3()( y(2) 2x + 5

b. Encontrar f'(p) sif(p) =In[(p + DXp +2)3%(p + 3)4].

Solucion: simplificamos el miembro derecho y luego diferenciamos:

f(p) =2In(p+1) +3In(p +2) + 4In(p + 3),

i) =2 (ljil) (1) + 3 (p1+2> (1) + 4 (le) (1)
2 3 4

EJEMPLO 4 Diferenciacion de funciones que contienen logaritmos
1+
a. Encontrar f'(w) si f(w) =In 5 wl.
w? —

Solucion: simplificamos usando las propiedades de los logaritmos y
luego diferenciamos:

[In(1 + w?) — In(w? — 1)],

N | —

f(w) =
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Fw = 3| s ew) - ew |

1+ w? w? — 1
. w o w 2w
1+ w w—1 wt — 1

b. Encontrar f'(x) si f(x) = In*(2x + 5).
Solucion: el exponente 3 afecta a In(2x + 5). Esto es,
f(x) = In*(2x + 5) = [In(2x + 5)]%.

Por la regla de la potencia,

F(x) = 3[In(2x + 5)P-9{in(2x + 5)]

dx
= 3[In(2x + 5)]{2xl+5 (2)]
= 2x6+ ) [In(2x + 5)* = P In*(2x + 5).

g Advertencia No confunda In*(2x + 5) con In(2x + 5)° que aparecié
en el ejemplo 3(a).

Derivadas de funciones logaritmicas con base b

Para diferenciar una funcion logaritmica con base diferente a e, podemos con-
vertir primero el logaritmo a logaritmos naturales por medio de la férmula del
cambio de base, y luego diferenciar la expresion resultante. Por ejemplo, con-
sidere y = log, u, donde u es una funcién diferenciable de x. Segtin la férmula
del cambio de base,

o Inu
= u = —-,
y Eb nb

Al diferenciar, obtenemos

1 1 1 1
2 (log, u) =d< n”) = L4y =L 1

dx dx \Inb) ~ Inbdx Inb udx
Por lo que,
d 1 du
B l = - —.
dx (logy u) (Inb)u dx

En vez de memorizar esta regla, le sugerimos recuerde el procedimiento uti-
lizado para obtenerla.

Procedimiento para diferenciar log, u

. . 1 . .
Convierta log, u a logaritmos naturales para obtener y luego diferencie.

Inu
In b
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—® Principios en prdctica 2
Diferenciacion de una funcion
logaritmica de base 10

La intensidad de un sismo se mide
en la escala de Richter. La lectura

estd dada por R = log IL en don-
0

de I es la intensidad e o es una

intensidad minima estandar. Si

I, = 1, encuentre 2—?, la tasa de

cambio de la lectura en la escala
de Richter con respecto a la inten-
sidad.
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EJEMPLO 5 Diferenciacion de una funcion logaritmica con base 2

Diferenciar y = log, x.

Solucion: de acuerdo con el procedimiento anterior, tenemos

i(l ):d<lnx>:1d(1 ) = 1
de V082 T i \m2) T m2dx Y T X2

Vale la pena mencionar que podemos escribir la respuesta en términos de la
base original. Ya que

b1 log,e o
Inb  log,b 1 &b €
log, e

1
podemos expresar como — log, e.
X

xIn?2

EJEMPLO 6 Diferenciacion de una funcién logaritmica con base 10

Siy = log(2x + 1), encontrar la razén de cambio de y con respecto a x.

Solucion: larazon de cambio es dy/dx y la base implicada es 10. Por tanto,
tenemos
dy _d d [In(2x + 1)}
= + S e S
dx  dx 0g2x T )] dx[ In 10
1 1 2

"m0 21D T ) mio

g Ejercicio 11.1

En los problemas del 1 al 44 diferencie las funciones. Si es posible, utilice primero las propiedades de los logaritmos para

simplificar la funcion dada.
1. y=4Inx.
4. y = In(5x — 6).
7.y = In(1 — x?).
10. f(r) = In(2r* — 3r> + 2r + 1).
13. y = x¥*In(4x + 3).
16. f(w) = log(w? + w).

1
19. f(z) = =L
z
22, y = In x'®

25. y =9InV1 + x%

In x
2. y=——-. .y =1 — 7).
y 14 3. y=In(3x — 7)
5. y=Inx% 6. y = In(ax* + b).

8. y = In(—x* + 6x). 9. f(p) = In(2p* + 3p).

1. f(t) =tInt 12. y = x’In x.
14. y = (2x + 5)*In(2x + 5). 15. y = logs(8x — 1).
17. y = x* + logy(x* + 4). 18. y = x’log, x.
x x*—1
20. y = —. 21. y = )
0 In x Y In x
23. y = In(x? + 4x + 5)%. 24. y = 61In V.

26. f(s) = ln(1 ~s|—2s2>' 27. f(l) = ln<%).
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2x + 3 1+ x? xt =1
28. y =1 . 29. y =Iny . 30. y =1 .
y “<3x—4> YNNI o2 YT

3Ly =In[(x* +2)*(¥* + x — 1)]. 32. y = In[(5x + 2)%8x — 3)°]. 33 y=5In(xV2x + 1).
x
4. y=6ln———. 35. y = (x> + 1) In(2x + 1). 36. y = (ax + b) In(ax).
V2x + 1
37. y=Inx’ + In® x. 38. y = x"3 39. y = In*(ax).
40. y = In’(2x + 11). 41. y = xInVx — 1. 42, y = In(x*V3x —9).

43. y=V4+3nx 4. y =In(x + V1 + x?).

45. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva males) cuando g = 45.

y = In(x*> — 2x — 2) 51. Cambio en la oferta La oferta de g unidades de un pro-

cuando x = 3. ducto al precio de p ddlares por unidad estd dada por

46. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva q(p) = 25 + 10In(2p + 1). Determine la tasa de cam-

d
bio de la oferta con respecto al precio, dl
y = lIn(x) = 1] g

en el punto donde x = e. 52. Percepcion de sonido El nivel de un sonido (L, medido

X en decibeles) percibido por el oido humano depende
47. Encuentre la pendiente de la curva y = —— cuando ) ) )
In x de los niveles de intensidad (7), de acuerdo con
x =3 1
L = 10log 7oen donde [ es el umbral de audibilidad.
0

48. Ingreso marginal Encuentre la funcién de ingreso ) - dL ) )
Si I, = 17,determine —, la raz6én de cambio del nivel

marginal si la funcién de demanda es dl
p = 25/In(g + 2). del sonido con respecto a la intensidad.
49. Costo marginal Una funcién de costo total esta dada
por 53. Biologia En cierto experimento con bacterias, se ob-
servo que la actividad relativa de una colonia particular
¢c=25In(g + 1) + 12. de bacterias estd descrita por

Encuentre el costo marginal cuando g = 6.

T
A—6ln<a_T—a>,

donde a es una constante y 7 es la temperatura del
400 medio ambiente. Encuentre la razén de cambio de A

¢ = In(g + 5)° con respecto a 7.

50. Costo marginal La funcién del costo promedio de un
fabricante, en ddlares, esta dada por

54. Demuestre que la razén de cambio relativade y = f(x)
Encuentre el costo marginal (redondeado a dos deci- con respecto a x es igual a la derivada de y = In f(x).

e En los problemas 56 y 57 use las reglas de diferenciacion para encontrar f'(x). Luego use su calculadora grifica para
encontrar todos los ceros de f'(x). Redondee sus respuestas a dos decimales.

In(2x)
56. f(x) = x*In x. 57, f(x) = P
Desarrollar una 11.2 Derivadas de funciones exponenciales

férmula de diferenciacién para
y = e", aplicar la férmula y
utilizarla para diferenciar una y = e,
funcién exponencial con base

diferente a e.

Ahora obtendremos una férmula para la derivada de la funcién exponencial
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donde u es una funcién diferenciable de x. En forma logaritmica tenemos
u=1Iny.

Si diferenciamos ambos miembros con respecto a x obtenemos

d d
E(“) = a(lnwa
du _ 1dy
dx ydx

Si despejamos dy/dx y luego reemplazamos y por e" resulta

dy du L du

dx  Ydx Cdx
Por lo que,

d du
——(e") = " —. 1
(e edx @

Como caso especial, sea u = x. Entonces du/dx = 1y
—(e¥) = e". ?2)
Observe que la funcién y su derivada son iguales.

‘Advertencia La regla de la potencia no se aplica a ex. Esto es
A d

I (e) # xe* L.

EJEMPLO 1 Diferenciacion de funciones que contienen e*

d
a. Encontrar — (3e%).
7y 3¢
Solucion: como 3 es un factor constante,

d X — d X
E(3e)—3dx(e)

= 3e* [segtn la ecuacién (2)].
d

: X
b. Siy = o encontrar d7i

Solucion:  primero utilizamos la regla del cociente y luego la ecuacion (2):

xd d X
dl B e E(x) — x—(e%) e (1) — x(e") e*(1 — x) 1—x

dx (ex)z = (ex)Z er er

c. Siy =e> + e* + In 3, encontrar y'.

Solucion: como €y In 3 son constantes,y’ = 0 + ¢* + 0 = e*.

IE— |



1 It . b
(;7 (e") = e" % No olvide la %

—® Principios en prdctica 1
Diferenciacion de funciones
que contienen a e*

Cuando un objeto se mueve de
un entorno a otro, el cambio de la
temperatura del objeto esta dado
por T = CeX,donde C es la dife-
rencia de temperaturas de los dos
entornos, ¢ es el tiempo en el en-
torno nuevo y k es una constante.
Determine la razén de cambio de
la temperatura con respecto al
tiempo.

| m

FIGURA 11.1 La funcion de
densidad de la distribucion normal.
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EJEMPLO 2 Diferenciacion de funciones que contienen e”

d s
a. Encontrar — (e* %),
dx
Solucion: la funcién tiene la forma e* con u = x> + 3x. De la ecuacién
(1),

d 3 3 d 3
E(ex +3x) = ¢F +3xE(x3 + 3X) = ¢¥ +3x(3x2 + 3)

= 3(x? + 1)e" .

d
b. Encontrar? [e*"TIn(x? + 1)].
x

Solucion: segun la regla del producto,

d%[e"“ In(x* +1)] = e’“”dix[ln(x2 + 1)] + [In(x* + 1)];7(6”1)
= em(ﬁ i 1) (2x) + [In(x* + 1)Je** (1)
— x+ 2x 2
=e 1[}(2 G A+ 1)}.

(R

EJEMPLO 3 Funcién de densidad de la distribucion normal
Una funcion importante utilizada en las ciencias sociales es la funcion de densi-
dad de la distribuciéon normal

y = f(x) = #e—(l/Z)[(x—p_)/(r]z

oV2r

donde o (letra griega que se lee “sigma™) y w ( letra griega que se lee “mu’™) son
constantes. La grdfica de esta funcion, llamada curva normal, tiene forma de
“campana” (véase la fig. 11.1). Determinar la razén de cambio de y con respec-
to a x cuando x = p.

Solucion: la razén de cambio de y con respecto a x es dy/dx. Observamos

1
oV2mT

que el factor es una constante y que el segundo factor tiene la forma

e", donde

% _ g\;z? [ (L= [— %(2) (x ; M) <(1,>]

Al evaluar dy/dx cuando x = w, obtenemos

dy

i =0.

x=p
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Verifique el resultado de manera di-
recta, por medio de la ecuacion (3).

En forma geométrica, esto significa que la pendiente de la recta tangente a la
graficade y = f(x) enx = u es horizontal (véase la fig. 11.1).

Diferenciacion de funciones exponenciales con base a

Ahora que estamos familiarizados con la derivada e, consideraremos la de-
rivada de la funcién exponencial mds general a“. Si reemplazamos a por la
forma equivalente €™ “, podemos expresa a* como una funcién exponencial
con base e, una forma que podemos diferenciar. Tenemos,

@y =L peneyg = 4L (e

X

= """ — (yIn a)

dx

d
— eulna <d1;> Ina

= a"(Ina) ﬁ (ya que e""* = g*).

Por tanto,

d U\ — U dl
E(a)—a (In a) I 3)

Observe que sia = e, el factor In a en la ecuacion (3) es igual a 1. Por tanto, si
se usan funciones exponenciales con base e, tendremos una férmula de dife-
renciacién mas sencilla con la cual trabajar. Esta es una razén por la que las
funciones exponenciales naturales se usan tan ampliamente en célculo. En vez
de memorizar la ecuacién (3), le sugerimos recordar el procedimiento para
obtenerla.

Procedimiento para diferenciar a*

Convierta a" en una funcién exponencial natural, aprovechando la propie-
dad de que a = ™“y luego diferencie.

El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento.

EJEMPLO 4 Diferenciacion de una funcion exponencial con base 4

d
E trar — (4%).
nconrardx( )

Solucion: empleando el procedimiento anterior, tenemos

) = e

d d
= [e(n®X] {forma Ir (e”)}
d>
=e n segun la ecuacién
(In4)x In 4 g in 1 . 1

= 4*(In 4).
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EJEMPLO 5 Diferenciacion de formas diferentes

d
Encontrara (& + x¢ + 2V,

Solucion: aqui tenemos que diferenciar tres formas distintas; jno las con-
funda! La primera (¢?) es una base constante elevada a una potencia constan-
te, por lo que es en si misma una constante. Asi, su derivada es igual a cero. La
segunda (x°) es una base variable elevada a una potencia constante, por lo

que se aplica la regla de la potencia. La tercera (2\/;) es una base constante
elevada a una potencia variable, por lo que debemos diferenciar una funcién
exponencial. Reuniendo todo, tenemos

di (€ + x° +2V7) =0 4 ext™! 4~ [V
X

dx Le

= ext! + [e(n2Vr] (ln2)< ! )

2Vx

. 2Y"Im2
=ex + —F
2Vx
n
En los problemas del 1 al 28 diferencie las funciones.
2 x 2 2

1. y = 7¢% 2. y= ; . 3. y=e" 4, y =¥t

5, y = e973% 6. f(q) — e*q‘“rﬁq*l. 7. f(r) — e3r2+4r+4. 8. y = e9x2+5x3*6‘

9. y = xe. 10. y = x%~~ 11. y = x% ~. 12. y = xe*.

X _l’_ —-X X —X N
13 y= % 4. y= % 15. y = 4, 16. y = 2°x2
2w
17. f(w) = . 18. y = e Vo 19. y = *Vx, 20, y = (¥ + 1)%
w
=1
2l y = x° — 5% 22, f(z) = €'~ 23. y = ZX 1 24. y = *(x + 6).
25. y = ¥, 26. y=e¢ "Inx. 27. y = e, 28. y = Ine*"l,
29. Si f(x) = ee'e, encuentre f'(—1). 30. Sif(x) = 57" encuentre f'(1).
31. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva 32. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva
y = e‘cuandox = —2. y = x%"enel punto (1, e).

En cada una de las ecuaciones de demanda en los problemas 33 y 34, encuentre la razén de cambio del precio p con respecto a la
cantidad q. ;Cudl es la razon de cambio para el valor indicado de q?

33. p = 15¢"We; g = 500. 34. p = 8e —34/800, q = 400.

En los problemas 35 y 36, c es el costo promedio de producir q unidades de un producto. Encuentre la funcion de costo marginal
y el costo marginal para los valores dados de q.
_7000e%/700 850 £(2476)/500

35. ¢ T, q = 350, g = 700. 36. ¢ 7 =+ 4000 T; q =97, g =197.
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37.

38.

39.

40,

41

42

43,

44

45
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Si

e+l encuentredfw
t—1 dt

w=e"F 4+ xln(x —1)yx =

cuando ¢t = 3.
Si f'(x) = e *yu = In x% demuestre que

d 2
LWl = =
Determine el valor de la constante positiva c si

d

E(c‘—x)zo

cuando x = 1.

Calcule la razoén de cambio relativa de

£(x) =107 + In(8 + x) + 0.01e* 2

cuando x = 2. Redondee su respuesta a cuatro deci-
males.

Ciclo de produccion Para una empresa, la produccién
diaria ¢q en el t-ésimo dia de un ciclo de produccién esta
dada por

g = 500(1 — e~ ),

Encuentre la razén de cambio de la produccion g con
respecto a ¢ en el décimo dia.

Funcion de densidad normal Para la funcién de densi-

dad normal

encuentre f'(0).

Poblacion La poblacién, en millones, del area mas
grande de Seattle dentro de ¢ afios, contados a partir de
1970 se estima por medio de P = 1.92¢"""7%. Demuestre
que dP/dt = kP, donde k es una constante. Esto signi-
fica que la razén de cambio de la poblacion en cualquier
tiempo es proporcional a la poblacién en ese tiempo.

Penetracion de mercado En un anélisis de la difusion
de un nuevo proceso en un mercado, Hunter y Rubens-
tein' se refieren a una ecuacién de la forma

Y = kd”,
donde Y es el nivel acumulado de difusién del nuevo
proceso en el tiempo £, y k, 'y B son constantes positi-
vas. Verifique la afirmacién de que

dY '
Z- = B'( Bt
I ko’ (B'In a)ln B.

Finanzas Después de t afios, el valor S de un capital de
P ddlares que se invierte a una tasa anual r compuesta

continuamente, estd dado por § = Pe’. Demuestre que
la razén relativa de cambio de S con respecto a t es r.

b ?

46.

47.

48.

49.

Relacion depredador-presa En un articulo sobre de-
predadores y presas, Holling? se refiere a una ecuacién
de la forma

y=K@1—e"),
donde x es la densidad de presas, y el nimero de presas

atacadas y K y a son constantes. Verifique la afirmacion
de que

Y ak )
i a y).
Terremotos De acuerdo con la escala de Richter,’

el ndmero de temblores de magnitud M o superiores
por cada unidad de tiempo, se obtiene por medio de
N = 10107, donde A y b son constantes. Despeje
dN/dM.

Psicologia La retencion a corto plazo fue estudiada
por Peterson y Peterson.* Los dos investigadores ana-
lizaron un procedimiento en el que un experimentador
daba verbalmente a una persona una silaba de tres le-
tras consonantes, por ejemplo, CHJ, seguida de un nu-
mero de tres digitos, como 309. La persona repetia
entonces el nimero y contaba hacia atrés restando
cada vez tres unidades, esto es, 309, 306, 303,... Des-
pués de cierto tiempo se ordenaba a la persona por
medio de una luz, recitar la silaba de tres constantes.
El intervalo de tiempo comprendido entre la termina-
cién de la enunciacién de la dltima consonante por el
experimentador, hasta la aparicién de la luz, se deno-
mind intervalo de evocaciéon. El tiempo entre la apari-
cién de la luz y la terminacién del enunciado de la
respuesta se denomind latencia. Después de muchos
ensayos se determind que para un intervalo de evoca-
cién de ¢ segundos, la proporcién aproximada de re-
cuerdos correctos con latencia inferior a 2.83 segundos
fue igual a p, donde

p = 0.89[0.01 + 0.99(0.85)'].

a. Encuentre dp/dt e interprete su resultado.
b. Evalte dp/dt para t = 2. Redondee su respuesta a
dos decimales.

Medicina Suponga que un indicador radiactivo, como
un tinte colorante, se inyecta instantdneamente al cora-
zo6n en el tiempo ¢ = 0,y se mezcla en forma uniforme
con la sangre dentro del corazén. Sea C, la concentra-
cién inicial del indicador en el corazén y suponga que el
corazon tiene un volumen constante V. También supon-
ga que conforme sangre fresca fluye hacia el corazon, la
mezcla diluida de sangre e indicador salen a una razén

Ta.p Hurter, Jr., A. H. Rubenstein, et al., “Market Penetration By
New Innovations: The Technological Literature”, Technological Fore-
casting and Social Change, 11 (1978), 197-221.

Zcs. Holling, “Some Characteristics of Simple Types of Predation and
Parasitism”, The Canadian Entomologist, XCI, ntim. 7 (1959), 385-398.
3 C. F. Richter, Elementary Seismology (San Francisco: W. H. Freeman
and Company, Publishers, 1958).

4L.R. Peterson y M. J. Peterson, “Short-Term Retention of Individual
Verbal Items”, Journal of Experimental Psychology, 58 (1959), 193-198.
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constante positiva de r. Entonces la concentracién del donde f(z) es la proporcidén del grupo dado de alta al fi-

indicador en el corazén en el instante ¢ estd dada por nal de ¢ dias de hospitalizacién. Encuentre la razon de
altas (proporcién de altas por dia) al final de 100 dias.

C(t) = Coe™ /), Redondee su respuesta a cuatro decimales.
Demuestre que dC/dt = (—r/V)C(1). 52. Ahor'ro y consun/lo El ahcfrro S 'de un pais (en'mlles
. o de millones de ddlares) estd relacionado con el ingreso
Medicina En el problema 49, suponga que el indica- nacional I (en miles de millones de délares) por la
dor radiactivo se inyecta a una razén constante R. La ecuacién

concentracion en el instante ¢ es entonces

R .
C(r)=""[1— e, 2+ ¢!

a. Encuentre C(0). a. Demuestre que la propensiéon marginal al consumo
dC R r . .

b. D t — = ———=C(1). en funcién del ingreso es
emuestre que — vV (1) g

24"
b. Al millén mds cercano, ;cudl es el ingreso nacional

Esquizofrenia Se han usado varios modelos para ana- cuando la propensién marginal al ahorro es de -2

lizar el tiempo de permanencia en un hospital. Para un
grupo particular de esquizofrénicos, un modelo’ esta
dado por

En los problemas 53 y 54 utilice las reglas de diferenciacién para encontrar f'(x). Luego use su calculadora grdfica para
encontrar todos los ceros reales de f'(x). Redondee sus respuestas a dos decimales.

2

f(x) = ex4+2x2,4x. 54. f(x) — x? + e ¥

> W. W. Eaton y G. A. Whitmore, “Length of Stay as a Stochastic
Process: A General Approach and Application to Hospitalization
for Schizophrenia”. Journal of Mathematical Sociology, 5 (1977),
273-292.

Estudiarlanociéonde 11.3  DIFERENCIACION IMPLICITA

una funcién definida de manera
implicita y determinar derivadas
por medio de diferenciacién im-
plicita.

La diferenciacién implicita es una técnica para diferenciar funciones que no
estan dadas en la forma usual y = f(x). Para presentar esta técnica, encontra-
remos la pendiente de una recta tangente a un circulo. Consideremos el circu-
lo de radio 2, cuyo centro esta en el origen (véase la fig. 11.2). Su ecuacion es

y x2_|_y2:’

Xryi=d Xty —4=0 @
~2,v2)
El punto (\6, \/2) estd en el circulo. Para encontrar la pendiente en este

_2/ 55 >~ X  punto necesitamos encontrar dy/dx ahi. Hasta ahora, hemos tenido a y en for-

\ J ma explicita (directa) en términos de x antes de determinar y’; esto es, en la
formay = f(x).Enlaecuacion (1) esto no es asi. Decimos que la ecuacién (1)
tiene la forma F(x,y) = 0,donde F(x, y) denota una funcién de dos variables.
Lo que parece obvio es despejar y en la ecuacién (1) en términos de x:

FIGURA 11.2 El circulo
x>+ yr =4 x2+y2—4:0,

y2:4_X2,

y=:i:\/4—x2. )



512 Capitulo 11 = Temas adicionales de diferenciacién

Se presenta ahora un problema: la ecuacion (2) puede dar dos valores de y
para un solo valor de x. No define a y de manera explicita en funcion de x. Sin
embargo, podemos suponer que la ecuacion (1) define a y como una de dos
funciones diferentes de x,

y=+V4—x* y y=—-V4—x%

y y

y=—V4-x

(a) (b)

FIGURA 11.3 x?> + y?> = 4 da lugar a dos funciones diferentes de la
variable x.

cuyas graficas se muestran en la figura 11.3. Como el punto (\/i, \/2) se en-
cuentra en la gréfica de y = V4 — x% debemos diferenciar esa funcién:

y = V4 — X2
dy 1
L =(4 — 2\—1/2 -2
= 4= )2
- x
4— %2
dy V2
1 - 2
Ast dxle=vs = ———==—1.
4 —2
Por lo que la pendiente del circulo x> + y> — 4 = 0 en el punto (\/2, \/2) es

igual a —1.

Resumamos las dificultades que se han presentado. Primero, y no se dio al
principio en forma explicita en términos de x. Segundo, después de que trata-
mos de encontrar alguna relacion, terminamos con mdas de una funcién de x.
De hecho, dependiendo de la ecuacién dada, puede ser complicado o incluso
imposible encontrar una expresion explicita para y. Por ejemplo, seria dificil
despejar a y de la ecuacién y** + In(x + y) = 0. Veremos ahora un método
que evita tales dificultades.

Una ecuacion de la forma F(x, y) = 0, como la que teniamos original-
mente, expresa a y como funcién de x en forma implicita. La palabra “implici-
ta” se usa puesto que y no estd dada de manera explicita como funcién de x.
Sin embargo, se supone o queda implicado que la ecuacién define a y por lo
menos como una funcién diferenciable de x. Suponemos entonces que la ecua-
cién (1), x> + y*> — 4 = 0, define alguna funcién diferenciable de x, digamos
y = f(x). A continuacién tratamos a y como una funcién de x y diferencia-
mos ambos miembros de la ecuacién (1) con respecto a x. Por dltimo, despe-
jamos dy/dx del resultado. Aplicando este procedimiento, obtenemos

d s a4
dx (x +y 4) dx (0)’

(4) =——(0). 3
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d o _ 4 a
Sabemos que I (x*) = 2x y que tanto i (4) como I (0) son cero. Pero,

d . .
o (¥*) no es 2y, porque estamos diferenciando con respecto a x y no con
X

respecto a y. Esto es, y no es la variable independiente. Como se supone que y
es una funcién de x, y* tiene la forma «", donde y desempefia el papel de u. Asi
du

tenemos
dx’

. d
como la regla de la potencia establece que, E(uz) =2u
d

d
o (y?) = 2y ﬁ De aqui que la ecuacion (3) se transforma en

dy _
2x+2y? = 0.
X

Despejando dy/dx resulta

d
2yﬁ= —2x,
dy X
o x 4
dx y “

Observe que la expresion para dy/dx contiene la variable y, asi como la varia-
ble x. Esto significa que para encontrar dy/dx en un punto, ambas coordena-
das del punto deben sustituirse en dy/dx. Asi,

dy V2

— = ———= = —1, como antes.
dx|(V2.V2) V2

Este método para encontrar dy/dx se llama diferenciaciéon implicita. Ob-
servamos que la ecuacion (4) no estd definida cuando y = 0. De manera geo-
métrica esto es claro, ya que la recta tangente al circulo en (2,0) o (—2,0) es
vertical y, por tanto, la pendiente no esta definida.

A continuacion se dan los pasos a seguir al diferenciar de manera implicita:

Procedimiento de diferenciacion implicita

Para una ecuacion que suponemos define implicitamente a y como una fun-

c . . . y .
cion diferenciable de x, la derivada dx puede encontrarse como sigue:
X

1. Diferencie ambos miembros de la ecuacion con respecto a x.

2. Agrupe todos lo términos que contengan dfy en un miembro de la ecua-
X
cién y agrupe los demads términos en el otro miembro.
d
3. Saque dfy como factor comun en el miembro que contenga los térmi-
X

dy
nos dx'

4. Despeje 2
- Despeje — .
T

EJEMPLO 1 Diferenciaciéon implicita

d
Encontrar?y por medio de diferenciacién implicitasi y + y> — x = 7.
X
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La derivada de y* con respecto a x
22 @Y 2.2
es 3y ——,no 3y”.
dx

En un problema de diferenciacién
implicita, somos capaces de encon-
trar la derivada de una funcién sin
conocer a la funcion.

—® Principios en prdctica 1
Diferenciacion implicita
Suponga que P, la proporcién de
gente afectada por cierta enfer-
medad, se describe por medio de

ln( P
1=/

tiempo en meses. Encontrar 5

) = 0.5¢, donde ¢ es el

t
la razén de cambio a la cual P
crece con respecto al tiempo.

Solucion: aqui y no estd dada como funcién explicita de x [esto es, no estd en
la forma y = f(x)]. Por lo que, suponemos que y es una funcién implicita (di-
ferenciable) de x y aplicamos el procedimiento anterior de cuatro pasos:

1. Diferenciamos ambos miembros con respecto a x:

d(y+y3—X)= d(7),

dx dx
d d , | d _d
Ahora d (y) puede escribirse dy  d (x) = 1.Porlaregla de la potencia
— —y—(x) =1
“dx VP dx’ Y dx g p )
d dy
— = 3y?—.
W) =3y
Obtenemos asi
dy dy
—=+3y'—=—1=0.
dx Y dx
2. Al agrupar todos los términos Ix " el miembro izquierdo y los demds en
X
el miembro derecho, resulta
dy dy
— + 3y —=1.
dx Y dx

d
3. Si factorizamos ?y en el miembro izquierdo, tenemos
X

dy
—— (14 3y?) =1.
dx( y9)

d
4. Despejamos dl dividiendo ambos miembros entre 1 + 3y*
X
y_ 1
dx 1+ 3y*

EJEMPLO 2 Diferenciacion implicita

d
Encontrardlsi x>+ 4xy? — 27 =yt
X

Solucion: como y no estd dada de manera explicita en términos de x, utiliza-
mos el método de diferenciacién implicita:

1. Suponemos que y es una funcién de x y diferenciamos ambos miembros
con respecto a x, obtenemos

da 2 _ _d
ix (x* + 4xy 27) I (),
d d d d

T () F A () = - 21) = ().



—® Principios en prdctica 2
Diferenciacion implicita

El volumen V de un globo esféri-
co estd dado por la ecuacién

4
V= gwr3, donde r es el radio

del globo. Si el radio esta crecien-
do a la velocidad de 5 pulgadas/

. dr
minuto | estoes,— =5 |, enton-

dt

. av
tonces determine e la razon de
aumento del volumen del globo,
cuando el radio es de 12 pulgadas.

Sec. 11.3 = Diferenciacion implicita

d
Para encontrar ic (xy?) utilizamos la regla del producto:

d
3% + 4| x 2 ()2
2l )

, d

a 0 — 43
O ELEY

3x* + 4{x(2y;ii> + yz(l)}

d
3 + Sxyd—)yc +4y? = 4y

dy
Es
dy
E,
dy
E.

= 4y3

515

d
Al agrupar los términos dl en el miembro izquierdo y los otros miembros
X

2.
en el lado derecho obtenemos
dy dy
8xy—— — 4y’ — = —3x? — 4y~
*Y dx Y dx o Y
: dy . o
3. Factorizamos dx en el miembro izquierdo obtenemos
d
diic} (8xy — 4y®) = —3x* — 4y
4. Despejamos .
. Despejamos o enemos
dy  —3x* —4y*  3x* + 4y
dx  8xy —4y> 4y — 8xy’
EJEMPLO 3 Diferenciacion implicita

Encontrar la pendiente de la curva x’ = (y — x°)? en (1,2).

Solucion:

remos dy/dx por medio de diferenciacion implicita. Tenemos

d 5 _d
dx(x)_dx

3x? =2(y — x2)<

dy dy
3x> =2 y— — 2xy — 2+23>,
X <y Xy — X dx X

3x? =2y

3x2 4 4xy — 4x° =2y

[(y — x*)],

d
d

dx
d
ﬁ — 4xy — 2x
dy dy
- -2 277
dx e

d
3x% 4 4xy — 4x° = 2ﬁ(y — x%),

dy _ 3% + dxy — 4X°

dx

2(y — x%)

o 2x>,
X

la pendiente en (1,2) es el valor de dy/dx en ese punto. Encontra-
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—® Principios en prdctica 3
Diferenciacion implicita

Una escalera de 10 pies de largo es-
td recargada en una pared vertical.
Suponga que la parte inferior de la

Capitulo 11 = Temas adicionales de diferenciacién

Asi, la pendiente de la curva en (1,2) es

ay
dx|a,2)

|

CO3(1)2 +4(1)(2) — 41 7

202 - (1))

EJEMPLO 4 Diferenciacion implicita

Siq — p =1Inq + In p, encuentre dq/dp.

Solucion:

miembros de la ecuacién con respecto a p:

>

suponemos que g es una funciéon de p y diferenciamos ambos

d d d
escalera se desliza alejandose de —(q) ———(p) =—(ngq) + —(In p),
la pared a una velocidad constan- dp dp d d
dx
te de 3 pies/s.| Est — =3
e de pless< soes,dt ) ﬂ_ zldl l
(Qué tan répido la parte superior dp qgdp p
de la escalera se desliza hacia
abajo, cuando la parte superior de ﬂ 1 ﬂ 1 +1
la escalera estd a 8 pies (esto es dp qgdp p ’
cuando y = 8) del piso? (es decir,
d
;cudnto es l?) (Utilice el teore- ﬂ ( — 1> = 1 +1
di dp q ’
ma de Pitdgoras para tridngulos
rectdngulos, x>+ y*> = z%, en dg (g — 1 1+ p -
donde x y y son los catetos del 1n ( > = (simplificando),
tridngulo y z es la hipotenusa.) p q p
dg _ (1+ p)g
dp plqg —1)
=
En los problemas del 1 al 24 encuentre dy/dx por medio de diferenciacion implicita.
1. X2+ 4y = 4. 2. 3x2 4 6y = 1. 3. 3yt —7x =0. 4. 2x? — 3y? = 4.
5. Vit Vy=3. 6. x'P+ yS =4 7. x4y = 8.y = 4x.
9. xy = 4. 10. x +xy—2=0. 1. xy —y—1lx =5 12. x> + y*> = 2xy + 3.
13. 283+ 3 — 12xy = 0. 14, 2x3 + 3xy + y> = 0. 15. x=\Vy+ V. 16. ¥*y* + x = 9.
17. 3x*y* —x +y =25 18. y>»+ y=Inx. 19. ylnx = xe’. 20. In(xy) + x = 4.
21. xe¥ + y = 13. 22. ax’ — by’ =c. 23. (1 4+ e*)? =3+ 1In(x + y).
24. y* = In(x + y).
25. Six + xy + y* = 7,encuentre dy/dx en (1,2). 29. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva

26.

27.

1 .
en el punto <O, §>; y también en (x, y,)-

28.
16y? en el punto (0, 2).

Six\/y +1= y\/x + 1, encuentre dy/dx en (3, 3).

Encuentre la pendiente de la curva 4x* + 9y = 1

Encuentre la pendiente de la curva (x* + y?)* =

30.

¥ +y2=3

en el punto (—1, 2).

Repita el problema 29 para la curva

YV+xy—x2=5

en el punto (4, 3).
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Para las ecuaciones de demanda en los problemas del 31 al 34 encuentre la razon de cambio de q con respecto a p.

31.

35.

36.

37.

38.

39.

20 20
=100 — ¢* 32. p =400 — Vg 3. p=——0. 4. p= :
4 q P q p (g + 57 p 7 +5
Radiactividad La actividad relativa I/1, de un ele- Encuentre la razén de cambio del volumen con res-

mento readiactivo varia con el tiempo transcurrido de
acuerdo con la ecuacion

ln<i> = —At
IO ’

donde A (una letra griega que se lee “lambda”) es la
constante de desintegracion e I, es la intensidad inicial
(una constante). Encuentre la razén de cambio de la in-
tensidad / con respecto al tiempo transcurrido ¢.

Fisica Para una estrella cuya brillantez no es muy
diferente de la de nuestro Sol, la relacién entre su
masa m y su luminosidad L estd dada por

logm = 0.06 + 0.26 log L.

a. Encuentre dm/dL por diferenciacién implicita.

b. Suponga ahora que la masa de una estrella estd cam-
biando con respecto al tiempo ¢ a razén de dmi/dt.
Encuentre una expresion para dL/dt, 1a razén corres-
pondiente de cambio en la luminosidad.

Sismos La magnitud M de un sismo y su energia E
estan relacionadas por la ecuacién®

E
1.5M =logl ————+ |-
& (2.5 X 10“)
Aqui M esta dada en términos de la escala de Richter de
1958 y E esté en ergios. Determine la razén de cambio
de la energia con respecto a la magnitud.

Escala fisica La relacion entre la velocidad (v), la fre-
cuencia (f) y la longitud de onda (A) de cualquier onda
estd dada por

v = fA

Encuentre df /d\ por diferencia implicita. (Trate a v
como constante.) Luego demuestre que el mismo resul-
tado se obtiene si primero se despeja fy enseguida se
diferencia con respecto a A.

Fisica La relacion entre la temperatura 7'y el volu-
men V cuando cierto gas queda sometido a un proceso
adiabatico estd dada por

TV = 1500.

°K.E. Bullen, An Introduction to the Theory of Seismology (Cam-
bridge en la University Press, 1963).

40.

41.

42.

pecto a la temperatura.

Biologia La ecuacion (P + a)(v + b) = k se llama
“ecuacién fundamental de la contraccién muscular”.’
Aqui P es la carga impuesta al musculo, v la velocidad
del acortamiento de las fibras del musculo, y a, b y k son
constantes positivas. Use diferenciacién implicita para

mostrar que dv /dP, en términos de P, estd dada por

vk

AP~ (P +a)

Propension marginal al consumo Los ahorros S de un
pais se definen implicitamente en términos de su ingre-
so nacional / por medio de la ecuacion

1
Sz+112=51+l,

donde S e I estdn en miles de millones de ddlares. En-
cuentre la propensién marginal al consumo cuando
I=16yS = 12

Sustitucion tecnolégica Tecnologias o productos nuevos
suelen reemplazar a los viejos. Por ejemplo, la mayoria
de las aerolineas comerciales usan actualmente moto-
res de reaccion en vez de motores de hélice. En su ané-
lisis de prondsticos de la sustitucion tecnoldgica, Hurter
y Rubenstein® se refieren a la ecuacién

£0) |
T T1= 0

donde f(¢) es la participacién en el mercado del sustitu-
toen un tiempo ty C;, C, y o (letra griega que se lee
“sigma”) son constantes. Verifique la afirmacién de que
la razén de sustitucion estd dada por

1 = Cl + Czt,

GfOlL —fOF
of()) + [1 = f(OT

(=

7 RW. Stacy et al., Essentials of Biological and Medical Physics
(Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1955).

SA.P Hurter, Jr., A. H. Rubenstein, et al., “Market Penetration by
New Innovations: The Technological Literature”, Technological Fo-
recasting and Social Change, 11 (1978),197-221.
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Describir el método
de diferenciacion logaritmica y
mostrar como diferenciar una
funcién de la forma u".

Como y es una funcién de x, al
diferenciar In y con respecto a x

. 1
se obtiene —y'.
y

11.4 DIFERENCIACION LOGARITMICA

Existe una técnica llamada diferenciacion logaritmica, que con frecuencia sim-
plifica la diferenciacién de y = f(x) cuando f(x) contiene productos, cocientes
o potencias. El procedimiento es como sigue:

Diferenciacion logaritmica
Para diferenciar y = f(x),

1. Tome el logaritmo natural de ambos miembros de la ecuacién. Esto
resulta en

Iny = In[f(x)].
2. Simplifique In[ f(x) ] por medio de las propiedades de los logaritmos.

3. Diferencie ambos miembros con respecto a x.
N
» Despeje -

5. Exprese la respuesta s6lo en términos de x. Esto requiere sustituir f(x)
por y.

El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento.

EJEMPLO 1 Diferenciacion logaritmica

(2x — 5)°
; .
¥V +1
Solucion: la diferenciacion de esta funcién en la manera usual es engorrosa,

porque implica las reglas del cociente, de la potencia y del producto. La dife-
renciacion logaritmica simplifica el trabajo.

Encontrar y' si y =

1. Tomamos logaritmos naturales en ambos miembros,
(2x — 5)°
PEAZZETEY
2. Simplificamos por medio de las propiedades de los logaritmos

Iny = In(2x — 5)° — In[x®> Vx? + 1]

Iny =1In

= In(2x — 5)* — [In x* + In(x* + 1)'/4),

1
Iny =3In(2x —5) —2Inx — Zln(x2 + 1).

3. Al diferenciar con respecto a x se obtiene

%y’ =3 <2x1_ 5) (2) — 2@) _411<x2£r 1) (25).

Y 6 2 X

y 2x—5 x 20 +1)

4. Al despejar y' resulta

,:[ 6 _2__ «x }
Yoo =5 T x 2+ )
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5. Sustituimos la expresion inicial para y y obtenemos y’ sélo en términos de x:

_(2x—5)3{ 6 2  x ]
YT e rilzx—5 x 2@+ 1))
I——
La diferenciacién logaritmica puede usarse también para diferenciar
funciones de la forma y = u”, donde u y v son funciones diferenciables de x.

Como la base y el exponente no son necesariamente constantes, las técnicas
de diferenciacién para u" y @ no se aplican aqui.

EJEMPLO 2 Diferenciacion de la forma u”

Diferenciar y = x* usando la diferenciacion logaritmica.

Solucion: esta funcion es de la forma y = u”, donde u y v son funciones de x.
Si tomamos logaritmos naturales de ambos miembros resulta In y = In x* o
bien

Iny = xInx.

Diferenciando ambos miembros con respecto a x se obtiene

1, 1

;y —x<x> + (Inx) (1),
L=1-|—1n)c.
y

Despejamos y' y sustituimos y por x*, obtenemos

y =y(1+1Inx) = x(1 + Inx).

Vale la pena mencionar que una técnica alternativa para diferenciar una
funcién de la forma y = u es convertirla en una funcién exponencial con ba-
se e. Por ejemplo, para la funcién del ejemplo 2, tenemos

y = x¥ = (elnx)x — exlnx’

1
r — Lxlnx P >
y 4 <x ¥ nx

= x"(1 + Inx).

EJEMPLO 3 Diferenciacion de la forma u"

Encontrar la derivada dey = (1 + ")~

Solucion: éstatiene laformay = u',dondeu = 1 + e*yv = In x. Por me-
dio de la diferenciacion logaritmica se obtiene

Iny = In[(1 + e)"7],
Iny = (Inx) In(1 + ),
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Ly = (n ")[1 i - ex} + [In(1 + 9] <i>

y

1, e'Inx  In(l+eY

—y = + ,

y 1+ e* X
. |:exlnx 111(1 + ex)i|
Y Y 1+ e* X ’

e‘ln x ln(l + €x):|
P .

[ x\In x
y=(1+¢) [1+ex

I— |

Después de terminar esta seccion, usted deberd entender cémo diferenciar las
siguientes formas:

[T (a)
y={a®, (b)
[ ()T, ()

Para el tipo (a) puede utilizar la regla de la potencia. Para el tipo (b) utilice
la férmula de diferenciacion de funciones exponenciales [si a # e, convierta
primero a’® en una funcién e“]. Para el tipo (c) utilice diferenciacién loga-
ritmica o primero convierta la funcién en una funcién e“. No emplee una re-
gla en situaciones en que no sea aplicable. Por ejemplo, la derivada de x* no
esx-x' L

En los problemas del 1 al 12 encuentre y’ por medio de la diferenciacion logaritmica.

L y=(x+ 1)2x—2)(x*+ 3).

3.y = (3x — 1)’(2x + 5)°.
5.y=Vx+1V2—2Vx + 4.
7 :7“1_)62
RS T
(21 + 2)?
9. y = 3 .
(x + 12(3x + 2)
B (x—Dx+1)
11. y = Y .

2. y = (3x + 4)(8x — 1)*’(3x* + 1)*.
4 y=0CBx+1)V8x — 1.
6. y=(x+2)Vx>+9Veéx + 1.

x*+5

8. y=
Y x+9
x(1 + x?)?
10. y = ( )

V2 + 22
[6(x* + 1)
_ 3
12. y = W

En los problemas del 13 al 20 determine y'.

13.
17.

21.
22.
23.

y = x>, 14. y = (2x)\/;. 15. y = x'/~ 16. y = (%)A
y = (3x + 1)*, 18. y = 4x*. 19. y = de*x™. 20. y = (Inx)*.
Siy = (4x — 3)**! encuentre dy/dx cuando x = 1. 24. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la gra-
Siy = (In x)™"*, encuentre dy/dx cuando x = e. fica de
Determine una ecuacion de la recta tangente a y=e(=x)
en el punto en donde x = —1.

y = (x + 1)(x + 2)*(x + 3)?

en el punto en donde x = 0.

25. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la gra-
fica de

y =3e*(x* — x + 1)*

en el punto en donde x = 1.
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26. Siy = x*,determine la razén de cambio relativa de y 28. Suponga que f(x) y g(x) son funciones positivas y dife-

con respecto a x, cuando x = 2.

27. Siy = (3x)” *, determine el valor de x para el que la
razén porcentual de cambio de y con respecto a x es 60.

DRI Determinar las deri-
vadas de orden superior explicita
e implicitamente.

renciables y y = [f(x)]¢™. Utilice diferenciacién loga-
ritmica para demostrar que

[f(X)Jg('”(f’(X)% + g’(XﬂH[f(X)])-

dy
dx

11.5 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Sabemos que la derivada de una funcién y = f(x) es a su vez una funcion
f'(x). Si diferenciamos f’(x), la funcién resultante se llama segunda derivada
de fcon respecto a x. Se denota como f"(x), que se lee “f doble prima de x”.
De manera similar, la derivada de la segunda derivada se llama tercera deriva-
da y se escribe f”(x). Continuando de esta manera, obtenemos derivadas de
orden superior. En la tabla 11.1, se indican algunos de los simbolos utilizados
para representarlas. Para derivadas de orden superior al tercero, no se usan
primas en su representacion.

TABLA 11.1
Primera derivada g f'(x) dy d [f(x)] D
1 V y 9 x 9 dx’ dx x b xy
: 4 " dzy dz | 2
Segunda derivada Y, ' (x), > SLf(x)], Dy
dx dx
. n n d3y d37 3
Tercera derivada ", (%), 7 SLf(x)], Dy
dx dx
d* da*
Cuarta derivada y@,  f@(x), 7%41, —f(x)]l, Dy
dx dx

Q Advertencia El simbolo d’y/dx” representa la segunda derivada de y.
No es lo mismo que (dy/dx)?, que es el cuadrado de la primera derivada

de y. Esto es,
d’ dy\?
s <y> .
dx dx
| e — . .
EJEMPLO 1 Encontrar derivadas de orden superior

a. Si f(x) = 6x° — 12x* + 6x — 2, encontrar todas sus derivadas de orden
superior.

Solucion: al diferenciar f(x) resulta
f'(x) = 18x* — 24x + 6.
Al diferenciar f'(x) resulta
f"(x) = 36x — 24.
De manera similar,
f"(x) = 36,
F9(x) = 0.

Todas las derivadas sucesivas son también cero: f©)(x) = 0, etcétera.
b. Si f(x) = 7,encontrar f"(x).
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—*® Principios en prdctica 1
Determinacion de una
derivada de segundo orden

La altura A(z) de un piedra que

se deja caer desde un edificio de

200 pies de altura, estd dada por

h(t) = 200 — 16t en donde t es

el tiempo medido en segundos.
2

Determine e la aceleracion de

la piedra en el instante £

—® Principios en prdctica 2
Evaluacion de una derivada
de segundo orden

Si el costo de producir g unidades
de un producto es
c(q) = 7¢*> + 11g +19

y la funcién de costo marginal es
c'(q), determine la razén de cam-
bio de la funcién de costo margi-
nal con respecto a ¢ cuando
q = 3.

La razén de cambio de f"(x) es

1)

Solucion:
f(x) =0,
f"(x) = 0.
S—
EJEMPLO 2 Determinacion de una derivada de segundo orden
g - ) d’y
iy = e*, encontrar —.
Y dx?
Solucion:
d 2 >
?i = " (2x) = 2xe*.
Por la regla del producto,
d2y 2 2 2 P
i 2[x(e*)(2x) + e (1)] = 2" (2x° + 1).
| |

EJEMPLO 3 Evaluacién de una derivada de segundo orden

Siy=f(x) =

=T a encontrar 12 v evaluarla cuando x = 4.
X X

Solucién: comoy = 16(x + 4) ! laregla de la potencia nos da

dy

& 16(x + 4)7

dx (x )

d’y 32
C a4 —
dx? (x ) (x + 4)°

Evaluando cuando x = 4, obtenemos

Py 32 1

dx? |e=a & 16

La segunda derivada evaluada en x = 4, se denota también como f"(4) o
y"(4).

W ciamt n , . ez - : ”
EJEMPLO 4 Determinacién de la razén de cambio de f"(x)

Si f(x) = xIn x, encontrar la razén de cambio de f"(x).

Solucion: para encontrar la razén de cambio de cualquier funcién, debemos
encontrar su derivada. Asi, queremos la derivada de f"(x), que es f”(x). De
acuerdo con esto,

iy g Lo 1
f(x)—0+x—x,
" d -1\ — [__ —2__i
ey = L = e ==



En el ejemplo 5 no es rara la simpli-
ficacion de d?y/dx* por medio del
uso de la ecuacién original.
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Diferenciacion implicita de orden superior

Encontraremos ahora una derivada de orden superior por medio de diferen-
ciaciéon implicita. Recuerde que suponemos que y es una funcién de x.

EJEMPLO 5 Diferenciacién implicita de orden superior
2

Encontrar% six? +4y* =4.
dx

Solucion: al diferenciar ambos miembros con respecto a x, obtenemos

dy
2x+8yE—O,

dy —x
2= M
dx 4y
ay L) — () L
@: ydx( x) (—x) ——(4y)
dx* (4y)?
dy
4y(—1) — (—x) (4
a0 - o0 (47
16y?
dy
- 4y+4xdx
16y? '
dy
diy:—_y—i_xa 2
dx? 4y?

Aunque hemos encontrado una expresién para d’y/dx?, nuestra respuesta
contiene la derivada dy/dx. Es costumbre expresar la respuesta sin la deriva-
da, esto es, s6lo en términos de x y y. Esto se hace con facilidad. De la ecuacién

d —
(1) cTi = T;’ por lo que al sustituir este valor en la ecuacién (2), obtenemos
dy Tyt <4y> s A Sl
dx? 4y? 16y° 16y° -

Podemos simplificar atin m4s la respuesta. Como x* + 4y* = 4 (ecuacién ori-
ginal),
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N cocupin 2 D P P .
EJEMPLO 6 Diferenciacion implicita de orden superior
d2
Encontrar% siy? = e .
dx

Solucion: al diferenciar ambos miembros con respecto a x se obtiene

dy ( dy)
Qy—=¢" {1+ —|.
Y dx ¢ dx
Despejando dy/dx, obtenemos
dy dy
2 7 — Lxty + x+y 7
Yax ¢ ¢ ax
dy dy
2 7 xty S xty
Yax ¢ “ax ¢ 7
dy
2y — x+yy 22 — xty
@2y =)= et
dy e
dx 2y — et
Como y* = ¢* " ? (ecuacién original),
dy _y 0y
dx 2y —y* 2—y
dy dy) dy
2—y)—/—— - 2—
i ( y) dx < dx dx
dx? 2—y)y 2=y
. dy vy
Ahora expresamos la respuesta sin dy/dx. Como — = ,
dx 2 —y
y
2
&’y (2 - y> %
x> 2—=y)?  @2-y7
En los problemas del 1 al 20 encuentre las derivadas indicadas.
Ly=4x"— 12>+ 6x +2, y" 2. y=2x* —6x2 +7x — 2, y".
dzy d2y
3. y=8 —x, E 41.);:—)5_)62’E
5. y=x>+¢" y®. 6. f(q) =Ing, f"(q).
7. f(x) = *Inx, f'(x). 8. y= %, y"
1
9. f(p) =g 5 I"(P) 0. f(x) = Vx, f'(x).
1. f(r) = V9 —r, f'(r). 12. y=e*, y.
1 d’y

13. y = 14. y = (2x + 1)4, v

5x — 6 dx?
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+1
5. y=""—" y. 16. y =22 + (2x)'"%, .
Y —
17. y =1 +6)), v 8y = A TD
.y = In[x(x ), Y . y=1In T +3 Y
x dy
19. = 7% "(2). 20 y=—, —.
f(z) = 2%, f"(2) Y=o
dS
21. Siy = %, encuentre 5| . 22. Siy = 2" encuentre y” cuando x = 1.
X" x=0
En los problemas del 23 al 32 determine y".
23. x>+ 4y> — 16 = 0. 24. x> — y> = 16. 25. y? = 4x. 26. 4x? + 3y* = 4.
27. Vx + 4Vy = 4. 28. y2 — 6xy = 4. 29, xy+y—x=4 30. xy + > = 1.
3Ly = 32, e — e = x>+ )2
33. Six? + 8y = y? encuentre d’y/dx’ cuando x = 3y 37. Costo marginal Sic = 0.3¢> + 2qg + 850 es una fun-
y=-—1 cién de costo, jqué tan rapido estd cambiando el costo

34. Demuestre que la ecuacién marginal cuando g = 100?
. , - 38. Ingreso marginal Sip = 1000 — 45¢ — ¢*es una
() + 4f"(x) + 4f(x) = 0 ecuacién de demanda, ;qué tan rdpido estd cambiando
satisface si f(x) = (3x — 5)e >~ el ingreso marginal cuando ¢ = 10?
35. Encuentre la razon de cambio de f”(x) si 39. Si f(x) = x* — 6x* + 5x — 6, determine los valores de
f(x) = (5x = 3)%

36. Encuentre la razén de cambio de f”(x) si

x para los que f"(x) = 0.

40. Suponga que ¢’ = y’e*. (a) Determine dy/dx y exprese
1 su respuesta solo en términos de y. (b) Determine
e d*y /dx* y exprese su respuesta s6lo en términos de y.
6Vx

f(x) =6Vx +

= En los problemas 41 y 42 determine f"(x). Luego use su calculadora grdfica para encontrar todos los ceros de f"(x). Redon-
dee sus respuestas a dos decimales.
5 453 2
41. = 6¢* — x* — 15x% 4. =2 T 4274
f(x) = 66" = x* — 15¢ fe) == e

@146 REPASO

-

Términos y simbolos importantes

Seccion 11.3  diferenciacion implicita

Seccion 11.4  diferenciacion logaritmica

d? d*
Seccion 11.5  derivadas de orden superior, f"(x), 7{, F[ f(x)],y asi sucesivamente
X X
Resumen
Si una ecuacién define de manera implicita a y como Por tltimo, despejamos de la ecuacién a dy/dx.
funcién de x [en vez de definirla en forma explicita, en Las férmulas para derivar logaritmos naturales y
laformay = f(x)],entonces dy/dx puede encontrarse funciones exponenciales son
por diferenciacion implicita. Con este método, trata- d 1d
mos a y como una funcién de x y diferenciamos ambos —(lnu) = — an
miembros de la ecuacion con respecto a x. Al hacer es- dx udx
to, recuerde que y
d n—1 dy i(eu) = eudl
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Para diferenciar funciones logaritmicas y exponencia-
les con base diferente a e, primero la funcién puede
transformarse a base e y luego diferenciarse el resul-
tado. De manera alterna, pueden aplicarse las férmu-
las de diferenciacion

1 du

i(10 U) = ——— " ——
dx OB (Inb)u dx’

d u\ — U @
E(a ) = a“(In a)dx.

Suponga que f(x) consiste en productos, cocientes
o potencias. Para diferenciar y = log, [f(x)], puede
ser conveniente usar las propiedades de los logaritmos
para reescribir log, [f(x)] en términos de logaritmos

Problemas de repaso

mas sencillos y luego diferenciar esa forma. Para dife-
renciar y = f(x), donde f(x) consiste en productos,
cocientes o potencias, puede utilizarse el método de
diferenciacion logaritmica. En este método, tomamos el
logaritmo natural de ambos miembros de y = f(x) pa-
ra obtener In y = In[f(x)]. Después de simplificar
In[f(x)] por medio de las propiedades de los logarit-
mos, diferenciamos ambos miembros de In
y = In[f(x)] con respecto a x y luego despejamos y'.
La diferenciacién logaritmica se utiliza también para
diferenciar y = u”, donde u y v son funciones de x.

Como la derivada f'(x) de una funcién y = f(x)
es a su vez una funcién, podemos diferenciarla de ma-
nera sucesiva para obtener la segunda derivada f”(x),
la tercera derivada f"(x) y otras derivadas de orden
superior.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color, se sugieren para utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

En los problemas del 1 al 30 diferencie las funciones dadas.

1L y=2"4¢e + e 2. f(w) = we” + w

5.y = e, 6. f(t) = log Vi + 1.
9. y=V(x — 6)(x +5)(9 — x).
_Inx

11. y = .

X

13. f(q) = In[(q + 1)*(q + 2)°].

15. y = 1077 16. y = (e + ¢*)°.
19. y = log,(8x + 5)% 20, y=1In g)
X
23y = (x + 1)L 24, y= 1 re
—e
— (x> + 2)7(x* + 9)¥? ,g , Inx
Y (x> + 6x)¥/1 - Vi

En los problemas del 31 al 34 evaliie y' en el valor dado de x.
3Ly=(x+ Dnx? x=1

e+xlIn (1/x)

3B.y=e x =e.

3. f(r) = In(+* + 5r). 4. y = v,
7.y = e"(xz +2). 8 y= 77
10. (1) = eV
eX + e*
12. y = =

4. y = (x — 6)*(x + 4)*(6 — x)°

4e3* e’
. 18. = .
xe* ! Y In x

17. y =

21 f()=In(1 +1+P2+P). 22 y==x*

25. f(t) = (V2 —1). 26. y = (x +3)"~
29. y = (xH)" 30. y = x¥),
e,\"*4
R oy=—— x=2
Vx+7
T {43"(x3 —x+ 1)1/5}2 — 0
YTl @y T

En los problemas 35 y 36 encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto correspondiente al valor dado de x.

35. y =3e", x=1In2.

3. y=x+ x’Inx, x=1.

37. Encuentre la interseccion con el eje y de la recta tan-
gente a la graficade y = x(22_'*z) en el punto en que
x =1

38. Siw = 5" 4+ In(1 — %)y
x = logs(® +4) — 7V,

encuentre w y dw /dt cuando ¢ = 1. Simplifique sus res-
puestas.
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En los problemas del 39 al 42 encuentre la derivada indicada en el punto dado.

39.y ="y, (2.1).

41. y = In(2x), y”, (1,In2).

En los problemas del 43 al 46 encuentre dy /dx.

43. 2xy + y* = 10.

45. In(xy*) = xy.

En los problemas 47 y 48 encuentre d’y /dx* en el punto dado.
47. x +xy +y =5, (2,1).

40. y = x%*, y", (l,e
2. y=xlnx, y, (

4. 3y = 1.
46. (In y)e?™* = ¢,

48. xy +y* =2, (—1,2).

49. Siy se define implicitamente por e’ = (y + 1)e*, deter-
mine dy/dx y d’y/dx* s6lo como funciones explicitas de y.

50. Si Vx + Vy = 4, demuestre que

dl — \[y y @ = 2x—3/2

dx Vx dx? '

51. Esquizofrenia Se han usado varios modelos para
analizar la permanencia en un hospital. Para un grupo
particular de esquizofrénicos, un modelo es’

f(t) =1 — (0.8 001 + (.2¢700002),

9 Adaptado de W. W. Eaton y G. A. Whitmore, “Length of Stay as a
Stochastic Process: A General Approach and Application to Hospi-
talization for Schizophrenia”, Journal of Mathematical Sociology, 5
(1977),273-292.

donde f(¢) es la proporcién del grupo que fue dado de
alta al final de ¢ dias de hospitalizacién. Determine la
razén de altas (proporcion de altas por dia) al término
de ¢ dias.

52, Si f(x) = ™3 encuentre todos los ceros
reales de f'(x). Redondee sus respuestas a dos de-
cimales.

= 53, Sif(x)

5 4 2 3
= % + % + % + x? + 3, encuentre
todos los ceros de f”(x). Redondee sus respuestas a

dos decimales.



Aplicacion practica
Cambio de la poblacion
con respecto al tiempo

hora que sabemos cémo encontrar la derivada de

una funcién, podriamos preguntarnos si hay una
manera de efectuar el proceso en sentido inverso, es
decir, encontrar una funcién, dada su derivada. Eso
es lo que concierne a la integracion (capitulos 14 y 15).
Pero, mientras tanto podemos usar la derivada de una
funcién para encontrar la funcion de manera aproxi-
mada, aun sin el conocimiento de cémo hacer la inte-
gracion.

Para ilustrar, suponga que deseamos describir la
poblacién de un pequeiio pueblo con respecto al tiem-
po, el cual se encuentra situado en un area fronteriza.
Imagine que las cosas que sabemos acerca del pueblo
son hechos de como su poblacion, P, cambia a lo largo
del tiempo, ¢, con la poblacion medida en ndmero de
personas y el tiempo en afios:

1. Los nacimientos exceden a las defunciones, de mo-
do que en el transcurso de un afio existe un 25%
de incremento en la poblaciéon antes que otros
factores se tomen en cuenta. Asi, el cambio anual
debido a la diferencia entre nacimientos,/defuncio-
nes es 0.25P.

2. Cada afio, de los viajeros que ingresan al pueblo,
10 deciden detenerse y establecerse. Esto contri-
buye con una constante de 10 al cambio anual.

3. La soledad provoca que algunas personas salgan
del pueblo cuando éste es demasiado pequefio pa-
ra ellas. En el caso extremo, el 99% de las perso-
nas saldrdn en el transcurso de un afio si ellas se
siente solas (poblacién = 1). Cuando la poblacién
es 100, 10% de los residentes emigran al afio debi-
do a la soledad.

Suponiendo una relacién exponencial, escribi-
mos la probabilidad de que una persona dada
abandone el pueblo en el transcurso de un afio
debido a la soledad, como Ae **, donde A y k
son constantes positivas. Los nimeros nos indican
que Ae 1 = 099 y ae *1% = 0.10. Resolvien-
do este par de ecuaciones para A y k se obtiene

~_In99

k
99

~ 0.02316

A = 0.99¢M99/% ~ 1.01319.

Y si Ae * es la probabilidad de que una sola persona
emigre, el cambio de la poblacién por afio debida a so-
ledad es — P veces eso, es decir, —1.01319Pe™ *023167 (¢]
528

signo negativo es debido a que el cambio es hacia
abajo).

4. La aglomeracion provoca que algunas personas
emigren cuando el pueblo es demasiado grande
para ellas. Nadie tiene problema de aglomeracion
cuando estdn solos (poblaciéon = 1), pero cuando
la poblacién es 100, 10% de los residentes emigran
al afio debido a la aglomeracion.

Nuevamente, suponiendo una relaciéon exponencial,
escribimos la probabilidad de que una persona emi-
gre en el transcurso de un afio debido a la aglome-
raciéon como 1 — Ae *P. Esta vez, los nimeros nos
dicenquel — Ae ¥ =0y1 — Ae 1% = 0.10.
Resolviendo este par de ecuaciones para A y k se
obtiene

_In09
99

k = ~ 0.001064

A = ¢~ IN099 ~ 1 001065.

Si1 — Ae *” es la probabilidad de la emigracién
de una sola persona, entonces el cambio de la po-
blacién por afio debido a la aglomeracién es — P
veces eso, es decir, —P(1 — 1.001065¢ 0010647

Ahora, la tasa global de cambio en la poblacion es
el efecto neto de todos estos factores reunidos. En for-
ma de ecuacion,

dpP

ar = 0.25P + 10 — 1.01319P¢ 0023167

—P(1 — 1.001065¢ 010947y,

Antes de intentar reconstruir la funciéon P(t), ha-
cemos la gréfica de la derivada. En una calculadora
grafica esto se ve como se muestra en la figura 11.4.

dP . .
Observe que ar esté descrita como una funcién de P.

Esta gréfica es diferente de la que hubiésemos obteni-
do si conociésemos a P como una funcién de ¢, deter-
minado su derivada y graficado en la manera estandar,
es decir, como funcion de . No obstante, esta grafica
revela algunos hechos significativos. Primero, la deri-



vada es positiva desde P = 0 hasta P = 311; esto sig-
nifica que la poblacién tendra un crecimiento positivo
en todo ese rango y, por tanto, podemos esperar que
crezca desde cero hasta una comunidad sustancial.

El crecimiento desciende a cerca de cero cuando
P = 30. Aparentemente, cuando la poblacién atn es
pequeiia, las emigraciones debido a la soledad hacen
que el crecimiento casi se detenga. Pero, una vez que
el pueblo ha pasado por esa fase, su tamafio se incre-

ZaN

=10

3

400

dP
FIGURA 11.4 ar como una

funcién de P.

menta de manera estable, en un punto (alrededor de
P = 170) donde se agregan 21 personas por afio.

Por ultimo, las emigraciones debido a la aglomera-
cién empiezan a infligir bajas. Por arriba de 312, la de-
rivada es negativa. Esto significa que si la poblaciéon
fluctuase por encima de 312, entonces regresaria a ese
nivel. En resumen, la poblacion de este pueblo se esta-
biliza en 311 0 312, no es exactamente una ciudad, pe-
ro esto es después de todo, un ambiente fronterizo.

Si ahora deseamos graficar la poblacién del pue-
blo como una funcién del tiempo, a continuaciéon se
explica como hacerlo: aproximamos la gréafica por me-
dio de segmentos de recta, cada uno de los cuales tiene
una pendiente dada por la expresion que obtuvimos
para dP/dt. Iniciamos con un tiempo y poblacion co-
nocidos y calculamos la pendiente inicial. Empezare-
mos el crecimiento del pueblo desde cero, haciendo

t=0enP = 0. Entonces% = 10. Ahora avanzamos

el reloj un intervalo de tiempo adecuado, elegimos 1
afo,y como la pendiente en (0,0) es igual a 10, aumen-
tamos la poblacion de 0 a 10. Los nuevos valores para ¢
y P son 1y 10 respectivamente, de modo que dibuja-
mos un segmento de recta desde (0,0) a (1,10). Ahora,
cont = 1y P = 10, calculamos nuevamente la pen-
diente y seguimos los mismos pasos, repetimos este
proceso hasta haber dibujado tanto de la curva como
necesitemos ver.

Es obvio que esto seria en extremo tedioso para
realizarlo a mano. Sin embargo, podemos utilizar las
caracteristicas de programacion y de dibujo de lineas
de una calculadora grafica. Para una TI-83, el progra-
ma siguiente realiza bastante bien el trabajo, después

L dP . .
de que la expresion para —— es introducida como Y,

dt

(manteniendo P como la variable):

PROGRAM:POPLTN
Input “P? ”,P

Input “T?”,T
:ClrDraw

T—S

:For(L,S +1,S+55)
:Line(T,PLP+Y))
I->T:(P+Y,)—>P
:End

Quite la seleccion de la funcién Y;. Establezca la
ventana de graficacion para mostrar el plano de coorde-
nadas desde O hasta 55 horizontalmente, y de 0 a 350
verticalmente. Después ejecute el programa vy, ante las
peticiones, proporciones los valores iniciales para Py t.
El programa dibujara 55 segmentos de recta, suficientes
para llevar la poblacién a su tamafio final desde P = 0,
t = 0. El resultado se muestra en la figura 11.5.

350

0

FIGURA 11.5 P como una
funcion de t.

Ejercicios
1. ;/Qué informacion da la figura 11.5 que no sea evi-
dente en la figura 11.4?

2. ;Qué sucede cuando el valor inicial de 450 es se-
leccionado para P? (La pantalla debe ajustarse
para ir de 0 a 500, de manera vertical.) ;Esto pa-
rece correcto?

3. (Por qué este procedimiento para obtener una
grafica de P(t) sélo es aproximado? ;Cémo puede
mejorarse la aproximacion?
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- CAPITULO 12

Trazado de curvas

mediados de la década de 1970, el economista Arthur Laffer explicaba

su vision de los impuestos a un politico —como cuenta la historia, era el
aspirante a la presidencia Ronald Reagan, o Richard Cheney miembro del
equipo de Ford (posteriormente vicepresidente bajo el régimen de George
W. Bush). Para ilustrar su argumento, Laffer tomé una servilleta e hizo un
bosquejo de la grafica que ahora lleva su nombre: curva de Laffer.!

La curva de Laffer describe el ingreso total del gobierno debido a los
impuestos como una funcién de la tasa de impuestos. Es obvio que si la tasa
de impuestos es cero, el gobierno no obtiene ingresos. Pero si la tasa de
impuestos es 100%, el ingreso seria también igual a cero, ya que no hay incen-
tivo para generar dinero si todo éste se esfuma. Puesto que una tasa entre 0 y
100% debe generar ingresos, Laffer razond, la curva que relaciona los ingre-
sos con los impuestos debe verse, en forma cualitativa, mas o menos como la
que se muestra en la figura de mas adelante.

El argumento de Laffer no era para mostrar que la tasa éptima de impues-
tos fuese 50%. Lo que queria mostrar era que bajo ciertas circunstancias, a
saber, cuando la tasa de impuestos esta a la derecha del maximo de la curva,
es posible aumentar el ingreso del gobierno bajando los impuestos. Este fue
un argumento clave para la reduccién de impuestos aprobados por el
Congreso durante el primer periodo de la presidencia de Reagan.

A consecuencia de que la curva de Laffer s6lo es un dibujo cualitativo,
en realidad no proporciona una tasa de impuestos Optima. Los argumentos
con base en los ingresos para reducir los impuestos incluyen la hipdtesis que
el punto del méximo de ingresos estd a la izquierda, en el eje horizontal, del
esquema de impuestos actual. De la misma manera, quienes argumentan
por una elevacion en los impuestos para aumentar los ingresos del gobierno,
suponen que o bien existe una relacion diferente entre impuestos e ingresos,
o una localizacién diferente en el méaximo de la curva.

Entonces, la curva de Laffer es por si misma demasiado abstracta, pero
es de mucha ayuda en la determinacién de la tasa 6ptima de impuestos. Pero
incluso un bosquejo muy simple de curvas, como las curvas de oferta y de-
manda y la curva de Laffer, pueden ayudar a los economistas a describir los
factores causales que dirigen una economia. En este capitulo, estudiaremos
técnicas para el trazado e interpretacion de curvas.

'Para una versién de la historia, véase Jude Wanniski, The Way the World Works, tercera edicion
(Morristown, N.J. Polyconomics, 1989), 299.
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Encontrar cuindo
una funcién es creciente o de-
creciente, determinar los valores
criticos, localizar méximos y mi-
nimos relativos y establecer la
prueba de la primera derivada.
También, hacer el bosquejo de
la gréfica de una funcién por
medio del uso de la informacién

obtenida de la primera derivada.

12.1 EXTREMOS RELATIVOS

Naturaleza creciente o decreciente de una funcion

Examinar el comportamiento grafico de las ecuaciones es una parte bdsica de
las matematicas, lo cual tiene aplicaciones en muchas dreas de estudio. Cuando
hacemos el bosquejo de una curva, si sélo colocamos puntos quizd no obtenga-
mos informacion suficiente acerca de su forma. Por ejemplo, los puntos (— 1,0),
(0,—1) y (1,0) satisfacen la ecuacién y = (x + 1)*(x — 1). Con base en estos
puntos, se podria concluir, a la ligera, que la gréafica debe tener la forma mos-
trada en la figura 12.1(a), pero de hecho, la forma verdadera es la mostrada en
la figura 12.1(b). En este capitulo exploraremos la gran utilidad de la diferen-
ciacion en el andlisis de una funcién, de manera que podamos determinar su
forma verdadera y el comportamiento de su grafica.

FIGURA 12.1 Curvas que pasan por los puntos (-1, 0), (0,-1) y (1,0).

Analizaremos primero la gréfica de la funcién y = f(x) de la figura 12.2.
Note que conforme x aumenta (de izquierda a derecha) en el intervalo [;, en-
tre a 'y b, los valores de f(x) también aumentan y la curva asciende. En forma
matematica, esta observacion significa que si x; y x, son dos puntos cualesquie-
raen [, tales que x; < x,,entonces f(x;) < f(x,).Se dice que f es una funcion
creciente en I,. Por otra parte, conforme x aumenta en el intervalo I, entre c y
d,la curva desciende. En este intervalo, x; < x, implica que f(x3) > f(x4) y se
dice que f es una funcion decreciente en I,. Resumimos estas observaciones en
la definicién siguiente.

y
1 y=f(x
Pendiente positiva Pendiente negativa
f'(x) >0 —> 1 ) - ['(x)<0
I I
NAT N
- L
f(x) <f(x) f(xg) >1(x,)
] o
Yy Y ¥ o
X, X, X3 X, d
J
Y Y
]1 12
fcreciente f decreciente

FIGURA 12.2 Formas creciente y decreciente de una funcion.



-3 3

FIGURA 12.3 Intervalos
determinados por las raices de

f'(x) = 0.
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Definicion

Se dice que una funcién f es creciente en el intervalo I, si para dos nimeros
cualesquiera x, x, en I, donde x; < x,,se cumple que f(x;) < f(x,). Una fun-
cion f es decreciente en el intervalo /, si para dos nimeros cualesquiera xi, x,
en /,donde x; < x,, entonces f(x;) > f(x,).

Volviendo a la figura 12.2, notamos que en el intervalo [, las rectas tan-
gentes a la curva tienen pendientes positivas, por lo que f'(x) debe ser positi-
va para toda x en /;. Basicamente, una derivada positiva implica que la curva
estd elevandose. En el intervalo I, las rectas tangentes tienen pendientes ne-
gativas, por lo que f'(x) < 0, para toda x en /,. Fundamentalmente, la curva
desciende donde la derivada es negativa. Tenemos asi la siguiente regla que
nos permite usar la derivada para determinar cudndo una funcidn es creciente
o decreciente:

Regla 1 Criterios para funciones crecientes o decrecientes

Sea f diferenciable en el intervalo (a, b). Si f'(x) > 0 para toda x en (a, b),
entonces f es creciente en (a, b). Si f'(x) < 0, para toda x en (a, b), enton-
ces fes decreciente en (a, b).

Para ilustrar estas ideas, usaremos la regla 1 para determinar los intervalos
en que y = 18x — 3x° es creciente o decreciente. Sea y = f(x), debemos de-
terminar cuando f'(x) es positiva y cudndo es negativa. Tenemos

fl(x) =18 = 2x* =2(9 — x*) = 2(3 + x)(3 — x).

Empleando la técnica de la seccion 9.5, podemos encontrar el signo de f'(x)
probando los intervalos determinados por las raices de 2(3 + x)(3 — x) = 0,
esto es,3 y — 3 (véase la fig. 12.3). En cada intervalo, el signo de f'(x) esta de-
terminado por los signos de sus factores:

si x < —3,entonces f'(x) = 2(—)(+) = —, por lo que fes decreciente;
si—3 < x < 3,entonces f'(x) = 2(+)(+) = +, por lo que fes creciente;
si x > 3, entonces f'(x) = 2(+)(—) = —, por lo que fes decreciente.

Estos resultados se indican en la figura 12.4(a). Asi, f es decreciente en (— oo,
—3)y(3,00) y es creciente en (— 3, 3). Esto corresponde a la elevacion y caida
de la gréfica de f mostrada en la figura 12.4(b). Estos resultados podrian afi-
narse notando que, por definicion, f'es decreciente en (— oo, — 3] y [3,00), y cre-
ciente en [— 3, 3]. Sin embargo, para nuestros fines, los intervalos abiertos son
suficientes. Seguiremos la prdctica de determinar intervalos abiertos en los que
una funcion es creciente o decreciente.

Extremos

Veamos ahora la grafica de y = f(x) en la figura 12.5. Podemos hacer algunas
observaciones. Primero, hay algo especial con respecto a los puntos Py, P,y P;.
Observe que P estd mds alto que cualquier otro punto “cercano” sobre la cur-
va; lo mismo puede decirse para P;. El punto P, esta mds bajo que cualquier
otro punto “cercano” sobre la curva. Como P;, P, y P; pueden no ser necesa-
riamente los puntos mds altos o mds bajos en foda la curva, decimos simple-
mente que la grafica de ftiene un (punto) mdximo relativo cuando x = x; (o
enx;)ycuando x = x3, también decimos que tiene un (punto) minimo relativo
cuando x = x,. La funcién tiene valores mdximos relativos de f(x,) y f(x;) cuan-
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Si existe, un maximo absoluto es
Unico; sin embargo, puede ocurrir
para mas de un valor de x. Una
proposicion similar es cierta para un
minimo absoluto.

y=18x— 2x°

36

Decreciente | Creciente | Decreciente
-3 3 -3 3
(a)

-—36

Decreciente = Creciente Decreciente

(b)

FIGURA 12.4 Creciente/decreciente para y = 18x — 3x°.

dox = x; yx = x3,respectivamente. De manera similar, cuando x = x,, f tie-
ne un valor minimo relativo de f(x,). Cuando aludamos a un maximo o un mi-
nimo relativo, se entenderd que nos referimos a un punto o a un valor,

' (x)
no existe

! <«— Maximo
\ relativo
Maximo

relativo
Minimo 7 1 1'(x) =0
relativo : X
¥ X X5 X3 \

FIGURA 12.5 Mdximos y minimos relativos.

dependiendo del contexto. Volviendo a la gréfica, vemos que hay un mdximo
absoluto (punto mas alto en toda la curva) en x = x;, pero no hay un minimo
absoluto (punto mds bajo en toda la curva) porque se supone que la curva se
prolonga de manera indefinida hacia abajo. Definimos con mayor precision es-
tos nuevos términos como sigue:

Definicion

Una funcién ftiene un maximo relativo en x = x,,si existe un intervalo abier-
to que contenga a x, sobre el cual f(x,) = f(x) para toda x en el intervalo. El
maximo relativo es f(x,). Una funcion tiene un minimo relativo en x = x,, si
existe un intervalo abierto que contenga a x, sobre el cual f(x,) = f(x), para
toda x en el intervalo. El minimo relativo es f(x).

Definicion

Una funcion f tiene un mdximo absoluto en x = x,si f(x;) = f(x) para toda x
en el dominio de f. El maximo absoluto es f(x,). Una funcién f tiene un mini-
mo absoluto en x = x,si f(x,) = f(x), para toda x en el dominio de f. El mi-
nimo absoluto es f(x).

Cuando aludamos a un maximo o un minimo relativo lo llamaremos a cada uno
extremo relativo. De manera anéloga, nos referimos a extremos absolutos.



y = f(x)
f'(x) = 0
pero no es

/ extremo
relativo en x,

L > X
XO

FIGURA 12.6 No hay extremo
relativo en x,,.
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Al tratar con extremos relativos, comparamos el valor de la funcién en un
punto, con el valor en puntos cercanos; sin embargo, al tratar con extremos abso-
lutos, comparamos el valor de la funcién en un punto con todos los otros valo-
res determinados por el dominio. Asf, los extremos relativos son “locales” por
naturaleza, mientras que los extremos absolutos son “globales”.

Con referencia a la figura 12.5, notamos que en un extremo relativo la de-
rivada puede no estar definida (por ejemplo, cuando x = x;). Pero siempre
que esté definida en un extremo relativo, es igual a cero (por ejemplo, en
X = x;yenx = x,),por lo que la recta tangente es horizontal. Podemos esta-
blecer la siguiente:

Regla 2 Una condicion necesaria para extremos relativos

Si f tiene un extremo relativo cuando x = x;, entonces f'(x,) = 0 o bien
f'(x) no esta definida.

La implicacién de la regla 2 s6lo es en una direccion:

extremo relativo
o)

F'(x0) =0
} —

Yo f'(x0) no esté definida.

Laregla 2 no dice que si f'(x,) es 0 0 no estéd definida, entonces debe existir un
extremo relativo en x,. De hecho, puede que no exista ninguno. Por ejemplo,
en la figura 12.6, f'(x,) es cero porque la recta tangente es horizontal en x,, pe-
ro no se tiene un extremo relativo ahi.

En general, lo mas que podemos decir es que pueden ocurrir extremos rela-
tivos en puntos sobre la gréafica de fen que f'(x) = 0 , 0 donde f'(x) no esté
definida. Como esos puntos son muy importantes para localizar los extremos
relativos, se denominan puntos criticos, y sus abscisas se denominan valores
criticos. Asi, en la figura 12.5,los nimeros x,, x, y x5 son valores criticos y Py, P,
y P; son puntos criticos.

Definicion

Si x; estd en el dominio de fy f'(x;) = 00 f'(x,) no estd definida, entonces x,
se denomina valor critico de f. Si x, es un valor critico, entonces el punto
(x0, f(x0)) se denomina punto critico.

En un punto critico, puede haber un maximo relativo, un minimo relativo
o ninguno de éstos. Ademads, de la figura 12.5 observamos que cada extremo
relativo ocurre en un punto alrededor del cual el signo de f'(x) estd cambiando.
Para el maximo relativo, cuando x = x, f’(x) va de +, para x < x;,a —, para
X > xy, en tanto x esté cerca de x;. En el minimo relativo, cuando x = x,, f'(x)
va de — a+,y en el maximo relativo cuando x = x3, va nuevamente de + a
— . Entonces, alrededor de mdximos relativos, f es creciente y luego decreciente,
y para los minimos relativos la proposicion inversa es cierta. Con mas preci-
sidn, tenemos la regla siguiente:

Regla 3 Criterios para extremos relativos

Supongamos que f es continua en un intervalo abierto I que contiene el

valor critico x y f es diferenciable en I excepto posiblemente en x,,.

a. Si f'(x) cambia de positiva a negativa cuando x crece al pasar por x,
entonces f tiene un maximo relativo cuando x = Xx,.

b. Si f'(x) cambia de negativa a positiva cuando x crece al pasar por x,
entonces f tiene un minimo relativo cuando x = Xx,,.
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flx)> 0— \

< f'(x)>0
X
f'(x) =

0

FIGURA 12.7 Elceroesun
valor critico, pero no
proporciona un extremo
relativo.

FIGURA 12.8 f'(0) no esta
definida, pero 0 no es un valor
critico, ya que cero no estd en el
dominio de f.

A Advertencia Recordamos de nuevo que no a todo valor critico le co-
rresponde un extremo relativo. Por ejemplo,siy = f(x) = x°, entonces
f'(x) = 3x* Como f'(0) = 0y f(0) esté definida, 0 es un valor critico. Ahora,
six < 0, entonces 3x* > 0.Six > 0, entonces 3x> > 0. Como f’(x) no cambia
de signo, no existe ni un maximo relativo ni un minimo relativo. De hecho, co-
mo f’'(x) = 0 para toda x, la gréfica de f no desciende nunca y se dice que fes
no decreciente (véase la fig. 12.7).

De nuestro anélisis y de la advertencia anterior, debe ser claro que un va-
lor critico es un “candidato” a ser extremo relativo. Puede corresponder a un
maximo relativo, a un minimo relativo o a ninguno de éstos.

Es importante entender que no todo valor de x donde f'(x) no existe es un
valor critico. Por ejemplo, si

y=f(x)= %, entonces f'(x) =— .
X X

Aunque f'(x) no esta definida en x = 0, cero no es un valor critico porque no
estd en el dominio de f. Esto es, ningtin valor de y corresponde a x = 0. Por lo
que, un extremo relativo no puede ocurrir cuando x = 0. Sin embargo, la deri-
vada puede cambiar de signo alrededor de cualquier valor de x, en que f'(x)
no esté definida, por lo que tales valores son importantes en la determinacién
de los intervalos sobre los que f'es creciente o decreciente.

2
Six <0, entonces f'(x)=-—>0.
X

2
Six >0, entonces f'(x)=-—<0.

2
Asi, fes creciente en (— 0o, 0) y decreciente en (0, 00). (Véase la fig. 12.8.)

En la regla 3, 1a hipétesis debe satisfacerse o la conclusiéon no necesariamen-
te es valida. Por ejemplo, considere el caso de la funcion definida por partes

—» six #0
X
f(x) =
0, six = 0.
Como puede verse en la figura 12.9, cero esta en el dominio y f'(0) no existe, por
lo que 0 es un valor critico. Aunque f'(x) = + parax <0y f'(x) = — para

x > 0,fno tiene un maximo relativo en cero. La regla 3 no es aplicable porque
fno es continua en cero. En realidad, cero es un minimo absoluto de acuerdo
con la definicion. Esto muestra que si f'(x,) no existe y f no es continua en x,,
serd necesario examinar con cuidado qué sucede alrededor de x,,

y
A

= f(x) = 1/x3, six=0
y=1() { 0,six=0

FIGURA 12.9 El cero es un valor critico, y
si es un extremo relativo.



—® Principios en prdctica 1
Prueba de la primera derivada

La ecuacién de costo para un
puesto de hot dogs esta dada por
medio de ¢(q) = 2q° — 214>

+ 60g + 500, donde g es el
numero de hot dogs vendidos, y
¢(q) es el costo en dolares. Utilice
la prueba de la primera derivada
para determinar cudndo ocurren
extremos relativos.

-3 =]

FIGURA 12.10 Cuatro
intervalos a examinar como
creciente/decreciente.
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Resumiendo los resultados de esta seccion, tenemos la prueba de la prime-
ra derivada para los extremos relativos de y = f(x):

Prueba de la primera derivada para los extremos relativos
Paso 1. Encontrar f'(x).

Paso 2. Determinar todos los valores de x en que f'(x) = 0 o no estd
definida (estos valores incluyen valores criticos y puntos de dis-
continuidad).

Paso 3. En los intervalos sugeridos por los valores del paso 2, determinar
si f'es creciente [f'(x) > 0] o decreciente [f'(x) < 0].

Paso 4. Para cada valor critico x, en que fes continua, determinar si f’(x)
cambia de signo cuando x crece al pasar por x,. Habra un maximo
relativo cuando x = x, si f'(x) cambia de + a —, al ir de iz-
quierda a derecha, y habra un minimo relativo si f'(x) cambia
de — a + alir de izquierda a derecha. Si f'(x) no cambia de sig-
no, no habrd un extremo relativo cuando x = Xx,,.

| pre— . .
EJEMPLO 1 Prueba de la primera derivada

Siy=f(x)=x+ 1 utilizar la prueba de la primera derivada para en-

x B
contrar donde se presentan los extremos relativos.

Solucion:
Paso 1. f(x) =x +4(x + 1), porlo que

"(x) = _ .

flx)=1+4-Dx+1)2=1 TR
L (x 12 =4 2 +42x—3  (x+3)(x—1)
(x+1?2  (x+1?2  (x+1)7

Note que expresamos f'(x) como un cociente con el numerador y el
denominador factorizados. Esto nos permite determinar con facili-
dad en el paso 2 cuando f'(x) es cero o no estd definida.

Paso 2. Haciendo f'(x) = 0, resultax = — 3, 1. El denominador de f’(x) es
cero cuando x es — 1, por lo que f'(— 1) no existe. Los valores de — 3
y 1 son valores criticos, pero — 1 no lo es porque f(— 1) no estéd defini-
do (f es discontinua en x = — 1).

Paso 3. Los tres valores en el paso 2 nos conducen a probar cuatro intervalos
(véase la fig. 12.10). (En cada uno de esos intervalos, f es diferenciable
y no es cero.) Note que enmarcamos el valor — 1, para indicar que no
puede corresponder a un extremo relativo. Si embargo, es esencial que
— 1 se considere en nuestro andlisis relativo a creciente /decreciente.

Si x < —3,entonces f'(x) = B = +, por lo que fes creciente;

, o (HE) o
si—3 < x < —1,entonces f'(x) = @ —, por lo que fes decreciente;
: oy (HE o
si—1 < x < 1,entonces f'(x) = @ —, por lo que fes decreciente;

. N 651G I :
si x > 1,entonces f'(x) = @ +, por lo que fes creciente

(véase la fig. 12.11).
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3 1] 1 x
/\ I~
FIGURA 12.12 Grafica de
=x+ .
YT T
y
y: X2/3
X

FIGURA 12.13 La
derivada no existe en 0 y
hay un minimo en 0.

—® Principios en prdctica 2
Determinacion de extremos
relativos

Una droga es inyectada al torren-
te sanguineo de un paciente. La
concentracion de la droga en el
torrente ¢t horas después de ha-
berse inyectado es aproximada
0.14¢
por C(1) +4t+4
los extremos relativos para ¢ > 0,y
utilicelos para determinar cudndo
la droga estd en su maxima con-
centracion.

. Determine

f f f f

Creciente | Decreciente | Decreciente 1 Creciente

-3 1

f'=+ f'=— f'=— f'=+

FIGURA 12.11 Diagrama de signos para
! (x+3)(x—1)

flo ="

(x+1)

Asi, fes creciente en los intervalos (— co,— 3) y (1,00) y es decrecien-
teen(—3,—1)y(—1,1).

Paso 4. De la figura 12.11, concluimos que cuando x = — 3, se tiene un ma-
ximo relativo, ya que f’(x) cambia de + a — .[Este valor maximo re-
lativoes f(=3) = =3 + (4/—2) = —5.] Cuando x = 1,se tiene un
minimo relativo ya que f’(x) cambia de — a +. Ignoramos a
x = —1,yaque — 1 no es un valor critico. La grafica se muestra en la
figura 12.12.

| |
T —

EJEMPLO 2 Un extremo relativo donde f'(x) no existe

Probar y = f(x) = x*/3 con respecto a extremos relativos.

Solucion: tenemos

Fl) = 2

2
3V
Cuando x = 0, f'(x) no esta definida, pero f(x) si lo estd. Asi, 0 es un va-
lor critico y no hay ningtin otro. Si x < 0, entonces f'(x) < 0.Si x > 0, en-
tonces f'(x) > 0. Por tanto, se tiene un minimo relativo (asi como uno

absoluto) cuando x = 0 (véase la fig. 12.13). Note que cuando x = 0, la recta
tangente existe y es vertical.

EJEMPLO 3 Determinacion de extremos relativos

Probar y = f(x) = x%¢* con respecto a extremos relativos.

Solucion: por la regla del producto,

f'(x) = x%* + e*(2x) = xe*(x + 2).

Observe que e” siempre es positiva; obtenemos los valores criticos 0 y — 2. De
los signos de f'(x) dados en la figura 12.14, concluimos que se tiene un maximo
relativo cuando x = — 2,y un minimo relativo cuando x = 0.

Trazado de una curva

En el ejemplo siguiente mostramos cémo puede usarse la prueba de la primera
derivada junto con los conceptos de interseccidon y simetria, como una ayuda
para trazar la grafica de una funcion.



—1 0 1
FIGURA 12.15 Intervalos para

el diagrama de signos de
Yy =4x(1 + x)(1 — x).

y'>OI y'<0 | y'>0 | y'<0

-1 0 1

FIGURA 12.16 Diagrama de
signos de
y =4x(1 + x)(1 — x).
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FIGURA 12.14 Diagrama de signos para
f'(x) = xe*(x + 2).

-
EJEMPLO 4 Trazado de una curva

Trazar la grdfica de y = f(x) = 2x*> — x* con la ayuda de intersecciones, si-
metria y prueba de la primera derivada.

Solucion:

Intersecciones Six = 0, entonces y = 0. Siy = 0, entonces
0=2x>—x"=x*2—x%) = xz(\/z + x)(\/i — X),

por lo que x = O,i\ﬁ. Asi, las intersecciones son (0, 0), (\6, 0), y

(-V2,0).

Simetria Al investigar la simetria con respecto del eje y, tenemos
y=2(—x)>— (—x)%, o y=2x>—x%

Como ésta es la ecuacién original, se tiene simetria con respecto al eje y. Co-
mo y es una funcién (y no es la funcién cero), no hay simetria con respecto al
eje x, y en consecuencia no hay simetria con respecto al origen.

Prueba de la primera derivada

Paso 1. y' = 4x — 4x° = 4x(1 — x%) = 4x(1 + x)(1 — x).

Paso 2. Haciendo y’ = 0, se obtienen los valores criticos x = 0, £1. Co-
mo estamos interesados en una grafica, los puntos criticos son de
importancia para nosotros. Sustituyendo los valores criticos en la
ecuacion original y = 2x*> — x*, obtenemos las coordenadas y de
esos puntos. Encontramos que los puntos criticos son (— 1, 1), (0, 0)
y (1, 1).

Paso 3. Hay cuatro intervalos qué considerar en la figura 12.15:

six < —1, entonces y' = 4(—)(—)(+) = +, por lo que fes creciente;

si —1 < x < 0, entonces y' = 4(—)(+)(+) = —, por lo que fes decreciente;

si0 < x < 1, entonces y' = 4(+)(+)(+) = +, por lo que fes creciente;

si x > 1, entonces y' = 4(+)(+)(—) = —, por lo que fes decreciente (véase

la fig. 12.16).

Paso4. De la figura 12.16, concluimos que ocurren maximos relativos en

(=1,1)y (1,1); un minimo relativo ocurre en (0, 0).

Analisis En la figura 12.17(a), hemos indicado las tangentes horizontales en
los puntos maximo y minimo relativos. Sabemos que la curva asciende desde la
izquierda, tiene un maximo relativo, luego desciende, tiene un minimo relati-
vo, se levanta a un maximo relativo y de ahi en adelante desciende. En la figu-
ra 12.17(b) se muestra un bosquejo de ella.
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- Y i
Maximo Maximo
relativo relativo y=2x2—x*

—— 1+ —o— 1r
o co /\/\
] N 1 =X = 1 X
Minimo j &

relativo

(a) (b)

FIGURA 12.17 Reunién de la informacién para la gréfica de
y =2x* — x*
]
Observemos que en el ejemplo 4 ocurren maximos absolutos en x = *1
[véase la fig. 12.17(b)]. No existe minimo absoluto.

Una calculadora gréﬁca es una poderosa herramienta nuestro resultado anterior. Alrededor del valor critico

. . . . Aoy ! ¥ ’
para investigar los extremos relativos. Por ejemplo, * = 0,los valores de f(x) son negativos. Como f’(x)
considere la funcién no cambia de signo, concluimos que no existe un ex-

i . tremo relativo en x = 0. Esto es también evidente en
flx) = 32" —dx” + 4, la gréfica de la figura 12.18.

cuya gréfica se muestra en la figura 12.18. Parece que Vale 'la pena mencioqar que la gréfica de f” se pue-
hay un minimo relativo cerca de x = 1. Podemos loca- de aproximar sin determinar f'(x). Hacemos uso de la
lizar este minimo usando la técnica “dibuje y amplifi-  caracteristica “nDeriv”. Primero introducimos la fun-
que” o (en la TI-83) la caracteristica de “minimo”. La  ¢ion fcomo Y,. Luego hacemos

figura 12.19 muestra este ultimo procedimiento. Se es- Y, = nDeriv(Y,,X,X).

tima que el punto minimo relativo es (1.00, 3). . : :
Veamos ahora como la grafica de f’ indica cudndo La gréfica de Y, aproxima la grafica de f"(x).
ocurren los extremos. Tenemos

Pl =2 1 8
)
cuya grafica se muestra en la figura 12.20. Parece que ?},'
f'(x) es cero en dos puntos. Usando “dibuje y amplifi-
que” o el dispositivo para encontrar “ceros”, estima- -3 3
mos que los ceros de f’ (valores criticos de f) son 1y 0.
Alrededor de x = 1, vemos que f'(x) pasa de valores Hinjrurn
5 £z, 2 ; Hedgnogony ly=z
negativos a valores positivos (esto es, la grafica de f” pa- o
sa de abajo hacia arriba del eje x). Asi, concluimos que
f tiene un minimo relativo en x = 1, lo que confirma FIGURA 1219 Minimo relativo.en
(1.00,3).
8 8
)
=iy 3 g
3 ||"r . 3
—8 -8
FIGURA 12.18 Graifica de FIGURA 12.20 Gréfica de

Flm 3o it Fl(x) = 125 — 1222
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g Ejercicio 12.1

En los problemas del 1 al 4 se da la grdfica de una funcion. Encuentre los intervalos abiertos en que la funcion estd creciendo o
decreciendo, asi como las coordenadas de todos los extremos relativos.

1. 2.

FIGURA 12.22 Grafica para el

problema 2.
FIGURA 12.21 Grdfica para el problema 1.
3 4.
y y
3_
L 2F y=f(x)
- '1_
-3 -2 -1
I R 2 3 "
i y=1(x)
- L1
1k
N S I I N | I N N I N | X F—2
-4 -2 i 4
F-3

FIGURA 12.23 Grdfica para el problema 3. FIGURA 12.24 Grafica para el

problema 4.

En los problemas del 5 al 8 se da la derivada de la funcion continua f. Encuentre los intervalos abiertos en que f es creciente o
decreciente, asi como los valores de x de todos los extremos relativos.

5. f'(x) = (x + 1)(x — 3). 6. f'(x) = 2x(x — 1)
x(x +2)

7. f'(x) = (x + 1)(x — 3)% 211

8 fl(x)=

En los problemas del 9 al 52 determine cudndo la funcion es creciente o decreciente, y determine la posicion de los mdaximos y
minimos relativos. No trace la grifica.

9. y=x>+3. 10. y = x* + 4x + 3. 1. y=x— x>+ 2.
3
12. y = 4x — x> 13. yz—%—2x2+5x—2. 4. y = 4x° — 3x%
15. y = x* — 2x% 16. y = -3+ 12x — x°. 17. y = x> — 6x* + 9x.
11
18. y = x* — 6x2 + 12x — 6. 19. y=2x3—7x2—10x+2. 20 y=—-5+x*+x—7.
47
2. y=x* 4+ 2x* —x — 1. 22. ? 23. y = 3x% — 5x°%

y = gxs — ?x3 + 10x.
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24.

27.

30.

33.

36.

39.

42.
45.
48.
51.
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y = 6x — x° 25. y = —x° — 5x* + 200. 26. y = 3x* —4x° + 1.
4 13
y = 8x* — x% 28, y= gxs - ?x3 + 3x + 4. 29. y = (x¥*+ 1)
= Vx(x — 2) 3Moy= 0 32, y=2
y ) Y=o I A
10 X x?
=—. 4. y= . 35 y=
Y= YT Y F1 YT o«
4 x2 -3 xz
=x+ - 7.y = : .y = :
yerET Y . y=11 By="0"
S5x + 2 N —— 3 2
Y= 211 40. y = Vx’ — 9x. 41. y = (x +2)(x — 5)~
X
y = x*(x + 3)* 43. y = x(x — 6)* 4. y=x(1—x)*.
y=e ™ 46. y = xIlnx. 47. y=x>—9Inx.
y = xe". 49. y=¢"+ e " 50. y= e~
y=xlnx — x. 52. y=(x*+ 1)e "

En los problemas del 53 al 64, determine los intervalos en los que la funcion se incrementa o se decrementa, cuando es relativa
mdxima o minima, la simetria y quellas intersecciones que se pueden obtener de manera conveniente. Después realice la grdfica.

53.
56.
59.
62.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

54.
57.
60. y=x°—
63.

y=x>—6x—7.
y = x*— 16.
y = x* + 4x° + 4x%

y= (3—x)\/;c.

5
1)(4.

y=2\/?c—x.

y =2x*> — 5x — 12.
y =2x* — 9x? + 12x.

55. y =3x — x°.

58. y = x> — 9x? + 24x — 19.
6L y=(x — 1)*(x +2)~

64. y = X" + 5575

Haga el bosquejo de la grafica de una funcién continua
f, talque f(1) = 2, f(3) = 1, f(1) = f(3) =0,
f'(x) >0parax <1, f'(x) <Oparal < x < 3,yf
tenga un minimo relativo cuando x = 3.

Haga el bosquejo de la grafica de una funcién continua
f,talque f(1) = 2,f(4) = 5,f'(1) = 0, f'(x) =0 para
x < 4, ftenga un maximo relativo cuando x = 4y ten-
ga una recta tangente vertical en x = 4.

Costo promedio Si ¢, = 25,000 es una funcién de cos-
to fijo, demuestre que la funcién de costo fijo promedio
cf = c;/q es una funcién decreciente para g > 0. Por
lo que, cuando la produccioén g crece, se reduce la por-
cién unitaria de costo fijo.

Costo marginal Sic = 4qg — ¢* + 2¢° es una funcién
de costo, ;cudndo es creciente el costo marginal?

Dada la funcién de demanda
p = 400 — 2gq,

Ingreso marginal

encuentre cuando es creciente el costo marginal.

Funcion costo Para la funcién de costo ¢ = \/; de-
muestre que los costos marginal y promedio son siem-
pre decrecientes para g > 0.

Ingreso Para el producto de un fabricante, la funcién
de ingreso estd dada por r = 240q + 57¢*> — ¢°. Deter-
mine la produccién para obtener un ingreso maximo.

Mercados de trabajo Eswaran y Kotwall® estudian
economias agrarias en las que hay dos tipos de trabaja-
dores, permanentes y eventuales. Los trabajadores

M. Eswaran y A. Kotwal, “A Theory of Two-Tier Labor Markets in
Agrarian Economics”, The American Economic Review, 75, nim. 1
(1985),162-177.

73.

permanentes son empleados bajo contrato a largo plazo
y pueden recibir prestaciones como vacaciones y aten-
cién médica. Los eventuales son empleados por dia y
efectdan tareas rutinarias como recoleccioén y trillado.
La diferencia z en el costo a valor actual de contratar a
un trabajador permanente y a un eventual estd dada por

z=(1+ b)w, — bw,

donde w, y w, son los salarios de trabajo permanente y
eventual, respectivamente, b es una constante positiva
y w), s una funcién de w,

(a) Demuestre que
dZ dwp b :|
— 1+ —_—— — .
dw, ( b)[dwc 1+5b

(b) Sidw,/dw. < b/(1 + b), demuestre que 7z es una
funcién decreciente de w,.

Contaminacion térmica En el anélisis de Shonle
acerca de la contaminacién térmica,’ la eficacia de una
planta de energia se mide por:

T,
E=071{1— 4+,

T,
donde 7,y T, son las temperaturas absolutas corres-
pondientes a las reservas de agua con temperaturas mas
elevadas y con temperaturas mds frias, respectivamente.
Considere que 7, es una constante positiva y que 7}, es
positiva. Por medio del cdlculo, demuestre que la efica-
cia aumenta conforme se incrementa 7).

*]. 1. Shonle, Environmental Applications of General Physics (Reading

MA: Addison-Wesley Publishing Company, Inc., 1975).
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Servicio telefénico En un andlisis del precio del servi-
cio telefénico local, Renshaw* determina que el ingreso
total r estd dado por

2
a a
=2F+|(1——|p—p*+ —,
=2 (1=
donde p es un precio indexado por llamada,y a,b y F
son constantes. Determine el valor de p que maximiza
el ingreso.

Costos de almacenamiento y envio En su modelo pa-
ra los costos de almacenamiento y envio de materiales
para un proceso de manufactura, Lancaster® obtiene la
siguiente funcién de costo

C(k) = 100(100 + 9% + %) 1 =k =100,

543

donde C(k) es el costo total (en délares) de almacena-
miento y transporte para 100 dias de operacidn, si una
carga de k toneladas de material se mueve cada k dias.
(a) Encuentre C(1). (b) ;Para qué valor de k tiene C(k)
un minimo? (c) ;Cuadl es el valor minimo?

76.

Fisiologia—aeroembolismo Cuando un buzo sufre des-

compresion o un piloto vuela a gran altura, el nitrégeno
empieza a burbujear en la sangre, ocasionando lo que
se denomina aeroembolismo. Suponga que el porcenta-
je P de gente que sufre este efecto a una altura de 4 mi-
les de pies esta dado por®

p= 100
1 + 100,000 03"

(Es P una funcién creciente de h?

= En los problemas del 77 al 80, con base en la grifica de la funcion, encuentre las coordenadas de todos los extremos relativos.

Redondee sus respuestas a dos decimales.

= 81. Grafique la funcién

decimales.

8.2 e*(3 —x
77y =05+ 41x +62. 78, y=2¢' =3 —4x +7. 9. y=_— — 80. y = %
0.4x~ + 3. Tx-+ 1
= 82. Sif(x) = 3x> — 7x* + 4x + 2, exhiba las graficas
de fy f’" en la misma pantalla. Note que es en
f(x) = [x(x —2)(2x — 3)? f'(x) = 0donde ocurren los extremos relativos de f.
enlaventana —1 = x =3, —1 = y = 3. A primera 83. Sea f(x) = 6 + 4x — 3x*> — x*. (a) Determine
vista podria parecer que esta funcién tiene dos f'(x). (b) Grafique f'(x). (c) Observe en donde f'(x)
puntos minimos relativos y un méaximo relativo. Sin es positiva y donde es negativa. Proporcione los
embargo, en realidad tiene tres puntos minimos re- intervalos (redondeados a dos decimales) en que f
lativos y dos méximos relativos. Determine los valo- es creciente y decreciente. (d) Grafique f'y f’ sobre
res x de esos puntos. Redondee sus respuestas a dos la misma pantalla y verifique sus resultados de la
parte (c).
84. Si f(x) = x* — 3x> — (2x — 1)? encuentre f'(x).

“E. Renshaw, “A Note of Equity and Efficiency in the Pricing of
Local Telephone Service”, The American Economic Review, 75,

nim. 3 (1985), 515-518.

SP. Lancaster, Mathematics: Models of the Real World (Englewood

Cliffs, NJ: Prentice-Hall, Inc., 1978).

WAV Determinar los va-
lores extremos en un intervalo
cerrado.

12.2

Determine los valores criticos de f. Redondee sus
respuestas a dos decimales.

®Adaptado de G. E. Folk, Jr., Textbook of Environmental Physiology,
segunda edicién (Filadelfia: Lea & Febiger, 1974).

EXTREMOS ABSOLUTOS EN UN INTERVALO CERRADO

Si una funcién fes continua en un intervalo cerrado [a, b], puede demostrarse
que entre todos los valores de f(x) de la funcién de x en [a, b], debe haber un

valor maximo (absoluto) y un valor minimo (absoluto). Esos dos valores se lla-
man valores extremos de f en ese intervalo. Esta importante propiedad de las
funciones continuas se llama teorema del valor extremo.

Teorema del valor extremo

Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, entonces la funcién tie-
ne un valor maximo y un valor minimo en ese intervalo.
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Por ejemplo, cada funcidn en la figura 12.25 es continua en el intervalo cerra-
do [1, 3]. En forma geométrica, el teorema del valor extremo nos asegura que
sobre este intervalo, cada gréfica tiene un punto de altura maxima y otro de al-
tura minima.

y y
) Punto A Punto
mas alto mas alto
|
|
|
I I I
| | |
i | | i
I I I I
1 | | |
| Punto | ! Punto }
i mas bajo i i mas bajo i
I | | |
{ | X { | X
1 3 1 3

FIGURA 12.25 Tlustracion del teorema de los valores extremos.

En el teorema del valor extremo se exige que haya

1. un intervalo cerrado

y

2. una funcidén continua en ese intervalo.

Si cualquiera de las dos condiciones anteriores no se cumple, entonces los va-
lores extremos no estdn garantizados. Por ejemplo, la figura 12.26(a) mues-
tra la grafica de la funcién continua f(x) = x? en el intervalo abierto (—1,1).
Puede ver que f no tiene un valor maximo en el intervalo (si bien tiene ahi
un valor minimo). Ahora considere la funcién f(x) = 1/x? sobre el intervalo
cerrado [— 1, 1]. Aqui, f no es continua en 0. En la grafica de f en la figura
12.26(b), puede ver que f no tiene un valor maximo (pero si tiene un valor
minimo).

y y

A A
T\ =

f(x) = x?

(\1 / |

£ ) X I 1 > x
-1 1 -1 1
Intervalo abierto (-1, 1) No es continua en 0
no hay maximo, minimo =0 no hay maximo, minimo = 1

(a) (b)

FIGURA 12.26 Aqui no se aplica el teorema de los valores extremos.

En la seccién anterior, el énfasis se puso en los extremos relativos. Ahora
centraremos nuestra atencion en los extremos absolutos y haremos uso del
teorema del valor extremo, donde sea posible. Si el dominio de una funcién es
un intervalo cerrado, para determinar extremos absolutos debemos examinar
la funcién no s6lo en los valores criticos, sino también en los puntos extremos.
Por ejemplo, la figura 12.27 muestra la gréfica de la funcién continuay = f(x)



y=x?—-4x+5, 1=x=4

~— Maximo
absoluto, f(4)

Minimo
" absoluto, £(2)

| | X

1

I
2 4

FIGURA 12.28 Valores extremos
para el ejemplo 1.
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en [a, b]. El teorema del valor extremo garantiza extremos absolutos en el in-
tervalo. Es claro que los puntos importantes sobre la gréfica se presentan en
x = a,b,cyd, que corresponden a puntos extremos o a valores criticos. Note
que el maximo absoluto ocurre en el valor critico ¢, y que el minimo absoluto
ocurre en el punto extremo a. Estos resultados sugieren el procedimiento si-
guiente:

y=1(x)

f(c) -«—— Maximo
absoluto, f(c)
f(a)+ ~<— Minimo absoluto, f(a)

f i —1 > X

a c d b

A . 4
Punto Valores Punto

extremo criticos  extremo

FIGURA 12.27 Extremos absolutos.

Procedimiento para encontrar los extremos absolutos de una funcion f con-

tinua en [a, b]

Paso 1. Encontrar los valores criticos de f.

Paso 2. Evaluar f(x) en los puntos extremos a y b, y en los valores criticos
sobre (a, b).

Paso 3. El valor maximo de fes el mayor de los valores encontrados en el
paso 2. El valor minimo de fes el menor de los valores encontrados
en el paso 2.

EJEMPLO 1 Localizacion de los valores extremos en un intervalo cerrado

Encontrar los extremos absolutos para f(x) = x*> — 4x + 5 en el intervalo ce-
rrado [1, 4].
Solucion:
cable aqui.
Paso 1.

como fes continua sobre [1, 4], el procedimiento anterior es apli-

Para encontrar los valores criticos de f, primero encontramos f”:
fl(x) =2x —4=2(x — 2).

Esto da el valor critico x = 2.

Paso 2. Al evaluar f(x) en los puntos extremos 1 y 4,y en el valor critico 2,
tenemos
f)y=2 valores de fen los puntos extremos
f(4) =5,
y
f(2) =1, wvalorde fen el valor critico en (1,4).
Paso 3. De los valores de la funcién en el paso 2, concluimos que el mdximo

es f(4) = 5yelminimo es f(2) = 1 (véase la fig. 12.28).
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g Ejercicio 12.2

En los problemas del 1 al 14 encuentre los extremos absolutos de la funcion dada en el intervalo indicado.

1 f(x )=x2—2x+3 [0,3].

2. f(x)=—2x>—6x+5, [-3,2].

3 f(x) =33 —x*—3x+1, [0,2] 4. f(x) =x*—3x% [0,1].
5. f(x) = 4x° + 3x> — 18x + 3, [4,3]. 6. f(x) =x*? [-8,8].
f(x) = —=3x° + 5x%, [—2,0]. 8. f(x)=Ixr+2x2—-3x+1, [0,3]
f(x) =3x* — x° [—1,2]. 10. f(x) =2+ 3 — 3% [—1,1].
1L f(x) = x* — 92 + 2, [~1,3]. 12 f(x) =5, [0,2].
x*+1

513, f(x) = ¥, [-2,3].

S 14, f(x) =03x° —42x + 5, [—1,4].

= 15. Considere la funcién

a. Determine el o los valores (redondeados a dos deci-
males) de x en que falcanza un valor minimo.

f(x) = x* + 8x* 4+ 21x* + 20x + 9 b. ;Cuél es el valor minimo (redondeado a dos decima-

en el intervalo [—4, 9].

Probar una funcién
por concavidad y puntos de in-
flexion. También hacer el
bosquejo de curvas con ayuda
de la informacion obtenida de la
primera y segunda derivadas.

les) de f?

c¢. Determine el o los valores de x en que f alcanza un
valor maximo.

d. ;Cuadl es el valor maximo de f?

12.3 CoNCAVIDAD

Hemos visto que la primera derivada proporciona mucha informacién tutil
para el trazado de graficas. Se usa para determinar cuando una funcién es
creciente o decreciente, y para la localizacién de maximos y minimos relati-
vos. Sin embargo, para conocer la verdadera forma de una curva necesita-
mos mds informacién. Por ejemplo, considere la curva y = f(x) = x%
Como f'(x) = 2x,x = 0esun valor critico. Six < 0,entonces f'(x) < 0y fes
decreciente;six > 0,entonces f'(x) > 0y fes creciente. Entonces tenemos un
minimo relativo cuando x = 0. En la figura 12.29 ambas curvas satisfacen las
condiciones anteriores. Pero, ;cudl gréafica describe verdaderamente la curva?
Esta pregunta se contesta con facilidad usando la segunda derivada y la no-
cion de concavidad.

| X i X
(a) (b)

FIGURA 12.29 Dos funciones con f'(x) < Oparax < 0y f'(x) > 0
parax > 0.

En la figura 12.30 observe que cada curva y = f(x) se “flexiona” (o abre)
hacia arriba. Esto significa que si se trazan rectas tangentes a cada curva, las
curvas quedaran por arriba de éstas. Ademas, las pendientes de las rectas tan-
gentes crecen en valor al crecer x: en la parte (a), las pendientes van de valores
positivos pequenos a valores mayores; en la parte (b) son negativas y se acercan
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a cero (creciendo); en la parte (c) pasan de valores negativos a positivos. Ya
que f’(x) nos da la pendiente en un punto, una pendiente creciente significa que
f' debe ser una funcién creciente. Para describir esta propiedad, se dice que ca-
da curva (o funcién f) es concava hacia arriba (o convexa).

y y y
y=1f(x)
y=1(x) y = f(x)
Pendiente \ Pendiente \\/
creciente creciente Pendiente
creciente
X X

(a)

(b)

FIGURA 12.30 Cada curva es coéncava hacia arriba.

(c)

En la figura 12.31 puede observarse que cada curva se encuentra por de-
bajo de las rectas tangentes y las curvas se flexionan hacia abajo. Cuando x
crece, las pendientes de las rectas tangentes son decrecientes. Entonces, aqui f’
es una funcién decreciente y decimos que es céncava hacia abajo (o simple-
mente céncava).

y=1Xx)

Pendiente

recien i
decreciente Pendiente

decreciente

Pendiente
decreciente

(a) (b) (c)

FIGURA 12.31 Cada curva es concava hacia abajo.

Definicion
Sea fdiferenciable en el intervalo (a, b). Entonces, se dice que fes concava ha-
cia arriba [concava hacia abajo] en (a, b), si f' es creciente [decreciente] en

(a,b).

@ Advertencia La concavidad se refiere a si f', no f, es creciente o decre-
ciente. En la figura 12.30(b) note que fes céncava hacia arriba y decrecien-
te; sin embargo, en la figura 12.31(a) fes concava hacia abajo y decreciente.

Recuerde: si f es concava hacia arriba en un intervalo, entonces desde el punto
de vista geométrico, su grafica se flexiona ahi hacia arriba. Si f es concava ha-
cia abajo, su gréfica se flexiona hacia abajo.

Como f' es creciente cuando su derivada f”(x) es positiva, y f’ es decre-
ciente cuando f”(x) es negativa, podemos establecer la regla siguiente:

Regla 4 Criterios de concavidad

Sea f' diferenciable en el intervalo (a, b). Si f”(x) > 0 para toda x en (a, b),
entonces f es concava hacia arriba en (a, b). Si f"(x) < 0, para toda x en
(a, b), entonces fes concava hacia abajo en (a, b).
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y
Céncava A
hacia /1__ Céncava
abajo - hacia

arriba

L X
1

y=f(x)=(x—1)%+1

FIGURA 12.32 Concavidad
para f(x) = (x — 1)* + 1.

La definicién de un punto de
inflexién implica que x, estd en el
dominio de f.

Se dice que una funcidén fes concava hacia arriba en un punto x; si existe
un intervalo abierto alrededor de x, en el cual fes concava hacia arriba. De
hecho, para las funciones que consideraremos, si f”(x,) > 0, entonces f es
concava hacia arriba en x,. En forma similar, f es concava hacia abajo en x,
si f"(xy) < 0.

EJEMPLO 1 Investigacion de la concavidad

Determinar donde la funcion dada es concava hacia arriba y dénde es concava
hacia abajo.

ay=f(x)=(x—1)7>+1

Solucion: para aplicar la regla 4 debemos examinar los signos de y”.
Tenemos y' = 3(x — 1) por lo que

y'=6(x —1).
Asi, fes concava hacia arriba cuando 6(x — 1) > 0,esto es,cuandox > 1.Y

f es concava hacia abajo cuando 6(x — 1) < 0, esto es, cuando x < 1.
(Véase la fig. 12.32.)

b. y = x°

Solucion: tenemos y' = 2xy y” = 2. Como y” siempre es positiva, la
grafica de y = x? debe ser siempre céncava hacia arriba, como se ve en
la figura 12.29(a). La gréfica no puede ser como en la figura 12.29(b), por-
que esa curva a veces es concava hacia abajo.

Un punto sobre una grafica cuya concavidad cambia de concavidad hacia
abajo a concavidad hacia arriba, o viceversa, como el punto (1, 1) en la figura
12.32, se llama punto de inflexion. Alrededor de tal punto el signo de f"(x) de-
be pasar de — a + ode + a—.Con mayor precision:

Definiciéon
Una funcion f tiene un punto de inflexion cuando x = x, si y s6lo si fes con-
tinua en x, y f cambia de concavidad en x,,.

Para determinar la concavidad de una funcién y sus puntos de inflexion,
encuentre primero los valores de x donde f"(x) es 0 o no estd definida. Esos
valores de x determinan intervalos. En cada intervalo determine si f”(x) > 0
(f es concava hacia arriba) o f”(x) < 0 (f es concava hacia abajo). Si la conca-
vidad cambia alrededor de uno de esos valores de x,y fes continua ahi, enton-
ces ftiene un punto de inflexion en ese valor de x. El requisito de continuidad
implica que el valor x debe estar en el dominio de la funcién. Brevemente, un
candidato para punto de inflexion debe satisfacer dos condiciones:

1. f” debe ser 0 o no estar definida en ese punto.

2. fdebe ser continua en ese punto.

El candidato serd un punto de inflexion si la concavidad cambia alrededor de
él. Por ejemplo, si f(x) = x'/, entonces f'(x) = jx y

2 2
fr(x) = —§x75/3 YT
Como f” no esté definida en 0, pero es continua en 0, se tiene un candidato para
un punto de inflexiéon cuando x = 0.Six > 0, entonces f"(x) < 0, por lo que
fes concava hacia abajo parax > 0;six < 0,entonces f”(x) > 0,porlo que fes
concava hacia arriba para x < (. Como la concavidad cambia en x = 0, se tie-
ne ahi un punto de inflexion (véase la fig. 12.33).




o
wln -

FIGURA 12.34 Intervalos a
considerar por concavidad de
y = 6x* — 8x* + 1.

Y=+ Y= Y=+

Céncava  Concava Codncava

hacia arriba hacia abajo hacia arriba
|

0

[SILSE

FIGURA 12.35 Diagrama de
signos de y" = 24x(3x — 2).

y=6x*—8x%+1
Puntos de
/ inflexién
1
2
3
5 I' > X
-5tk

Céncava Céncava Concava
hacia hacia hacia
arriba abajo arriba

FIGURA 12.36 Grafica de
y = 6x* — 8x* + 1.
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y
A
f”(X)>O f(X)=X1/3
fes céncava
hacia arriba i [
punto de inflexién
e
> X
-
f"(x) <0
fes céncava
hacia abajo

FIGURA 12.33 Puntos de inflexion para
flx) = 27,

EJEMPLO 2 Concavidad y puntos de inflexion

Investigar la concavidad y los puntos de inflexion de y = 6x* — 8x° + 1.

Solucion: tenemos

y' = 24x3 — 24x%,
y" = 72x* — 48x = 24x(3x — 2).

Para determinar cuando y” = 0, hacemos cada factor en y” igual a cero. Esto
nos da x = 0, 3. Observamos también que y” nunca deja de estar definida. Asi,
hay tres intervalos por considerar (véase la fig. 12.34). Como y es continua en
0y en %, esos puntos son posibles puntos de inflexion.

Si x < 0, entonces y” = 24(—)(—) = +, por lo que la curva es concava hacia
arriba;

si0 < x < %, entonces y" = 24(+)(—) = —, por lo que la curva es céncava
hacia abajo;

si x > 3, entonces y” = 24(+)(+) = +, por lo que la curva es céncava hacia
arriba (véase la fig. 12.35).

Como la concavidad cambia en los puntos en que x = 0y 3, estos candidatos
son puntos de inflexion (véase la fig. 12.36). En resumen, la curva es concava ha-
cia arriba en (— 00,0) y (3, 00), y es concava hacia abajo en (0, 3). Los puntos de
inflexion se presentan cuando x = 0y x = 3. Esos puntos son (0,1)y (3, —%)

|

EJEMPLO 3 Cambio en la concavidad sin punto de inflexion

Analizar la concavidad y encontrar todos los puntos de inflexion de f(x) = =

Solucion: como f(x) = x7,

f'(x) =2x7 "=,

Vemos que f”(x) nunca es cero, pero no esta definida en x = 0. Como fno es
continua en cero, concluimos que 0 no constituye un candidato para un punto
de inflexién. Entonces la funcién dada no tiene puntos de inflexién. Sin em-
bargo, 0 debe considerarse en el analisis de la concavidad (véase la recta nu-
mérica en la figura 12.37; observe que hemos encerrado en un cuadro el valor
cero, para indicar que no puede corresponder a un punto de inflexion). Si
x > 0, entonces f"(x) > 0;six < 0,entonces f"(x) < 0.Por tanto, fes céncava
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y
1
B y ==
Céncava X
hacia abajo
Concava
hacia arriba

FIGURA 12.38 Grafica de
1

y=

y=1f(x)=x*

FIGURA 12.39 Grafica de
Fx) = x*

hacia arriba en (0, 00) y cdncava hacia abajo en (— oo, 0). (Véase la fig. 12.38.)

No obstante que la concavidad cambia alrededor de x = 0, no existe ahi punto

de inflexion, porque f no es continua en 0 (ni esta definida ahf).
EE—

0]

FIGURA 12.37 Intervalos a considerar
para el andlisis de concavidad.

A Advertencia Un candidato a punto de inflexion no tiene que ser nece-
sariamente un punto de inflexién. Por ejemplo, si f(x) = x*, entonces
f"(x) = 12x*y f"(0) = 0.Pero, x < 0 implica que f”(x) > 0y x > 0 impli-
ca f"(x) > 0. Asi, la concavidad no cambia y no se tienen puntos de inflexién
(véase la fig. 12.39).

Trazado de curvas

-
EJEMPLO 4 Trazado de una curva

Trazar la grifica de y = 2x° — 9x* + 12x.
Solucion:

Intersecciones Si x = 0, entonces y = 0. Haciendo y = 0, resulta que
0 = x(2x*> — 9x + 12). Es claro que x = 0,y al utilizar la férmula cuadratica
en 2x> — 9x + 12 = 0, se encuentra que no tiene raices reales. Por tanto, la
Unica interseccion es (0, 0).

Simetria Ninguna.
Maximos y minimos Siy = f(x),tenemos

fl(x) =6x> —18x + 12 = 6(x* — 3x +2) = 6(x — 1)(x — 2).
Los valores criticos son x = 1,2 (véase la fig. 12.40).

Creciente DecrecienteI Creciente
|

1 2
+ 1 — 2 +
FIGURA 12.40 Valores criticos FIGURA 12.41 Diagrama de signos
dey = 2x> — 9x* + 12x. de f'(x).

Si x < 1, entonces f'(x) = 6(—)(—) = + por lo que fes creciente;
-

6(—)(
si 1 < x < 2,entonces f'(x) = 6(+)(
decreciente;

= —,por lo que fes

si x > 2,entonces f'(x) = 6(+)(+) = +, por lo que fes creciente
(véase la fig. 12.41).

Existe un maximo relativo en x = 1y un minimo relativoenx = 2.
Concavidad
f"(x) = 12x — 18 = 6(2x — 3).
Haciendo f”(x) = 0 resulta un punto de inflexién posible en x = 3.
Si x < 3,entonces f"(x) < 0, por lo que fes concava hacia abajo;

si x > 3, entonces f”(x) > 0, por lo que fes céncava hacia arriba
(véase la fig. 12.42).
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Céncava Céncava
hacia abajo hacia arriba
1
_ 2 +
y FIGURA 12.42 Diagrama de signos de f"(x).

>

Como la concavidad cambia alrededor de x = 3y fes continua ahi, f tiene un
5L punto de inflexién en x = 3.

Andlisis Ahora encontramos las coordenadas de los puntos importantes sobre
la gréfica (y de otros puntos cualesquiera si se tienen dudas sobre el compor-
tamiento de la curva). Tenemos la tabla siguiente:

y=2x3—-9x%+ 12x

o
—_
[N

‘ 2

JOREE

x

-
[N[=Y =
\®]

J Conforme x crece, la funcién primero es concava hacia abajo y crece a un méxi-

mo relativo en (1, 5); luego decrece hasta (3,3); después se vuelve céncava ha-

FIGURA 12.43 Gréfica de cia arriba pero continda decreciendo hasta que alcanza un minimo relativo en
y=2x3— 9 + 12x. (2,4); de ahi en adelante crece y sigue con su concavidad hacia arriba (véase la

fig. 12.43).

Suponga que se requiere encontrar los puntos de ~ Aqui los ceros de f” no son obvios. Por ello, grafica-

inflexién de remos f” utilizando una calculadora gréfica (véase la
fig. 12.44). Encontramos que los ceros de f” son aproxi-

o= LXS 5 Hx“ U 273x3 L @xz AL, @ madamente 3.25 y 6.25. Alrededor de x = 6.25, f"(x)
20 16 32 128 i pasa de valores negativos a positivos. Asi,en x = 6.25

La segunda derivada de f estd dada por se tiene un punto de inflexion. Alrededor de x = 3.25,

f"(x) no cambia de signo, por lo que no existe punto

51, 819 4225 de inflexién en x = 3.25. Al comparar nuestros resul-

f/r x) = x3 S ey —x _ : {
(%) 4 16 64 tados con la grafica de f en la figura 12.45, se ve que
concuerdan.
20 300
; AN
; ,-'J : -5 |'I . 10
s — —
l.\I\l\l\l\l\.'l
|' L
: -
I
7 —300
FIGURA 12.44 Grafica de f"; os FIGURA 12.45 Grdfica de f; punto de

ceros de f7son3.25y 6.25 inflexién en x = 6.25, perono en x = 3.25.
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e Ejercicio 12.3

Capitulo 12 = Trazado de curvas

En los problemas del 1 al 6 se da una funcion y su segunda derivada. Determine la concavidad de f'y los valores de x en los que
se presentan los puntos de inflexion.

L f(x) =x*=3x*+7x — 5, f"(x) = 6x(2x — 3).

24 x=x 0 207T—x)
3 f(x)_xz—Zx-i-l’ f(x) = (x — ¥

X+l 6(3x +2)
S'f(x)_xz _27 f(x)_ (x2_2)3'

5 4

X X

2. f(x)= 0 + i 2x% f(x) = (x — 1)(x + 2)%
2 8(x + 1
4. f(x) —ﬁ; fr(x) = —(;x_ x)3~
2x(x* — 6)
6. f(x)=xV4—x% f'(x)=—"—=5
(4 _ x2)3/2

En los problemas del 7 al 34 determine la concavidad y los valores de x en los que se presentan los puntos de inflexion. No trace
las grdficas.

7.
10.

13.

16.

19.

22,

25.

28.
31.

y = —2x> + 4x. 8. y=23x"—6x +5. 9. y =4x’ + 12x* — 12x.

y=x>—6x>+9x + 1. 11. y = 4x° — 21x* + 5x. 12. y=x*—8x2 —6.
4 92

y=x'—6x>+5cx—6. 14.y=—%+%+2x. 15. y = 2x'5.

3 x* 19x3 7x2 5 1 1 1 2
== 17 y=5 + =y ts 18 y= 26—
YT YT e 2 Y YT et T2t T3 s

1 1,1 1 2 9 32 1 7
ot b o — o — 2 20y = ox® — oo 4 10x — 2. 2Ly = —x® — oyt 52?4 20 — 1.
T I 3 M N * Y730t Tt T T

+ 1 1
y = xb — 3yt 23, y=2"— 24, y=x+ -
x—1 X
4x? 4x? 21x + 40
= 26, y=— 27, y=——"2.
YT e YTy +3 Y7 6(x + 3
y =7(x* — 4)% 29. y = Se*. 30. y=e" —e ™
1 241
y = 3xe". 32, y=2xe ™. 33. y= Izlfxx 34, y= & e

En los problemas del 35 al 62 esboce cada curva. Después, determine los intervalos en los que la funcion crece, decrece, es conca-
va hacia arriba, es concava hacia abajo; maximos y minimos relativos; puntos de inflexion, simetria y aquellas intersecciones que
puedan obtenerse de manera conveniente.

35.
38.

41.

4.
47.

50.

53.
56.
59.

63.

64.

65.

y = x>+ 4x + 3. 36. y = x>+ 2. 37. y=4dx — x%

y=x—x>+2. 39. y=x>— 9x* + 24x — 19. 40. y =3x — x*
3

y=%—4x. 42. y=1x—6x>+ 9x. 43. y=x—32 +3x — 3.

3

y =2x% — 9x? + 12x. 45. y = 4x® — 3x*. 46. y = —% —2x* 4+ 5x — 2.

y=—2+ 12x — x* 48. y = (3 + 2x)>. 49. y = x> — 6x> + 12x — 6.
¥ X

=_— — — 51. = 5x — x°. 52. = x(1 — x)%.

Y =700 " 20 y=>5¢—x y=x(1—x)

y =3x* —4x’ + 1. 54. y =3x° — 5x% 55. y = 4x* — x“

y = x*—2x% 57. y = x"3(x — 8). 58. y = (x — 1)*(x + 2)%.

y = 4x'3 4+ x*3, 60. y=2xVx + 3. 61. y = 2x + 3x%°. 62. y = 5x¥* — x5,

Haga el bosquejo de la gréfica de una funcién continua
ftalque f(2) = 4,f'(2) = 0,f'(x) <0six <2y
f'(x) > 0six > 2.

Haga el bosquejo de la gréfica de una funcién continua
ftalque f(3) = 2,f'(3) = 0,f"(x) > Oparax < 3y
f"(x) < Oparax > 3.

Haga el bosquejo de la gréfica de una funcién continua
ftalque f(1) = 1,f'(1) = Oy f"(x) < 0 para toda x.

66. Haga el bosquejo de la gréfica de una funcién continua
ftalque f(3) = 4,lasdos f'(x) > 0y f"(x) > 0 para
x < 3,yambas f'(x) <0y f"(x) > 0 parax > 3.

67. Ecuacion de demanda Demuestre que la grafica de la

ecuacion de demanda p = es decreciente y con-

q+?2
cava hacia arriba para g > 0.



68. Costo promedio Para la funcién costo

69

70

71

c=3q2+5q+6,

demuestre que la grafica de la funcién de costo prome-
dio ¢ siempre es concava hacia arriba para g > 0.

Especies de plantas El niimero de especies de plantas
en un lote puede depender del tamaiio del lote. Por
ejemplo, en la figura 12.46 vemos que en lotes de 1 m?
hay tres especies (A, By C en el lote izquierdo; A, B y
D en el lote derecho), y que en un lote de 2 m? hay cua-
tro especies (A, B Cy D).

2 metros cuadrados
A

s A
A
A
c B
B
D

N N J

Y~ Y

1 metro 1 metro
cuadrado cuadrado

FIGURA 12.46
plantas.

Especies de

En un estudio acerca de las plantas de cierta regién
geogrifica,” se determiné que el niimero promedio de
especies, S, que se presentan en lotes de tamafo A (en
metros cuadrados) estd dado por

S =f(A)=12VA, 0=A= 625

Haga el bosquejo de la grafica de f (nota: su gréfica de-
be ser creciente y concava hacia abajo. Por ello el ni-
mero de especies es creciente con respecto al area, pero
a una razoén decreciente).

Articulo de calidad inferior En un anélisis de un ar-
ticulo de calidad inferior, Persky® considera una funcién
de la forma

g(x) = e(Uu/A)e*xz/(ZA)’
donde x es una cantidad del bien, U, es una constante
que representa la utilidad y A es una constante positiva.
Persky afirma que la gréfica de g es concava hacia abajo
parax < V A,y céncava hacia arriba para x > V A.
Verifique esto.

Psicologia En un experimento psicoldgico que implica-
ba respuestas condicionadas,’ varias personas escuchaban
cuatro tonos, denotados como 0, 1,2 y 3. Inicialmente, las
personas se condicionaron al tono 0, esto al recibir un
choque eléctrico siempre que lo ofan. Luego, cuando
cada uno de los cuatro tonos (estimulos) se escucharon
sin choques eléctricos, la respuesta del sujeto se registré
por medio de un dispositivo rastreador que media la

"Adaptado de R. W. Poole, An Introduction to Quantitative Ecology
(Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1974).

8A. L. Persky, “An Inferior Good and a Novel Indifference Map”.
The American Economist XXIX, nim. 1 (1985), 67-69.
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= 74.
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reaccion galvanica de la piel. La respuesta media para
cada estimulo (sin choque eléctrico) se determind, y los
resultados se graficaron en un plano coordenado, en
donde los ejes x y y representan el estimulo (0,1,2y 3)
y la respuesta galvédnica promedio, respectivamente.
También se determind que los puntos se ajustan a una
curva dada aproximadamente por la gréfica de

y = 12.5 + 5.8(0.42)".

Demuestre que esta funcién es decreciente y concava
hacia arriba.

Entomologia En un estudio sobre los efectos de la
privacién de alimento en condiciones de hambre,'’ un
insecto fue alimentado hasta que su apetito estuvo com-
pletamente satisfecho. Después fue privado de alimento
durante ¢ horas (periodo de privacion). Al final de este
periodo, el insecto de nuevo fue alimentado hasta que
su apetito estuvo completamente satisfecho. Se encon-
tré estadisticamente que el peso H (en gramos) del ali-
mento que se consumio en este tiempo, era una funcién
de t,donde

H = 1.00[1 — e*(0.0464t+040670)].

Aqui H es una medida del hambre. Demuestre que H
es creciente con respecto a ¢y céncava hacia abajo.

Dispersion de insectos En un experimento sobre la
dispersién de un insecto especifico,'’ un gran niimero
de insectos se colocan en un punto de liberacién en un
campo abierto. Alrededor de este punto hay trampas
dispuestas segin un arreglo circular concéntrico a dis-
tancias de 1 m,2 m, 3 m, etc., del punto de liberacion.
Veinticuatro horas después de que se liberan, se cuenta
el nimero de insectos en cada trampa. Se determiné
que a una distancia de r metros del punto en que se po-
nen en libertad, el nimero promedio de insectos conte-
nidos en una trampa es n, donde

n= f(r) =011In(r) + % — 08, 1=r=10.

(a) Demuestre que la grafica de f es siempre decrecien-
te y concava hacia arriba. (b) Haga el bosquejo de la
grafica de f. (c) Cuando r = 5, ja qué razén esta decre-
ciendo el nimero promedio de insectos en una trampa
con respecto a la distancia?

Grafique y = 0.25x* — 3.1x*> + 99x — 6.1,y de la
gréfica determine el nimero de (a) puntos maximos
relativos, (b) puntos minimos relativos y (c) puntos de
inflexion.

Grafique y = x°(x — 2.3) y de la gréfica determine el
numero de puntos de inflexién.

?Adaptado de C. I. Hovland, “The Generalization of Conditioned
Responses: I. The Sensory Generalization of Conditioned Responses
with Varying Frequencies of Ton”, Journal of General Psychology, 17
(1937),125-148.

10C. S. Holling, “The Functional Response of Invertebrate Predators
to Prey Density”, Memoirs of the Entomological Society of Canada,
ndm. 48 (1966).

" Adaptado de Poole, op. cit.
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“76. Grafique y = 1 — 27y de la grafica determine el 578, Sif(x) = x*+ 2x> — 3x + 2, encuentre f'(x)y
ntimero de puntos de inflexion. f"(x). Observe que donde f' tiene un minimo rela-
tivo, f cambia la direccién de su flexion. ;Por qué?

bién la recta tangente a la curva en x = 2. Alrede- 79. Sif(x) = x° 4 3x° — 4x* + 2x* + 1, encuentre
dor de x = 2, jestd la curva arriba o debajo de la los valores x (redondeados a dos decimales) de los
recta tangente? Con base en su apreciacién, deter- puntos de inflexién de f.

mine la concavidad en x = 2. = 80.

%77, Grafique la curva y = x* — 2x*> + x + 3,y tam-

+ 3
Sif(x) = xi, determine los valores de x
X+ 1

(redondeados a dos decimales) de los puntos de
inflexion de f.

Localizar extremos ~ 12¢4  PRUEBA DE LA SEGUNDA DERIVADA

rela}tivos por medio de la apli- La segunda derivada puede usarse para probar si ciertos valores criticos corres-
cac1on.de la prueba de la segun-  ponden a valores extremos relativos. Observe en la figura 12.47, que cuando
da derivada. X = X, se tiene una tangente horizontal; esto es, f'(x;) = 0. Ademds, alrededor

de x, la funcién es céncava hacia arriba [esto es, f"(x,) > 0]. Lo anterior nos
lleva a concluir que habra un minimo relativo en x,. Por otra parte, alrededor
de x; la funcién es concava hacia abajo [esto es, f"(x;) < 0]. Como la recta tan-
gente es horizontal en x;, concluimos que ahi existe un maximo relativo. Esta
técnica de examinar la segunda derivada en puntos donde la primera derivada
es cero, se llama prueba de la segunda derivada para extremos relativos.

Concava hacia
Y arriba y minimo Céncava
relativo hacia abajo y
maximo relativo

Xo X4

FIGURA 12.47 Relacion de la
concavidad con los extremos relativos.

Prueba de la segunda derivada para extremos relativos
Suponga que f'(x,) = 0.

Si f"(x,) < 0, entonces f tiene un maximo relativo en x;,.
Si f"(x,) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en x;,.

Queremos enfatizar que la prueba de la segunda derivada no es aplicable
cuando f'(xy)) = 0y f"(x)) = 0. Bajo estas condiciones, en x, puede existir
un méaximo relativo, un minimo relativo o ninguno de éstos. En esos casos de-
be usarse la prueba de la primera derivada para analizar qué estd sucediendo
en x;. Ademads, la prueba de la segunda derivada no es aplicable cuando f’(x,)
no estd definida.

| .

EJEMPLO 1 Prueba de la segunda derivada
Investigar los mdximos y minimos de la funcion siguiente. Utilizar, si es posible,
la prueba de la segunda derivada.

a. y = 18x — 3x°.



Aunque la prueba de la segunda de-
rivada es muy ttil, no dependa por
completo de ella. La prueba no sélo
puede no aplicarse, sino que en oca-
siones podria ser muy complicado
determinar la segunda derivada.

Extremo relativo
y absoluto
cuando x=0

FIGURA 12.48 Exactamente
un extremo relativo implica un
extremo absoluto.
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Solucion:

y =18 = 2x* =2(9 — x*) =23 + x)(3 — x),
1 5
y' = —dx <t0mand0(de 18 — 2x‘>.
dx

Resolviendo y’ = 0 se obtienen los valores criticos x = +3.

Si x = 3, entonces y" = —4(3) = —12 <0,
por lo que existe un maximo relativoenx = 3.
Si x = —3, entonces y’" = —4(—3) =12 > 0,
por lo que existe un minimo relativo en x = — 3 (véase la fig. 12.4).
b. y = 6x* — 8x* + 1.

Solucion:
y = 24x7 — 24x* = 24x*(x — 1),
y" = 72x> — 48x.

Alresolver y' = 0, se obtienen los valores criticos x = 0, 1. Vemos que

six = 0, entonces y" = 0,

six = 1, entonces y” > 0.

De acuerdo con la prueba de la segunda derivada, se tiene un minimo re-
lativo en x = 1. No podemos aplicar la prueba cuando x = 0, porque ahi
y" = 0.Para ver qué pasa en cero, nos remitimos a la prueba de la prime-
ra derivada:

Six < 0, entonces y' < 0;
si0 < x < 1, entonces y' < 0.

Por tanto, no existe ni maximo ni minimo en x = 0 (véase la fig. 12.36).

IE— |

Si una funcién continua tiene exactamente un extremo relativo en un in-
tervalo, puede demostrarse que el extremo relativo debe también ser un extre-
mo absoluto en el intervalo. Para ilustrar esto, en la figura 12.48, la funcién
y = x? tiene un minimo relativo cuando x = 0,y no hay otros extremos re-
lativos. Como y = x? es continua, este minimo relativo es también un minimo
absoluto para la funcién.

T —
EJEMPLO 2 Extremos absolutos

Siy = f(x) = x> — 3x* — 9x + 5, determinar dénde ocurren los extremos
absolutos en el intervalo (0, c0).

Solucion: tenemos
fl(x) =3x> —6x — 9 =3(x* —2x — 3)
=3(x + 1)(x — 3).

El tnico valor critico en el intervalo (0, co) es 3. Al aplicar la prueba de la se-
gunda derivada en este punto se obtiene
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()]
—

—22+

FIGURA 12.49 En (0, 00),
existe un minimo absoluto
cuando x = 3.

g Ejercicio 12.4

En los problemas del 1 al 14 efectiie la prueba para mdximos y minimos. En caso de ser posible, utilice la prueba de la segunda de-
rivada. En los problemas del 1 al 4 establezca si los extremos relativos son también extremos absolutos.

o

o

10.

13.

(AP0 Determinar asintotas

y=x*—5x+6.
y =3x*—5x + 6.
y=—x>+3x+ 1.

y = —2x7.

y = (x* + 7x + 10)%

horizontales y verticales para

una curva y hacer el bosquejo
de las graficas de funciones que

tienen asintotas.

f"(x) = 6x — 6,
f"3)=63)—6=12 > 0.

Asi, existe un minimo relativo en x = 3. Como éste es el iinico extremo relati-
vo en (0,00) y fes continua ahi, concluimos de nuestro analisis anterior que en
realidad se trata de un valor minimo absoluto cuando x = 3; este valor es
f(3) = —22 (véase la fig. 12.49).

_ 0=

2. y=—2x>+ 6x + 12. 3. y=—4x>+2x — 8.

5. y=x—27x+ 1 6. y=x>—12x + 1.

8. y=x*—2x>+4. 9. y=23x*+3.

11. y = 81x° — 5x. 12. y=?x3+%x2—10x—7.

3
14.y=?+2x2+x—5.

12.5 ASINTOTAS

Asintotas verticales

En esta seccién concluimos nuestro andlisis sobre los procedimientos para el
trazado de curvas, investigando funciones que tengan asintotas. Basicamente,
una asintota es una recta a la que una curva se acerca cada vez mds. Por ejem-
plo, en cada inciso de la figura 12.50, la linea punteada x = a es una asintota.
Para ser precisos sobre esto, necesitamos hacer uso de los limites infinitos. En
la figura 12.50(a), observe que cuando x — a™, f(x) se vuelve positiva y tien-
de a infinito:

lim f(x) = oo.
x—a*

X =a

(a) (b) (c) (d)

FIGURA 12.50 Asintotas verticales x = a.

En la figura 12.50(b), cuando x — a™, f(x) se vuelve negativa y tiende a me-
nos infinito:

lim f(x) = —oo0.
x—a’



Asintota _|
vertical

y

3
~_|

FIGURA 12.51 Graéfica de

y

:3x—5
x—2
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En la figura 12.50(c) y (d) tenemos

Iim f(x) =00 y lim f(x) = —o0,
X—a X—a
respectivamente.

Hablando de manera informal, podemos decir que cada grafica en la figu-
ra 12.50 tiene una “explosion” alrededor de la linea vertical punteada x = a,
en el sentido de que el limite de f(x) desde alguno de sus lados en a, es co 0
bien —oco. La recta x = a se llama asintota vertical de la gréfica. Una asintota
vertical no es parte de la grafica, pero es til en el trazado de ésta porque par-
te de la gréfica se acerca a la asintota. Debido a la explosién alrededor de
x = a,la funcion no es continua en a.
Definicion
La recta x = a es una asintota vertical para la grafica de la funcion f(x) siy
sélo si, por lo menos se cumple uno de los enunciados siguientes:

lim f(x) = oo (0 —00)
x—a"
(0]
lim f(x) = oo (0 —0).
xX—a
Para determinar asintotas verticales, debemos encontrar valores de x alre-

dedor de los cuales f(x) crezca o disminuya sin limite. Para una funcién racio-
nal (cociente de dos polinomios), esos valores de x son precisamente aquéllos
para los que el denominador se hace cero, pero el numerador no. Por ejemplo,
consideremos la funcién racional
_3x—5
f(x) x — 2 °

Cuando x es 2, el denominador es cero, pero el numerador no. Si x es ligera-
mente mayor que 2, entonces el valor de x — 2 resulta cercano a cero y positi-
vo,y el valor de 3x — 5resulta cercano a 1. Asi (3x — 5)/(x — 2) resulta muy
grande, por lo que

. 3x—5
Iim —— =

Q.
x—=2tx — 2

Este limite es suficiente para concluir que la rectax = 2, es una asintota verti-
cal. Como estamos interesados en el comportamiento de una funcién alrede-
dor de una asintota vertical, vale la pena examinar qué le pasa a esta funcién
cuando x se acerca a 2 por la izquierda. Si x es ligeramente menor que 2, en-
tonces el valor de x — 2 resulta muy cercano a cero pero negativo, y el valor
de 3x — 5 resulta cercano a 1. Asi, (3x — 5)/(x — 2) es “muy negativo”, por
lo que
3x —5
lim ——— = —oo.

x—2" X — 2
Concluimos que la funcién crece sin limite cuando x — 2* y decrece sin limite
cuando x — 2. La gréfica se muestra en la figura 12.51.

En resumen, tenemos una regla para las asintotas verticales.

Regla de las asintotas verticales para funciones racionales
Suponga que




558 Capitulo 12 = Trazado de curvas

Aunque la regla de la asintota verti-
cal garantiza que las rectas x = 3y
x = 1 son asintotas verticales, no
indica la naturaleza precisa de la

“explosién” alrededor de estas rectas.

Un anélisis preciso requiere del uso
de los limites laterales.

donde Py Q son funciones polinomiales. La recta x = a es una asintota
vertical para la grafica de f'siy sélo si Q(a) = 0y P(a) # 0.

| . .z - .
EJEMPLO 1 Determinacion de asintotas verticales
Determinar las asintotas verticales para la grdfica de

x> — 4x
flx) = x> —4x+ 3

Solucion: como f es una funcién racional, es aplicable aqui la regla de las
asintotas verticales. Si escribimos
x(x — 4)
x =
)
resulta claro que el denominador es 0 cuando x es 3 o 1. Ninguno de esos va-

lores anula al numerador 0. Las rectasx = 3 yx = 1 son entonces asintotas
verticales (véase la fig. 12.52).

(factorizando),

X=1 —1>

x> — 4x

FIGURA 12.52 Griéficade f(x) = 57—
x°—4x + 3

Asintotas horizontales

Una curva y = f(x) puede tener otro tipo de asintota. En la figura 12.53(a),
conforme x crece sin limite (x — o), la grafica se acerca a la recta horizon-
taly = b.Estoes,

lim f(x) = b.
X—>00
f(x) f(x)
________ b \ y=b I R
~—

(a) (b)

FIGURA 12.53 Asintotas horizontales y = b.
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En la figura 12.53(b), cuando x tiende a infinito negativamente, la gréfica se
acerca a la recta horizontal y = b. Esto es,
lim f(x) =b.
X—> —00
En cada caso, la linea punteada y = b se llama asintota horizontal de la grafica,
la que es una recta horizontal hacia la cual “tiende” la gréafica cuando x — co o
cuando x — —oo.
Aunque la gréfica de una recta horizontal tiende hacia si misma cuando
x — oo ocuando x — —oo, no se considera que una recta tenga asintotas. En
resumen, tenemos la definicion siguiente:
Definicion
Sea funa funcién no lineal. La recta y = b es una asintota horizontal de la
grafica de f si y sélo si, por lo menos es verdadero uno de los siguientes
enunciados:
lim f(x) =b o lim f(x) =b.
X—>00 X—> —00
Para determinar las asintotas horizontales, primero debemos encontrar
los limites de f(x) cuando x — ooy cuando x — —oo. Para ilustrar, de nue-
vo consideremos
fl =222
xX)=—"-.
x—2

Como ésta es una funcién racional, podemos usar los procedimientos de la
seccion 9.2 para encontrar los limites. Como el término dominante del nume-
rador es 3x y el término dominante en el denominador es x, tenemos

3x — 5 3x

lim ——— = lim — = lim 3 = 3.

x—oo00 X — 2 x—o00 X x—00

Y Asi,larectay = 3 es una asintota horizontal (véase la fig. 12.54). Ademas,

3x — 5 3x

Iim ———= Ilim —= Ilim 3 =3.

xX—=>—00 X — x—>—o0 X X—>—0
3 . .
~—_ reiniota Por tanto, la grafica tiende a la recta horizontal y = 3 cuando x — ooy tam-

\ A\horizontal bién cuando x — —oo.
X

|
|
|
|
|
|
12
|
| | |
I E
|
|

JEMPLO 2 Determinacion de asintotas horizontales

Encontrar las asintotas horizontales para la grdifica de
FIGURA 12.54 Grafica de

x* — 4x
3x —5 X)) = — ™
f(x):x—z' f(x) x> —4x + 3
Solucion: tenemos
2 4 2
lim -~ — = lim 5= lim 1 =1
x—oo X° —4x + 3 x—o00 X X—>00

Por tanto,la recta y = 1 es una asintota horizontal. El mismo resultado se ob-
tiene cuando x — —oo (véase la fig. 12.52).

Es apropiado ahora hacer algunos comentarios sobre las asintotas. Con
las asintotas verticales examinamos el comportamiento de una grafica alrede-
dor de valores especificos de x. Sin embargo, con las asintotas horizontales
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=x% + 2x

FIGURA 12.55 La gréafica de
y = x> + 2x no tiene asintota
horizontal ni asintota vertical.

y=e"—1

FIGURA 12.56 La grafica de
y = e* — 1 tiene una asintota
horizontal.

examinamos la gréfica cuando x crece sin limite. Aunque una gréfica puede te-
ner numerosas asintotas verticales, puede tener cuando mas dos asintotas ho-
rizontales.

En la seccién 9.2 vimos que cuando el numerador de una funcién racional
tiene un grado mayor que el denominador, no existe un limite cuando x — oo
o cuando x — —oo. De esto concluimos que: siempre que el grado del numera-
dor de una funcion racional sea mayor que el del denominador, la grdfica de la
funcion no puede tener una asintota horizontal.

EJEMPLO 3 Determinacion de asintotas verticales y horizontales

Encontrar las asintotas verticales y horizontales para la grdfica de la funcion
polinomial

y = f(x) = x* + 2x.

Solucién: comenzamos con las asintotas verticales. Esta es una funcién racio-
nal con denominador igual a 1, el que nunca es cero. Por la regla de las asinto-
tas verticales, no se tienen asintotas verticales. Como el grado del numerador
(3) es mayor que el del denominador (0), no se tienen asintotas horizontales.
Sin embargo, examinemos el comportamiento de la gréfica cuando x — ooy
cuando x — —oo. Tenemos

lim (x¥* + 2x) = lim x* = oo
X—>00 X—>00
y lHm (¥ +2x) = lim x’ = —oco.
X—> —00 X—> —00

Entonces, cuando x — oo la grafica se extiende indefinidamente hacia arriba, y
cuando x — —oo se extiende indefinidamente hacia abajo (véase la fig. 12.55).

I— |

Los resultados del ejemplo 3 pueden generalizarse a cualquier funcién po-
linomial:

Una funcién polinomial no tiene asintotas, ni verticales ni horizontales.

EJEMPLO 4 Determinacion de asintotas horizontales y verticales

Encontrar las asintotas horizontales y verticales para la grdfica de y = e* — 1.

Solucion: para investigar las asintotas horizontales, hacemos que x — oc.
Entonces e* crece sin limite, por lo que
lim (¢ — 1) = oo.
X—>00
Asi, la grafica no tiende a valor alguno cuando x — oo. Sin embargo, cuando
X — —oo, tenemos que ¢* — 0, por lo que
lim (ef —1)= 1lim ¢ — 1lim 1=0—1=—1
X—> —00 X—> —00 X—> —00
Por tanto, la recta y = — 1 es una asintota horizontal. La gréafica no tiene
asintotas verticales porque e* — 1 ni crece ni disminuye sin limite alrededor
de algtin punto fijo de x (véase la fig. 12.56).

IE— |

Trazado de curvas

Concluimos este capitulo con dos ejemplos que muestran como graficar una
funcién empleando todas las herramientas que hemos desarrollado para el
trazado de curvas.
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T —
EJEMPLO 5 Trazado de una curva

Hacer el bosquejo de la grdfica de y = 1 5
- X

Solucion:

Intersecciones Cuando x = 0,y = . Si y = 0, entonces 0 = 1/(4 — x?),
que no tiene solucién. Asi (0, 1) es la tinica interseccion.

Simetria Existe simetria con respecto al eje y: si reemplazamos x por — x resulta

- 1 o 1
4 — (—x)z’ Y 4 — x¥

y

que es igual a la ecuacién original. Puede demostrarse que no existe ninguna
otra simetria.

Asintotas Al probar por asintotas horizontales, tenemos

1
Iim 5= lim — =—1im — = 0.
x—o0o 4 — x x—o0 —X x—00 X

De manera similar,

lim 5> =0.
x—>—c0d — X
Asi, y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal. Como el denominador de
1/(4 — x?) es cero cuando x = %2,y el numerador no es cero para esos valo-
res de x, las lineas x = 2 yx = — 2 son asintotas verticales.

Maximos y minimos Como y = (4 — x*)7!,

2x

y' = —1(4 — xz)’z(—Zx) = m

Vemos que y' es cero cuando x = 0y que )’ no estd definida cuando x = *2.
Sin embargo, sélo 0 es un valor critico, porque y no esta definida en *2. Hay
cuatro intervalos que considerar para determinar si la funcién es creciente o
decreciente en ellos:

Six <=2, entonces v <0
si—2 < x <0, entonces v <0
si0 < x <2, entonces v >0
si x > 2, entonces y' > 0.

La funcién es decreciente en (—oo, —2) y (— 2,0) y creciente en (0,2) y (2, 00).
(Véase la fig. 12.57.) Existe un minimo relativo en x = 0.

Decreciente | DecrecienteI Creciente 1 Creciente
0

FIGURA 12.57 Analisis creciente/decreciente.

Concavidad
(4 = X?)*(2) — (2x)2(4 — x*)(—2x)
(4 — x*)*
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Coéncava Coéncava Céncava
hacia hacia hacia
abajo | arriba | abajo

FIGURA 12.58 Analisis de
concavidad.

24— )[4 — x7) — (2x)(—2x)] _ 2(4 + 3x%)
(4 — x*)* (4 — x*)*°
Haciendo y” = 0, no obtenemos raices reales. Sin embargo, y” no estd defi-

nida cuando x = *=2. Aunque la concavidad puede cambiar alrededor de
esos valores de x, éstos no corresponden a puntos de inflexién porque no estan
en el dominio de la funcidon. Hay tres intervalos donde se debe investigar la
concavidad:

Six <-—2, entonces v <0
si—2 < x < 2, entonces y' > 0;
si x > 2, entonces y" < 0.

La gréfica es concava hacia arriba en (=2, 2) y concava hacia abajo en
(—00,—2) y (2,0). (Véase fig. 12.58.) Aunque la concavidad cambia alrede-
dor de x = *2, como dijimos antes, estos valores no corresponden a puntos
de inflexion.

Analisis Con base en los puntos de la tabla que aparece en la figura 12.59, al-
gunos escogidos arbitrariamente, y en la informacién anterior, obtuvimos la
gréfica indicada. Debido a la simetria con respecto al eje y, nuestra tabla s6lo
tiene valores de x = 0.

y

Coéncava
hacia
arriba,

creciente

Concava
hacia
arriba,
decreciente

> X
—1k
Concava Concava
hacia abajo, hacia abajo,
decreciente creciente
FIGURA 12.59 Graficade y = 2 >
— X
[ |

N cormpi 0 2

EJEMPLO 6 Trazado de una curva
4x
T L ifica de y = .
razar la grdfica de y Zr1

Solucion:

Intersecciones Cuandox = 0,y = O;cuandoy = 0,x = 0.Asi (0,0) es la tni-
ca interseccion.
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Simetria Hay simetria con respecto al origen: reemplazando x por —x y y por
— y, resulta
4w _ 4
(—x)*+ 1 YT

la cual es la misma que la ecuacion original. No existe ninguna otra simetria.

—y =

Asintotas Al investigar las asintotas horizontales, tenemos

. 4x . 4x .4
lim ——— = lim — = lim — =0,
x—oo X° + 1 x—o00 X x—o00 X
y de manera similar,
4
lim ——— = 0.

to—ce X2+ 1
Asi, y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal. Como el denominador de
4x/(x* + 1) nunca es 0, no hay asintotas verticales.
Maximos y minimos Haciendo y = f(x), tenemos
(x* + 1)(4) — 4x(2x) 4 —4x> 41+ x)(1—x)

=) = (x> + 1)? T @1 Py

Los valores criticos son x = =1, por lo que hay tres intervalos que considerar:
4
()
4(H )
()

, oy = A :
six > 1,entonces f'(x) = = —, por lo que fes decreciente

(+)
(véase la fig. 12.60).

Six < —1,entonces f'(x) = = —, por lo que fes decreciente;

si =1 < x < 1,entonces f'(x) = = +, por lo que fes creciente;

Decreciente | Creciente | Decreciente

-1 1

FIGURA 12.60 Andlisis
creciente/ decreciente.

Existe un minimo relativo en x = — 1y un méximo relativoen x = 1.
4 — 4x?
(x* + 1)¥
(x* + 1)*(—8x) — (4 — 4xH)(2)(x* + 1)(2x)
(x* + 1)*
8x(x> + 1)(x> — 3) _ 8x(x + V3)(x — V3)
(x2 + 1)* B (x2 + 1)

Concavidad Como f'(x) =

1(x) =

Haciendo f”(x) = 0, concluimos que los puntos de inflexién posibles se pre-
sentan cuando x = i\/g’, 0. Hay cuatro intervalos que considerar:

8 A\ (—\(—
Six < —V3,entonces f"(x) = ()((—I-))() = —, por lo que fes concava
hacia abajo;
8(—)(+)(—
si—V3<x< 0,f"(x) = ()((-i—))(> = + por lo que fes concava

hacia arriba;
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8(H) (D (=
si0 < x < \/3,entonces f"(x) = ()((—i-))() = —, porlo que fes
concava hacia abajo;
8(+)(+)(+
six > \/3,entonces f'(x) = ( >((+))( ) = -+, por lo que fes concava

hacia arriba (véase la fig. 12.61).

Céncava Coéncava Concava Céncava

hacia abajo hacia arriba hacia abajo hacia arriba
1 |

|
-J3 0 'E)

FIGURA 12.61 Analisis de concavidad.

Los puntos de inflexién ocurren cuando x = 0, & V3.

Analisis Después de considerar toda la informacién obtenida, se llega a la
grafica de y = 4x/(x* + 1) que se muestra en la figura 12.62, junto con una
tabla de puntos importantes.

y
4x
=~ . y=
x | o |1 |/3]|-1]|-/3 X2+ 1
2+
y | o 2 | 3| -2|-/8
— L x
-J/3 —1 1 /3
oL

4x
2+ 1

FIGURA 12.62 Graficade y =

g Ejercicio 12.5

En los problemas del 1 al 24 encuentre las asintotas horizontales y verticales para las grdficas de las funciones. No trace las grdficas.

S.y:%. 6.y=-%_ 7.y:x21_1' s'y:xzx_4-
9. y=x>—5x+5. 10.y=x2_39. 11. f()—xzfi)j_g 1z.f(x)=x£.

— 7 ’ 2 _
13 :%' Woy= 3x(2x2—xl—)1—(41x —y B :ﬁJﬂ- 16. f(x) =ﬁ.
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3 — x* x*+ x x2—3x — 4 xt+1
17. =2 r 18. y= 19. y= 2 "X 7% 9y = .
=552 YT YT T ax + a2 Ye o
9x% — 16 2 3x
2y =~ 10 2 y="+- X 23 =224 4 24, = 12¢7,
YT 26 + 4y R VI — o J(x) = 12¢

En los problemas del 25 al 46 haga el bosquejo de cada curva. Determine los intervalos en los que la funcion es creciente, de-
creciente, concava hacia arriba, concava hacia abajo; mdaximos y minimos relativos; puntos de inflexion; simetria; asintotas
horizontales y verticales; aquellas intersecciones que puedan obtenerse de manera conveniente.

3 1 X 10
25, y = —. 26, y=——. 27. y = 28, y = ——.
YT R YT Y Vi
1 x? 1 1
29, y = x> + —. 30. y= 31. y= 2. y=
YT R YT e R
1+ x 1—x x? ¥ +1
3.y = . 4. y= . 35 y= . 36. y =
YT YT YT x4 YT
9 37x* + 36x + 9 2x — 3 3x + 1
3.y = . 8, y=——F"—. 9. y=—"7""2. 4. y=——"—.
YT o —6x—8 Y 97 YT ox — 9y Y7 (6x + 57
¥ =1 x 1 3x*+ 1
41. y = . 2 y=—"7. 43, y=x+ . 4, y=——71.
Y x? Y (x +1)? YT v+ Y ¥
—3x>+2x — 5 4
5. y=—"—"—. 46. y=2x+1+ .
R T P Yo 2+ 1
47. Trace la grafica de una funcién ftal que f(0) = 0, tenga 52. Esboce las grificasde y = 6 —3e ™ yy = 6 + 3e™™.
una asintota horizontal y = 1 para x — =00, tenga una Demuestre que son asintéticas a la misma linea. ;Cudl
asintota vertical x = 2,parax < 2 tenga tanto f'(x) < 0 es la ecuacién de esta linea?
comoﬁf "(x) < 0,y parax > 2 tenga tanto f'(x) < 0 co- 53. Mercado para un producto Para un producto nuevo,
mo f"(x) > 0. el nimero anual de miles de paquetes vendidos y, des-
48. Dibuje la grafica de una funcién f tal que f(0) = 0, tenga pués de ¢ afios, contados a partir de su introduccién al
una asintota horizontal y = 2 para x — =00, tenga una mercado, se estima que estard dado por
asintota vertical x = — 1, parax < — Itenga tanto f’
(x) > 0 como f"(x) > 0,y parax > — 1 tenga tanto y = f(t) = 150 — 76e"".

f'(x) > 0como f"(x) < 0.

49. Trace la gréfica de una funcion ftal que f(0) = 0, tenga
una asintota horizontal y = 0 para x — * oo, tenga

Demuestre que y = 150 es una asintota horizontal para
la grafica de esta ecuacion. Esto deja ver que una vez
que el producto se ha establecido entre los consumido-

asintotas verticales x = —1yx = 2, f'(x) < 0 para res, el mercado tiende a ser constante.
x < —lypara—1 < x < 2,yademds f"(x) < 0 para )
x > 2. = )

54, Grafique y = — T aZ t B 1 Con base en la
X X X

50. Trace la gréfica de una funcién f tal que f(~1) = 0. gréfica, localice las asintotas horizontales y verticales.

f(0) = 1, f(3) = 0,tenga una asintota horizontal
y = 0 para x — * o0, tenga asintotas verticales x = —2 - ‘ 60 — 22 + 6x — 1
yx = 1,f"(x) <Oparax < =2y f'(x) > 0 para 55, Grafique y =
—2<x<lyparal <x <3.

3 3 . A partir de la
3x7 — 2x* — 18x + 12
gréfica, localice las asintotas horizontales y verticales.
51. Poder de compra Al analizar el patrén temporal de

compras, Mantell y Sing'? utilizan la curva = In(x + 4)

~ 56. Grafique y = PR en la pantalla estandar.

y= ﬁ > La grafica sugiere que hay dos asintotas verticales de la
forma x = k,donde k > 0. También, parece que la gra-
como un modelo matemadtico. Ellos afirman que fica “comienza” cerca de x = — 4. Cuando x — —41,
y = 1/b es una asintota. Verifiquelo. se tiene

In(x +4) > —c0 y x*—8x+5— 353

121 H.Mantell y F. P.Sing, Economics for Business Decisions (Nueva
York: McGraw-Hill Book Company, 1972), 107.
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Asi, lim y = —oo. Esto proporciona la asintota
x—4
vertical x = — 4. De modo que en realidad, existen

tres asintotas verticales. Utilice la caracteristica de
acercamiento para hacer clara la asintotax = — 4
en la pantalla.

@246 REPASO

Términos importantes

0.34¢%7%
42 + 0.71e"7%

Con ayuda de la grafica, determine una ecuacion de
la asintota horizontal examinando los valores de y
cuando x — oo. Para confirmar esta ecuacion de

manera algebraica, encuentre lim y dividiendo
X—>00

primero tanto el numerador como el denominador
entre "7,

AT

~ 57. Grafique y = en donde x > 0.

funcion decreciente
valor critico

funcién creciente
extremos absolutos

Seccion 12.1

Seccion 12.2  teorema del valor extremo
Seccion 12.3  concava hacia arriba
Seccion 12.4  prueba de la segunda derivada

asintota horizontal

Seccion 12.5 asintota vertical

Resumen

maximo relativo
punto critico

céncava hacia abajo

minimo relativo extremos relativos
prueba de la primera derivada

punto de inflexién

regla de la asintota vertical para funciones racionales

El célculo es de gran ayuda para hacer el bosquejo de
graficas de funciones. La primera derivada se usa para
determinar cuando una funcién es creciente o decre-
ciente y para localizar los maximos y minimos relativos.
Si f'(x) es positiva en todo un intervalo, entonces en ese
intervalo fes creciente y su gréfica asciende (de izquier-
da a derecha). Si f'(x) es negativa en todo un interva-
lo, entonces fes decreciente y su grafica desciende.

Un punto (x,, y,) sobre la gréfica en el que f'(x)
es 0 o no esta definida, es un candidato a extremo rela-
tivo; x, se llama valor critico. Para que se presente en
X, un extremo relativo, la primera derivada debe cam-
biar de signo alrededor de x,. El procedimiento si-
guiente es la prueba de la primera derivada para los
extremos relativos de y = f(x):

Prueba de la primera derivada para
extremos relativos

Paso 1. Encuentre f'(x).

Paso 2. Determine todos los valores de x en que
f'(x) = 00 f'(x) no estd definida.

Paso 3. En los intervalos sugeridos por los valores
del paso 2, determine si f es creciente
[f'(x) > 0] o decreciente [f'(x) < 0].

Paso4. Para cada valor critico x, en que f es conti-

nua, determine si f’(x) cambia de signo al au-
mentar x y pasar sobre x;,. Se tiene un maximo
relativo cuando x = x, si f'(x) cambia de +
a —, y un minimo relativo si f'(x) cambia
de — a +. Si f'(x) no cambia de signo, en-
tonces no se tiene un extremo relativo cuan-
dox = x,.

Bajo ciertas condiciones, se puede asegurar que una
funcioén tiene extremos absolutos. El teorema del valor
extremo establece que si f es continua en un intervalo
cerrado, entonces f tiene un valor maximo absoluto y
un valor minimo absoluto en el intervalo. Puede em-
plearse el siguiente procedimiento para localizar los
extremos absolutos:

Procedimiento para encontrar los extremos abso-
lutos de una funcién f continua en [a, b]

Paso 1. Encuentre los valores criticos de f.

Paso 2. Evaltde f(x) en los puntos extremos ay by
en los valores criticos de (a, b).
Paso 3. El valor mdximo de fes el mds grande de los

valores encontrados en el paso 2. El valor
minimo de f es el menor de los valores en-
contrados en el paso 2.

La segunda derivada se usa para determinar la
concavidad y los puntos de inflexién. Si f”(x) > O en
todo un intervalo, entonces f es concava hacia arriba
en ese intervalo y su gréfica se dobla hacia arriba. Si
f"(x) < 0 en un intervalo, entonces f es céncava ha-
cia abajo en ese intervalo y su grafica se dobla hacia
abajo. Un punto en la grafica donde f es continua y
su concavidad cambia, es un punto de inflexion. El
punto (x,, y,) en la gréfica, es un posible punto de in-
flexion si f"(x,) es cero o no estd definida, y f es con-
tinua en x,,.

La segunda derivada proporciona también un me-
dio para probar si ciertos valores criticos son extremos
relativos:



Prueba de la segunda derivada para
extremos relativos

Suponga que f'(x,) = 0. Entonces

Si f"(xy) < 0, f entonces ftiene un maximo
relativo en x;

si f"(xy) > 0, f entonces ftiene un minimo
relativo en x,,.

Las asintotas también son ttiles para el trazado de
curvas. Las graficas “explotan” cerca de las asintotas
verticales y “tienden” hacia las asintotas horizontales.
La linea x = a es una asintota vertical para la gréfica
de una funcién fsi lim f(x) = oo, 0 —oo cuando x

Problemas de repaso
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tiende a a por la derecha (x — a*) o por la izquierda
(x — a).En el caso de una funcién racional, f(x) =
P(x)/Q(x), podemos encontrar las asintotas vertica-
les sin evaluar limites. Si Q(a) = 0 pero P(a) # 0,en-
tonces la recta x = a es una asintota vertical.

La recta y = b es una asintota horizontal para la
gréafica de una funcién no lineal f, si al menos una de
las proposiciones siguientes es verdadera:

lim f(x)=b o 1lim f(x)=0>.

X—>00 X—> —00
En particular, una funcién polinomial no tiene asinto-
tas horizontales ni verticales. Ademas, una funcién ra-
cional cuyo numerador tiene grado mayor que el del
denominador no tiene una asintota horizontal.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color, se sugieren para utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

En los problemas del 1 al 4 encuentre las asintotas horizontales y verticales.

3x? x+1
Ly=—%_ 2 y=-2"__
YT 16 YT ax — 22

En los problemas del 5 al 8 encuentre los valores criticos.

6. f(x) =8(x — 1)*(x + 6)*

En los problemas del 9 al 12 encuentre los intervalos en los que la funcién es creciente o decreciente.

2x2

9. f(x) = —x>+ 6x> — 9x.10. f(x) = m

3 522 -3 PR ok Bl
"V T Gr+ 27 "V T =5 -1l
7 f()_\*/m 8 f()_13x675"/6
SR T "I T e+ s
4
1 fx) = 2 12. f(x) = 9V/3x° — 4x.

x> =3

En los problemas del 13 al 18 encuentre los intervalos en los que la funcién es concava hacia arriba o céncava hacia abajo.

x+1

— 43
13. f(x) =x X 14. 1

16. f(x) = x* + 2x*> — 5x + 2.

14. f(x) =

En los problemas del 19 al 24 pruebe por extremos relativos.

19 F(x) = 26° — 027 + 126 + 7. 20, f(x) = 2,
X
2
2. f(x) = 5 . 23. f(x) = 23(x + 1).
7

_ 1
2x — 1

15. f(x)

17. f(x) = (4x + 1)°’@x +9). 18, f(x) = (x¥* —x — 1)~

=N

21 f(x) ="+

24. f(x) = x¥*(2x — D~

X x3
3

En los problemas del 25 al 30 encuentre los valores de x en que se presentan los puntos de inflexion.

x>+ 1
26. y = FT
2

X
29, y = ot

25,y = x* — 5x* + 3x.

28. y = x> + 21In(—x).

27. y = 4(3x — 5)(x* + 2).

30. y =6(x*—4)>%

En los problemas del 31 al 34 efectiie la prueba sobre extremos absolutos en el intervalo indicado.

31, f(x) = 3x* — 4x°, [0,2].

3. flx) = ——

m, [—2, 01

32. f(x) =2x> — 15x* + 36x, [0,3].

4. f(x) = (x —2)%(x + 1P, [—1,1].
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35. Sea f(x) = (x> + 1)e ™
a. Determine los valores de x en que se presentan los
maximos y minimos relativos, en caso de que existan.
b. Determine el o los intervalos en que la grafica de fes
céncava hacia abajo y encuentre las coordenadas de
todos los puntos de inflexion.

36. Sea f(x) = 21
X

T Puede demostrarse que

1 — x?

f'(x) = @

a. Determine si la grafica de f es simétrica con respecto
al eje x, al eje y o al origen.

b. Encuentre el o los intervalos en que fes creciente.

c. Determine las coordenadas de todos los extremos re-
lativos de f.

d. Determine lim f(x)y lim f(x).

X— —00 X—>00

e. Haga el bosquejo de la grafica de f.

f. Establezca los valores mdximo y minimo absolutos
de f(x) (en caso de que existan).

En los problemas del 37 al 48 esboce las grdficas de las funciones. Indique los intervalos en que la funcion crece, decrece, es
céncava hacia arriba, es céncava hacia abajo; indique los puntos maximos y minimos relativos, puntos de inflexion, las asintotas
horizontales, las asintotas verticales, la simetria y aquellas intersecciones que puedan obtenerse de manera conveniente.

37. y = x* — 2x — 24.

38. y = x> — 27x.

39. y=x*— 12x + 20.

+2
40. y = x* — 4% — 205> + 150. 4l y = + x. 2 y=1= T
o
100(x + 5) x2—4 X
43. - 44, y= : 45 y= —>
f(x) = Y= YT o — 1y
X _l’_ —X
46. y = 6x'°(2x — 1). 47, fx) =S5 48. f(x) =1+ In(x?).

49. ;Son ciertos o falsos los siguientes enunciados?

a. Si f'(x,) = 0, entonces f debe tener un extremo rela-
tivo en Xx,.

b. Como la funcién f(x) = 1/x es decreciente en los
intervalos (—oo, 0) y (0, 00), es imposible encontrar
X1y x, en el dominio de f de manera que x; < X,y
f(x) < f(x).

¢. Enelintervalo (—1,1],1a funcién f(x) = x*tiene un
méximo absoluto y un minimo absoluto.

d. Si f"(x,) = 0, entonces (x, f(x,)) debe ser un pun-
to de inflexion.

e. Una funcién f definida en el intervalo (=2, 2) con
exactamente un maximo relativo, debe tener un ma-
ximo absoluto.

50. Una funcién importante en la teoria de la probabilidad
es la funcién de densidad normal

f0) ==

a. Determine si la grafica de f es simétrica con respecto
al eje x, al eje y o al origen.

b. Encuentre los intervalos en que fes creciente y en los
que es decreciente.

c. Encuentre las coordenadas de todos los extremos re-
lativos de f.

d. Encuentre lim f(x)y lim f(x).

X—>—00 X—>00

e. Encuentre los intervalos en que la grafica de f'es con-
cava hacia arriba y en donde es concava hacia abajo.

f. Encuentre las coordenadas de todos los puntos de
inflexion.

g. Haga el bosquejo de la gréfica de f.

h. Encuentre todos los extremos absolutos.

51. Costo marginal Sic = ¢° — 6¢*> + 12q + 18 esuna
funcién de costo total, ;para qué valores de g es cre-
ciente el costo marginal?

52. Ingreso marginal Sir = 160¢*? — 34’ es la funcién
de ingreso para el producto de un fabricante, determine
los intervalos en que la funcién de ingreso marginal es
creciente.

53. Funcion ingreso La ecuacién de demanda para el pro-
ducto de un fabricante es

Vq
p =150 — ——, dondegqg > 0.

10
Demuestre que la grafica de la funcién de ingreso es

concava hacia abajo, dondequiera que esté definida.

54. Anticoncepcion En un modelo sobre el efecto de los
anticonceptivos en la tasa de nacimientos," la ecuacién,

= *
4.4 — 3.4x°

=x=1,

R = f(x)

da la reduccién proporcional R en la tasa de nacimien-
tos como funcién de la eficiencia x de un método anti-
conceptivo. Una eficiencia de 0.2 (o0 20%) significa que
la probabilidad de resultar embarazada es 80% de la
probabilidad de resultar embarazada sin el anticoncep-
tivo. Encuentre la reduccion (en porcentaje) cuando la
eficiencia es (a) 0, (b) 0.5y (c) 1. Encuentre dR/dx y
d’R/dx?,y dibuje la grafica de la ecuacién.

BR.K. Leik y B.F.Meeker, Mathematical Sociology (Englewood
Cliffs. N.J.: Prentice-Hall, Inc., 1975).



55. Aprendizaje y memoria Si usted fuese a citar los
miembros de una categoria, por ejemplo la de los ani-
males cuadripedos, las palabras que citaria se presenta-
rian probablemente en “grupos” con distintas pausas
entre tales grupos. Por ejemplo, usted podria citar las si-
guientes palabras para la categoria de los cuadripedos:

perro, gato, ratén, rata

(pausa)
caballo, burro, mula

(pausa)
vaca, cerdo, cabra, cordero
etcétera.

Las pausas pueden presentarse porque uno tiene que
buscar mentalmente las subcategorias (animales do-
mésticos, bestias de carga, animales de granja, etc.).

El tiempo transcurrido entre el enunciado de pala-
bras sucesivas se llama tiempo entre respuestas. Se ha
usado una funcién para analizar la duracién del tiempo
para pausas y tamaifio de los grupos (nimero de pala-
bras en un grupo).'* Esta funcién fes tal que

numero de palabras promedio que
f(t) = {se presentan en sucesion con tiempo
entre respuestas menor que f.

La gréfica de ftiene una forma similar a la mostrada
en la figura 12.63 y se ajusta bastante bien por medio
de un polinomio de tercer grado, tal como

f(t) = AP + B> + Ct + D.

f(t)

P
! (fo 1(1)

fy

FIGURA 12.63 Diagrama
para el problema 55.

4A. Graesser y G.Mandler, “Limited Processing Capacity Cons-
trains the Storage of Unrelated Sets of Words and Retrieval from
Natural Categories”, Human Learning and Memory,4,ntim. 1 (1978),
86-100.

56.

Sec. 12.6 = Repaso 569

El punto P tiene un significado especial. Es tal que el
valor ¢, separa los tiempos entre respuestas dentro de
los grupos, de aquellos tiempos que se registran entre
dos grupos. Matemdticamente, P es un punto critico que
también es un punto de inflexiéon. Suponga estas dos
condiciones y demuestre que (a)f, = — B/(3A) y (b)

B? = 3AC.

Penetracion a un mercado En un modelo para intro-
ducir un producto nuevo a un mercado, las ventas S del
producto en el tiempo ¢ estdn dadas por'

m(p + q)z e~ (pta)

S=g()= 2
p <ge*(p+q)t + 1)
p

donde p, g y m son constantes no nulas.
a. Demuestre que

m 3 —(p+q)t[g —(pta)y _ }
p+ q)e e 1

. T 3
dt (16—(,;4—(;): + 1)
p

b. Determine el valor de ¢ para el cual se tiene la venta
méxima. Puede suponer que S alcanza un maximo
cuando dS/dt = 0.

En los problemas del 57 al 60, cuando sea apropiado, redon-
dee sus respuestas a dos decimales.

=

Iy

° 57. Enlagrificade y = 4x> + 5.3x* — 7x + 3,encuen-

tre las coordenadas de todos los extremos relativos.

© 58. En la grafica de f(x) = 2x* — 3x® 4+ 8x — 4,de-

termine los extremos absolutos de fen el intervalo
[-1,1].

59. La grafica de una funcion f tiene exactamente un
punto de inflexion. Si

L. X +3x+2
P = s

use la grafica de f” para determinar el valor x del
punto de inflexién de f.

4x — 2x?
X+ 4x + 4
localice las asintotas horizontales y verticales.

60. Grafique y = . Con base en la gréfica,

SA. P Hurter, Jr., A.H. Rubenstein, et. al., “Market Penetration by
New Innovations: The Technological Literature”, Technological
Forecasting and Social Change, vol. 11 (1978),197-221.



Aplicacion practica
Bosquejo de la curva de Phillips

Antes de que la curva de Laffer saltase a la fama, los
economistas debatian con respecto a otra curva,
cuyo nombre también se le dio en honor de su crea-
dor: la curva de Phillips. Esta curva tiene la intencion
de describir la relacion entre el desempleo y la infla-
cion. El bosquejo de la curva de Phillips nos dara una
idea de coémo en ocasiones el bosquejo de curvas es un
proceso incierto, que incluye no sélo un ajuste a valo-
res conocidos, sino también, necesariamente, alguna
concepciodn del proceso que fundamenta a los datos.
El razonamiento atras de la curva de Phillips es que
cuando el desempleo es alto, el trabajador promedio
gasta menos dinero, y al mismo tiempo los empleadores
no tienen que dar aumentos generosos para retener a
los trabajadores. El empleador ahorra y el trabajador
limitado a gastar, evita que los precios y salarios se
eleven con rapidez, lo que produce una baja tasa de in-
flacion. Reciprocamente, cuando el pais esta cerca del
empleo completo, los trabajadores generan mas y gas-
tan mas, y los empleadores tienen que ofrecer mayores
incentivos de trabajo para conservar a sus trabajadores.
Estos factores conducen a salarios y precios mas altos.
Entonces parece ser que existe una especie de rela-
cién inversa entre la tasa de desempleo y la tasa de infla-
cién. La gréfica de esta relacion es la curva de Phillips.

Para el razonamiento anterior, ahora presenta-
mos algunos datos empiricos. Una fuente de infor-
macion es el reporte econdémico anual del presidente
(de Estados Unidos), el cual puede bajarse de
w3.acces.gpo.gov/eop. La tabla 12.1 est4d basada en
el reporte de 2001. La inflacién puede medirse en va-
rias formas; aqui la medida utilizada es el cambio por-
centual anual en el indice de precios del producto
interno bruto (PIB).

TABLA 12.1 Empleo e inflacion, Estados Unidos, 1959-2000

Aio Tasa de Tasa de Ano Tasa de Tasa de Tasa de Tasa de
desempleo (%) inflaciéon (%) desempleo (%) inflacion (%) | Ano desempleo (%) inflacion (%)

1959 5.5 1.1 1973 4.9 5.6 1987 6.2 3
1960 5.5 1.4 1974 5.6 9 1988 5.5 34
1961 6.7 1.1 1975 8.5 9.4 1989 5.3 3.8
1962 5.5 1.4 1976 7.7 5.7 1990 5.6 3.9
1963 5.7 1.1 1977 7.1 6.4 1991 6.8 3.6
1964 52 1.5 1978 6.1 71 1992 7.5 2.4
1965 4.5 1.9 1979 5.8 8.3 1993 6.9 2.4
1966 3.8 2.8 1980 7.1 9.2 1994 6.1 2.1
1967 3.8 3.1 1981 7.6 9.3 1995 5.6 2.2
1968 3.6 4.3 1982 9.7 6.2 1996 5.4 1.9
1969 35 4.9 1983 9.6 3.9 1997 4.9 1.9
1970 4.9 5.3 1984 7.5 3.7 1998 4.5 1.3
1971 5.9 5 1985 7.2 32 1999 42 1.5
1972 5.6 4.2 1986 7 2.2 2000 4 2.1

570



Primero considere los valores de los datos para los
afios de 1959 a 1969, en donde la tasa de desempleo
fue entre 3.5% y 6.7%. Si estos valores se grafican, su-
gieren como debe verse la curva en su parte media, pe-
ro no determinan el comportamiento en los extremos.
Para precisar los extremos de la curva, podemos razo-
nar que como es imposible tener un desempleo negati-
vo, e incluso un desempleo cero es un escenario irreal,
la curva no debe intersecar al eje vertical, pero debe
tenerlo como una asintota.

En contraste, en el extremo derecho de la curva, sa-
bemos que en teoria existe inflacién negativa, e histori-
camente, una ocurrencia real (aunque muy rara). De
modo que es probable que haya una interseccion con
el eje horizontal. Con esta informacién a la mano, po-
demos graficar los valores de los datos con el bosquejo
de una curva superpuesta, como en la figura 12.64.

Como esto se estableci6 en el inicio de la década
de 1970, los economistas estaban confiados, en gene-
ral, de que la curva de Phillips representaba una im-
portante y util ayuda en los trabajos de economia de
Estados Unidos. Los datos de las décadas anteriores,
aunque no se alineaban exactamente con los de 1959 a
1969, seguian el mismo patrén global.

Sin embargo, en 1970, esta gréfica empez6 a sepa-
rarse. La figura 12.65 muestra un diagrama de disper-
sion de la informacion de inflacidon y desempleo para
los afios 1970 a 2000. jEsta vez es dificil conocer el tipo
de curva que se debe dibujar! Los puntos no sugieren
algo como una curva de Phillips.

Viendo los datos de la década de 1970, algunos
economistas sugirieron que quizéd en realidad existen
dos curvas de Phillips, una a corto plazo, que se ve mas
0 menos como la que se muestra en la figura 12.64, y
otra, “la verdadera” curva para largo plazo, simple-
mente una linea vertical, que corresponde al nivel na-
tural de desempleo, en alrededor de 5 o 6%. Estos
economistas suponian que aunque la tasa de desem-
pleo pudiese fluctuar, esencialmente existe un punto
estable de desempleo, por asi llamarle. Y si la tasa de
desempleo caia por debajo de él, se desencadenaba
una serie de eventos que a la postre forzaban al desem-
pleo a regresar. Esto no era un punto de vista aceptado
de manera universal, pero era una posible interpreta-
cién de los datos.

10
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8
=
1964
oL ot
1963
& o1961
1959
| | 1 |
2 4 6 8 10

Desempleo (%)

FIGURA 12.64 Los afios 1959-1969.

Ejercicios
1. Enla figura 12.65, examine los puntos de los datos
para 1998—2000. ;Qué tan bien esta parte de los

datos se ajusta a la curva de Phillips de la que se
hizo el bosquejo para 1959—1969?

2. En los datos de la tabla 12.1, existe un patrén que
no corresponde al bosquejo de alguna curva mos-
trada. En el diagrama de dispersion aparece sdlo
cuando el tiempo se toma en cuenta, una tendencia
hacia un tipo de espiral en el sentido de las mane-
cillas del reloj. Para ver este patrén, siga la suce-
sién de puntos afo tras afo, de la figura 12.65. A la
vista de este patron y del supuesto de tendencia a
la vertical, a largo plazo de la curva de Phillips,
(qué podria esperar con respecto a la inflaciéon y
al desempleo en los afios 2001 a 2005? ;Qué tan
fiables son estas esperanzas?
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CAPITULO 13

Aplicaciones de
la diferenciacion

ste capitulo describe algunas aplicaciones de la diferenciacion. A conti-
E nuacién estd un ejemplo de la clase de problemas que aprenderemos a
resolver. Suponga que un cable de comunicaciones se tenderd desde una
localidad en tierra a una estacién petrolera mar adentro, como se muestra
en la figura de abajo. ;Cémo debe tenderse el cable?

Por supuesto, el enfoque mads sencillo es una instalacion en linea recta
(trayectoria A). Pero, puesto que colocar cable bajo el mar es mds caro que
en tierra, podria ser mds barato usar un plan que lo tienda en forma de L,
en el que se llegue a la costa tan rapido como sea posible (trayectoria B).

O quiza una combinacién sea todavia mejor (trayectoria C).

El rango de posibilidades estd determinado por la longitud x, la longitud
del cable que va a la costa, que puede variar desde 0 hasta d. Si/ es el costo
por milla en tierra y w es el costo por milla bajo el mar, queremos minimizar
la cantidad, y = f(x) = Ix + wVs* + (d — x)? que representa el costo
total.

Laidea de un minimo absoluto, que se introdujo en el capitulo anterior
en conexion con el trazado de curvas, ahora toma un significado préactico.
La funcién f(x) es continua en el intervalo [0, d]. Asi, el costo es minimo en
el extremo izquierdo del intervalo (x = 0, que representa el plan A) o en el

extremo derecho (x = d, que representa el plan B), o en algtn
punto entre éstos, en donde la derivada f'(x) sea igual a cero

(plan C). Los costos deben calcularse para estos planes diferentes

y el menos caro de ellos es (desde la perspectiva de costos)

el mejor plan posible.
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574 Capitulo 13 = Aplicaciones de la diferenciacion

WAV Modelar situaciones
que incluyan maximizar o mini-
mizar cantidades.

El objetivo de este ejemplo es
establecer una funcién de costo
a partir de la cual el costo sea
minimizado.

Edificio

X
Carretera

FIGURA 13.1 El problema
de la cerca del ejemplo 1.

13.1 APLICACION DE MAXIMOS Y MINIMOS

Por medio de los procedimientos vistos en el capitulo anterior, podemos resolver
problemas que impliquen maximizar o minimizar una cantidad. Por ejemplo,
podriamos tener que maximizar una ganancia o minimizar un costo. La parte
crucial consiste en expresar la cantidad que se debe maximizar o minimizar co-
mo funcién de alguna variable contenida en el problema. Luego diferenciamos
y probamos los valores criticos resultantes. Para esto, pueden usarse las prue-
bas de la primera o de la segunda derivadas, aunque puede ser obvio por la na-
turaleza si un valor critico representa o no una respuesta apropiada. Como
nuestro interés estriba en los mdximos y minimos absolutos, a veces tendremos
que examinar los puntos extremos del dominio de la funcién.

EJEMPLO 1 Minimizar el costo de una cerca

Con el propésito de tener mayor seguridad, un fabricante planea cercar un drea
de almacenamiento rectangular de 10,800 pies®, que es adyacente a un edificio,
el cual se utilizard como uno de los lados del drea cercada. La cerca paralela al
edificio da a una carretera y costard $3 por pie instalado, mientras que la cerca
de los otros dos lados costard $2 por pie instalado. Encontrar la cantidad de
cada tipo de cerca, de manera que el costo total sea minimo. ;Cudl es el costo
minimo?

Solucion: como primer paso en un problema como éste, es una buena idea
dibujar un diagrama que refleje la situacion. En la figura 13.1 llamamos x a la
longitud del lado paralelo al edificio y y a las longitudes de los otros dos lados,
en donde x y y estdn en pies.

Como queremos minimizar el costo, nuestro siguiente paso es determinar
una funcién que nos dé el costo. Este depende claramente de cudnta cerca se
ponga a lo largo de la carretera y cudnta a lo largo de los otros dos lados. A lo
largo de la carretera, el costo por pie es de $3, por lo que el costo total de esa
cerca es 3x. De manera similar, a lo largo de cada uno de los otros lados, el cos-
to es 2y. Asi, el costo total C de la cerca esta dado por la funcién de costo

C =3x + 2y + 2y,

C =3x + 4y @

Necesitamos encontrar el valor minimo absoluto de C. Para hacer esto usamos
las técnicas analizadas en el capitulo 12; esto es, examinamos a C en sus valo-
res criticos (y cualquier punto extremo) en el dominio. Pero para diferenciar,
necesitamos primero expresar C en funcioén de s6lo una variable [la ecuacién
(1) da a C como funcién de dos variables, x y y]. Podemos lograr esto encon-
trando primero una relacion entre x y y. Del enunciado del problema vemos
que el area de almacenamiento, que es xy, debe ser igual a 10,800:

xy = 10,800. )

Con esta ecuacion, podemos expresar una variable (digamos, y) en términos
de la otra (x). Entonces, al sustituir en la ecuacién (1) tendremos a C como
funcién de sélo una variable. Despejando a y en la ecuacién (2) resulta

10,800
===

y 3

Al sustituir en la ecuacién (1), obtenemos

’

C=3x+4 <10’j00>
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43,200
C =3x+ ’T (€))

Dada la naturaleza fisica del problema, el dominio de C es x > 0.

Ahora encontramos dC/dx, la igualamos a 0 y despejamos x. Tenemos

dcC 43,200 d
— =3 - = —(43,200x7") = —43,200x 7 |,
dx x? le( ) * }
43,200
3 - >— =0,
X
43,200
x?
de lo cual se sigue que
43,200
x? = —— = 14,400,
x =120 (yaque x > 0).

Asi, 120 es el tinico valor critico y no hay puntos extremos que considerar. Pa-
ra probar este valor, usaremos la prueba de la segunda derivada.

4°C 86,400
dx? X

Cuando x = 120, d*C/dx* > 0, entonces se puede concluir que x = 120 da
un minimo relativo. Sin embargo, como 120 es el inico valor critico en el inter-
valo abierto (0, co) y C es continua en ese intervalo, dicho minimo relativo de-
be también ser un minimo absoluto.

iPero no hemos terminado atn! Todas las preguntas del problema deben
contestarse. Para tener un costo minimo el nimero de pies de cerca de lo largo
de la carretera es de 120. Cuando x = 120, de la ecuacion (3) tenemos
y = 10,800/120 = 90. Por tanto, el nimero de pies de cerca para los otros dos
lados es 2y = 180. Entonces, se requieren 120 pies de cerca de $3 y 180 pies de
la cerca de $2. El costo minimo puede obtenerse a partir de la funcién de cos-
to dada por la ecuacién (4), el cual es

C =3x +

43,200 43,200
— =3(120) + =

Con base en el ejemplo 1, la siguiente guia puede ser ttil en la resolucién
de problemas practicos sobre mdximos y minimos:

Guia para la resolucion de problemas de aplicacion de maximos y minimos

Paso 1. Cuando sea apropiado, dibuje un diagrama que muestre la infor-
macion dada en el problema.

Paso 2. Formule una funcién para la cantidad que se quiera maximizar o
minimizar.
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Este ejemplo incluye maximizar el
ingreso cuando se conoce la
ecuacién de demanda.

Este ejemplo implica la minimizacién
del costo promedio cuando se
conoce la funcién de costo.

Paso 3. Exprese la funcién del paso 2 como funcién de una sola variable y
sefiale el dominio de esta funcién. El dominio puede determinar-
se por la naturaleza del problema.

Paso 4. Encuentre los valores criticos de la funcién. Después de probar
cada valor critico, determine cudl proporciona el valor extremo
absoluto que se busca. Si el dominio de la funcién incluye pun-
tos extremos, examine también los valores de la funcidn en esos
puntos.

Paso 5. Con base en los resultados del paso 4, responda las preguntas que
se formularon en el enunciado del problema.

EJEMPLO 2 Maximizacion del ingreso

La ecuacién de demanda para el producto de un fabricante es

80 — ¢q
P="y 0 =g =80,

donde q es el niimero de unidades y p el precio por unidad. ;jPara qué valor de
q se tendrd un ingreso mdximo? ;Cudl es el ingreso mdximo?

Solucion: sear el ingreso total, el cual es la cantidad por maximizar. Como
ingreso = (precio) (cantidad),
tenemos

80 — g _ 80 — ¢*
s 1T T4

r=pq=

donde 0 = ¢ = 80. Haciendo dr/dq = 0, obtenemos

dr _80—29 _
dq 4 ’
80 — 2¢ = 0,

q = 40.

Asi, 40 es el inico valor critico. Ahora veamos si este valor da un maximo. Exa-
minando la primera derivada para 0 = g < 40, tenemos dr/dq > 0, por lo que
r es creciente. Si ¢ > 40, entonces dr/dq < 0, por lo que r es decreciente. A
consecuencia de que a la izquierda de 40 tenemos que r es creciente y a la de-
recha de r es decreciente, concluimos que ¢ = 40 da el ingreso maximo abso-
luto, esto es, [80(40) — (40)?]/4 = 400.

EJEMPLO 3 Minimizacion del costo promedio

La funcioén de costo total de un fabricante esta dada por

q2
¢ ="+ 3¢+ 40,

donde c es el costo total de producir q unidades. ;Para qué nivel de produccion
serd el costo promedio por unidad un minimo? ;Cudl es este minimo?



Este ejemplo es una aplicacién bio-
l6gica que implica la maximizacién
de la velocidad a la cual se forma
una enzima. La ecuacién que se

incluye aqui es una ecuacion literal.
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Solucion: la cantidad por minimizar es el costo promedio c. La funcién de
costo promedio es
q2
) + 3¢ + 400
c=f=2 0 9,5, )
q q 4 q

Aqui g debe ser positiva. Para minimizar ¢, diferenciamos:

de

1
dg 4 ¢ 4q°

400 _ ¢° — 1600

Para obtener los valores criticos, resolvemos dc/dqg = 0:

g% — 1600 = 0,

(g — 40) (g + 40) =0,
q =40 (yaqueq > 0).

Para determinar si este nivel de produccion da un minimo relativo, usaremos
la prueba de la segunda derivada. Tenemos

e _s0
d* ¢’

que es positiva para g = 40. Asi, ¢ tiene un minimo relativo cuando g = 40.
Notamos que c es continua para ¢ > 0. Como g = 40 es el Gnico extremo re-
lativo, concluimos que este minimo relativo es también un minimo absoluto.
Sustituyendo g = 40 en la ecuacién (5) obtenemos el costo promedio minimo
¢ = 23.

EJEMPLO 4 Maximizacion aplicada a enzimas

Una enzima es una proteina que actiia como catalizador para incrementar la
velocidad de una reaccion quimica que ocurre en las células. En cierta reaccion,
una enzima se convierte en otra enzima llamada el producto. Este actiia como
catalizador para su propia formacion. La velocidad R a la que el producto se
forma (con respecto al tiempo) estd dada por

R = kp(l — p),

donde l es la cantidad inicial total de ambas enzimas, p la cantidad de la enzima
producto y k una constante positiva. ;Para qué valor de p serd R un mdximo?

Solucion: podemos escribir R = k(pl — p?). Haciendo dR/dp = 0y despe-
jando p obtenemos

dR
kil —2p)=0
dp ( p) =0,
_!

p=5

Ahora, d’R/dp®> = —2k. Como k > 0, la segunda derivada es siempre ne-
gativa. De aqui que p = 1/2 da un méaximo relativo. Ademds, como R es una
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Este ejemplo implica la determi-
nacién del nimero de unidades en
una corrida de produccidn, con la fi-
nalidad de minimizar ciertos costos.

funcién continua de p, concluimos que tenemos un maximo absoluto cuando
p=1/2.

El célculo puede aplicarse a decisiones relativas a inventarios, como se ve-
ra en el ejemplo siguiente.

[ pre— - P
EJEMPLO 5 Tamaio de un lote economico

Una empresa produce y vende anualmente 10,000 unidades de un articulo. Las
ventas estan distribuidas uniformemente a lo largo del afio. La empresa desea
determinar el niumero de unidades que deben fabricarse en cada periodo de
produccion para minimizar los costos totales anuales de operacién y los costos
de inventario. Se producen el mismo niimero de unidades en cada periodo.
Este niimero r se denomina tamaiio econéomico del lote o cantidad econémica
de pedido. El costo de producir cada unidad es de $20 y los costos de acarreo
(seguro, interés, almacenamiento, etc.) se estiman iguales al 10% del valor pro-
medio del inventario. Los costos de operacion por periodo de produccion son
$40. Encontrar el tamano econémico del lote.

Solucion: sea g el nimero de unidades en un periodo de produccién. Como
las ventas estdn distribuidas a razén uniforme, supondremos que el inventario
varia uniformemente de g a 0 entre periodos de produccién. Asi, tomamos el
inventario promedio igual a ¢/2 unidades. Los costos de produccién son de
$20 por unidad, por lo que el valor promedio del inventario es de 20(¢q/2). Los
costos del inventario son el 10% de este valor:

0.10(20) (;’)

El nimero de periodos de produccién por afo es de 10,000/g. Asi, los costos
totales de operacion son

1
40 < 0,000 )
q
Por tanto, el total C de los costos del inventario y operacién estd dado por
10,000
C = 0.10(20) (Z) + 40 (q)

400,000

=q + (g > 0);

dC _ | _ 400,000 _ q”> — 400,000
dq q ¢
Haciendo dC/dq = 0, obtenemos

g% = 400,000.

Como g > 0, escogemos
q = V400,000 = 20010 ~ 632.5.

Para determinar si este valor de ¢ minimiza a C, examinaremos la primera de-
rivada. Si 0 < g < V400,000, entonces dC/dg < 0. Si g > V400,000, enton-
ces dC/dq > 0. Concluimos que hay un minimo absoluto en q = 632.5. El
nimero de periodos de produccion es de 10,000/632.5 ~ 15.8. Para proposi-
tos practicos, serian 16 lotes, cada uno con tamafio econdémico de lote igual a
632 unidades.



El objetivo de este ejemplo es es-

tablecer una funcién de ingreso a

partir de la cual se maximice el in-
greso en un intervalo cerrado.

Aqui, aumentamos al maximo una
funcion en un intervalo cerrado.
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EJEMPLO 6 Maximizacion del ingreso de una empresa de television por cable

La empresa Vista TV Cable tiene actualmente 100,000 suscriptores que pagan
una cuota mensual de $40. Una encuesta revel6 que se tendrian 1000 suscripto-
res mds por cada $0.25 de disminucion en la cuota. ;Para qué cuota se obtendrd
el ingreso mdximo y cudntos suscriptores se tendrian entonces?

Solucion: sea x el nimero de disminuciones de $0.25. La cuota mensual es
entonces de 40 — 0.25x,donde 0 = x = 160 (la cuota no puede ser negativa) y el
nimero de suscriptores nuevos es 1000x. Por lo tanto, el nimero total de suscrip-
tores es 100,000 + 1000x. Queremos maximizar el ingreso, que estd dado por

r = (ntmero de suscriptores)(cuota por suscriptor)
= (100,000 + 1000x) (40 — 0.25x)
= 1000(100 + x) (40 — 0.25x)
= 1000(4000 + 15x — 0.25x%).

Haciendo ' = 0y despejando x, tenemos
r' = 1000(15 — 0.5x ) = 0,
x = 30.
Puesto que el dominio de r es el intervalo cerrado [0,160], el valor mdximo ab-

soluto de r debe ocurrir en x = 30 o en uno de los puntos extremos del inter-
valo. Ahora calculamos r en esos tres puntos:

Six =0, entonces r = 4,000,000;
six = 30, entoncesr = 4,225,000;

six = 160, entoncesr = 0.

De acuerdo con esto, el ingreso maximo ocurre cuando x = 30. Esto corres-
ponde a 30 disminuciones de $0.25, para una disminucién total de $7.5; esto es,
la cuota mensual es $32.50. El ndmero de suscriptores con esa cuota son
100,000 + 30(1000) = 130,000.

EJEMPLO 7 Maximizacion del niimero de beneficiarios de los servicios

de salud

Un articulo en una revista de sociologia afirma que si ahora se iniciase un pro-
grama especifico de servicios de salud, entonces al cabo de t aiios, n miles de
personas adultas recibiria beneficios directos, donde

3
n=%—6t2+32t, 01t =12

(Para qué valor de t es mdximo el niimero de beneficiarios?
Solucion: haciendo dn/dt = 0, tenemos

d

T—p—12+32=0

dt

(t—4)(t—28)=0,
t=4 o =38

Como el dominio de # es el intervalo cerrado [0, 12], el valor médximo absoluto
de n debe ocurrirent = 0,4,8 0 12:
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FIGURA 13.2 Grafica de
l3

n="=—6 +32enl0,12]

Este ejemplo implica la maxi-
mizacién de la utilidad cuando se
conocen las funciones de demanda y
de costo promedio. En la parte (d),
se impone un impuesto al monopo-
lio,y se analiza una nueva funcién
de utilidad.

Capitulo 13 = Aplicaciones de la diferenciacion

Sit = 0, entoncesn = 0,

160 1
sit = 4, entonces n = — = 53—,
3 3
12 2
sit = 8, entonces n = 78 = 425,

sit = 12, entonces n = 96.

Asi, se tiene un méaximo absoluto en t = 12. Una grafica de la funcién se da en
la figura 13.2.

ﬁ Advertencia El ejemplo anterior ilustra que no debe ignorar los extre-
mos cuando se determinan extremos absolutos en un intervalo cerrado.

En el ejemplo siguiente usamos la palabra monopolista. En una situacion
de monopolio, s6lo hay un vendedor de un producto para el cual no existen
sustitutos similares, y el vendedor, o sea, el monopolista, controla el mercado.
Considerando la ecuacién de demanda para el producto, el monopolista puede
fijar el precio (o volumen de produccién) de manera que se obtenga una utili-
dad méaxima.

EJEMPLO 8 Maximizacion de una utilidad

Suponga que la ecuacion de demanda para el producto de un monopolista es
p = 400 — 2q y que la funcién de costo promedio es c = 0.2q + 4 + (400/q),
donde q es el niimero de unidades, y p y c se expresan en dolares por unidad.

. Determinar el nivel de produccion en el que se maximiza la utilidad.
. Determinar el precio en que ocurre la utilidad mdxima.

. Determinar la utilidad mdxima.

e n T

. Si como medida reguladora, el gobierno impone un impuesto de $22 por
unidad al monopolista, jcudl es el nuevo precio que maximiza la utilidad?
Solucion: sabemos que

utilidad = ingreso total — costo total.
Como el ingreso total 7 y el costo total ¢ estdn dados por

r = pg = 400q — 2¢*

c = qc = 02q> + 4g + 400,
la utilidad es
P =r—c =400 — 2¢* — (0.2¢> + 4q + 400),

P =396 — 2.2¢*> — 400, (6)
donde g > 0.

a. Para maximizar la utilidad, hacemos dP/dq = 0:

9P _ 396 — 44 =0
dq_ =5

q = 90.



El estudio conduce al principio
econdémico de que cuando la utilidad
es maxima, el ingreso marginal es
igual al costo marginal.
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Ahora, d’P/dq* = —4.4 siempre es negativa, por lo que es negativa en el
valor critico ¢ = 90. De acuerdo con la prueba de la segunda derivada, se
tiene ahi un maximo relativo. Como g = 90 es el tnico valor critico en (0,
00), debemos tener ahi un maximo absoluto.

b. El precio en que ocurre la utilidad mdxima se obtiene haciendo ¢ = 90 en
la ecuacién de demanda:

p = 400 — 2(90) = $220.

c¢. La utilidad maxima se obtiene reemplazando ¢ por 90 en la ecuacion (6),
lo que da

P = $17,420.

d. El impuesto de $22 por unidad implica que para ¢ unidades el costo total
crece en 22¢g. La nueva funcién de costo es ¢; = 0.2¢> + 4q + 400 + 22qy
la nueva utilidad esta dada por

P, = 400 — 2¢* — (0.2¢> + 4q + 400 + 22¢)
= 374q — 2.2¢* — 400.
Haciendo dP,/dq = 0, resulta

dP,
— =374 — 449 = 0,
dq
q = 85.
Como d°P1/dq* = —4.4 < 0, concluimos que para maximizar la utilidad,

el monopolista debe restringir la produccién a 85 unidades a un precio
mayor de p; = 400 — 2(85) = $230. Como este precio es s6lo $10 mayor
que antes, parte del impuesto se ha cargado al consumidor y el monopo-
lista debe pagar la diferencia. La utilidad es ahora de $15,495, la cual es
menor que la ganancia anterior.

|

Concluimos esta seccién usando el cdlculo para desarrollar un principio
muy importante en economia. Supongamos que p = f(q) es la funcién de de-
manda para el producto de una empresa, donde p es el precio por unidad y ¢
el nimero de unidades producidas y vendidas. Entonces, el ingreso total esta
dado porr = gp = qf(q),que es una funcién de g.Sea ¢ = g(q) la funcién de
costo total para producir g unidades. Asf, la utilidad total, que es igual a ingre-
so total — costo total, es también una funcién de g, a saber,

P=r—c=qf(q) — gq)-

Consideremos la produccién més favorable para la empresa. Ignorando casos
especiales, sabemos que la utilidad es méaxima cuando dP/dq = 0 y
d’P/dq* < 0.Tenemos,

ap _ d
dq dq

(r—c)= dr._ de
dg  dq
Entonces, dP/dq = 0 cuando
dr _ de
dq  dq
Esto es, al nivel de la utilidad maxima, la pendiente de la tangente a la curva de
ingreso total debe ser igual a la pendiente de la tangente a la curva de costo to-
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FIGURA 13.3 En la utilidad
madxima, el ingreso marginal es
igual al costo marginal.

tal (véase la fig. 13.3). Pero dr/dq es el ingreso marginal IM y dc/dq es el cos-
to marginal CM. Asi, bajo condiciones comunes,

para maximizar la utilidad es necesario que

IM = CM.

Para que esto corresponda a un maximo, es necesario que d*P/dq* < 0.

ap _ d? d’r  d*c d*r _ d
72:72(}‘—0): 72—72<0 o) 72<72.

dq dq dq dq dq dq

Esto es,cuando IM = CM, para tener una utilidad méxima, la pendiente de la
curva del ingreso marginal deber ser menor que la pendiente de la curva del
costo marginal.

La condicién de que d’P/dq* < 0 cuando dP/dq = 0 puede verse de otra
manera. En forma equivalente, para que IM = CM corresponda a un maximo,
dP/dq debe pasar de + a —; esto es, debe ir de dr/dgq — dc/dq > 0 a
dr/dq — dc/dq < 0. Por tanto, cuando la produccién crece, debemos tener
IM > CM y luego IM < CM. Esto significa que en el punto g; de utilidad
maxima, la curva de costo marginal debe cortar a la curva de ingreso marginal
por debajo (véase la fig. 13.4). Para una produccioén hasta g, el ingreso de una
produccién seria mayor que el costo de tal produccidn, y la utilidad total au-
mentaria. Para una produccién mayor a g;, CM > IM y cada unidad de pro-
duccion agregaria mds a los costos totales que al ingreso total. Por tanto, las
utilidades se reducirdn.

CM

i IM
q,

FIGURA 13.4 En la utilidad
maxima, la curva de costo
marginal corta a la curva de
ingreso marginal desde abajo.

e Ejercicio 13.1

En este conjunto de problemas, a menos que se especifique otra cosa, p es el precio por unidad y q la produccion
por unidad de tiempo. Los costos fijos se refieren a costos que permanecen constantes bajo todo nivel de produc-
cion en un periodo dado (un ejemplo es la renta).

1. Encuentre dos nimeros cuya suma sea 26 y cuyo pro- 3. Cercado Una empresa dispone de $9000 para cercar

ducto sea maximo.

2. Encuentre dos nimeros no negativos cuya suma sea 20
y tales que el producto de 2 veces uno de los nimeros
por el cuadrado del otro sea un méaximo.

una porcién rectangular del terreno adyacente a un rio,
y a éste lo usa como un lado del drea cercada. El costo
de la cerca paralela al rio es de $15 por pie instalado y
el de la cerca para los dos lados restantes es de $9 por



pie instalado. Encuentre las dimensiones del area maxi-
ma cercada.

. Cercado El propietario del Vivero Laurel quiere cercar
un terreno de forma rectangular de 1000 pies cuadrados
de drea, para usarlo para diferentes tipos de arbustos.
El terreno sera dividido en cuatro lotes iguales, con tres
cercas paralelas a uno de los lados, como se muestra en
la figura 13.5. ; Cudl es el nimero minimo de pies de
cerca necesarios?

FIGURA 13.5 Diagrama para
el problema 4.

. Costo promedio Un fabricante determina que el costo
total, ¢, de producir un producto esta dado por la fun-
cién de costo

¢ = 0.05¢* + 59 + 500.

(Para qué nivel de produccién serd minimo el costo
promedio por unidad?

. Gastos de un automévil El costo por hora (en ddla-
res) de operar un automovil estd dado por

C = 0.12s — 0.0012s> + 0.08, 0= s = 60,

donde s es la velocidad en millas por hora. ;A qué velo-
cidad es el costo por hora minimo?

. Ingreso La ecuacion de demanda para el producto de
un monopolista es

p = —5q + 30.
(A qué precio se maximizara el ingreso?

. Ingreso Para el producto de un monopolista, la funcién
de demanda es

g = 10,000e 027,

Encuentre el valor de p para el cual se obtiene el ingre-
sO maximo.

. Ganancia de peso  Un grupo de bi6logos estudi6 los
efectos nutricionales en ratas a las que se les administré
una dieta que contenia un 10% de proteina.' La protei-
na consisti6 en levadura y harina de semilla de algodén.

Sec. 13.1 = Aplicacion de maximos y minimos 583

Al variar el porcentaje p de levadura en la mezcla con
proteina, el grupo encontrd que el aumento de peso

(promedio en gramos) de una rata en un periodo fue de

900
=160 — p— ——— 0= p=100.
f(p) =160 — p paTS 0= p =100

Encuentre (a) el aumento de peso méximo y (b) el au-
mento de peso minimo.

10. Dosis de un medicamento La severidad R de la reac-
cion del cuerpo humano a una dosis inicial D de un
medicamento estd dada por2

R=y0) =075 -2},

donde la constante C denota la cantidad maxima de
medicamento que puede administrarse. Demuestre
que R tiene una razon de cambio maxima cuando
D = C/2.

11. Utilidad Para el producto de un monopolista, la funcién
de demanda es

p =72 — 0.04q
y la funcién de costo es
¢ = 500 + 30q.

(A qué nivel de produccién se maximiza la utilidad?
(A qué precio ocurre esto y cudl es la utilidad?

12. Utilidad Para un monopolista, el costo por unidad
de producir un articulo es de $3 y la ecuacién de de-
manda es

(Cudl precio dar4 la utilidad maxima?

13. Utilidad Para el producto de un monopolista la ecua-
cién de demanda es

p =42 — 4q,
y la funcién de costo promedio es

c=2+"
q

Encuentre el precio que maximiza la utilidad.

1Adaptado de R. Bressani, “The Use of Yeast in Human Foods,” en
Single-Cell Protein, ed. R.I1. Mateles y S.R.Tannenbaum
(Cambridge, MA: MIT Press, 1968).

’R. M. Thrall, J. A. Mortimer, K. R. Rebman y R.F. Baum, editores,
Some Mathematical Models in Biology, edicién revisada, reporte
nuim. 40241-R-7, preparado en la Universidad de Michigan, 1967.
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Utilidad Para el producto de un monopolista, la fun-
cién de demanda es

50
p Nk
y la funcién de costo promedio es
1
c =050 + %

Encuentre el precio y la produccién que aumentan al
méximo la utilidad. A este nivel, demuestre que el in-
greso marginal es igual al costo marginal.

Utilidad Un fabricante puede producir cuando mucho
120 unidades de cierto articulo cada afio. La ecuacion
de demanda para ese producto es

p = ¢* — 100g + 3200,
y la funcién de costo promedio del fabricante es

_ 2, 10,000
c=—-q —40g + —.
3 q
Determine la produccién ¢ que maximiza la utilidad y

la correspondiente utilidad maxima.

Costo  Un fabricante ha determinado que para cierto
producto, el costo promedio (en dblares por unidad) estd
dado por

_ 200
c=2q2—36q+210—7,

donde 2 = g = 10.

a. (A qué nivel dentro del intervalo 2, 10] debe fijarse
la produccién para minimizar el costo total? ;Cudl es
el costo total minimo?

b. Si la produccién tuviese que encontrarse dentro del
intervalo [5, 10], ;qué valor de ¢ minimizaria el costo
total?

Utilidad Los costos totales fijos de la empresa XYZ

son de $1200, los costos combinados de material y

mano de obra son de $2 por unidad y la ecuacién de

demanda es

(Qué nivel de producciéon maximizara la utilidad? De-
muestre que esto ocurrird cuando el ingreso marginal
sea igual al costo marginal. ;Cudl es el precio cuando la
utilidad es méxima?

Ingreso Una empresa de bienes raices posee 100
departamentos tipo jardin. Cada departamento puede
rentarse a $400 por mes. Sin embargo, por cada $10
mensuales de incremento, habra dos departamentos
vacios, sin posibilidad de rentarlos. ;Qué renta por
departamento maximizard el ingreso mensual?

Ingreso Una empresa de television por cable tiene
4800 suscriptores que pagan cada uno $18 mensuales, y
puede conseguir 150 suscriptores mas por cada reduccién
de $0.50 en la renta mensual. ;Cuadl serd la renta que
maximice el ingreso y cudl serd este ingreso?

20.

21.

22,

23.

24.

Utilidad Un fabricante de un producto encuentra que
para las primeras 500 unidades que produce y vende, la
utilidad es de $50 por unidad. La utilidad por cada uni-
dad producida més alld de 500 disminuye en $0.10 por
cada unidad adicional producida. Por ejemplo, la utili-
dad total cuando produce y vende 502 unidades es
500(50) + 2(49.80). ;Qué nivel de produccién maximiza-
rd la utilidad?

Disefio de un recipiente Un fabricante de recipientes
esta disefiando una caja sin tapa y con base cuadrada,
que debe tener un volumen de 32 pies’. ;Qué dimensio-
nes debe tener la caja, si se requiere que se utilice la
menor cantidad de material? (Véase la fig. 13.6.)

X

FIGURA 13.6 Caja
sin tapa para los
problemas 21y 22.

Diseiio de un recipiente Una caja sin tapa de base
cuadrada va a construirse con 192 pies® de material.
(Qué dimensiones debe tener para que su volumen
sea maximo? ;Cudl es el volumen maximo? (Véase la
fig. 13.6.)

Diseiio de un recipiente Una caja sin tapa va a fa-
bricarse cortando cuadrados iguales de cada esquina
de una ldmina cuadrada de 12 pulgadas de lado, doblan-
do luego hacia arriba los lados. Encuentre la longitud
del lado del cuadrado que debe recortarse para que el
volumen de la caja sea mdximo. ;Cuadl es el volumen
maximo? (Véase la fig. 13.7.)

FIGURA 13.7 Caja parael
problema 23.

Disefio de un cartel Un cartel rectangular de cartén
debe tener 150 pulgadas® para material impreso, marge-
nes de 3 pulgadas arriba y abajo y de 2 pulgadas a cada
lado. Encuentre las dimensiones del cartel de manera
que la cantidad de cartén que se use sea minima (véase
la fig. 13.8). [Sugerencia: encuentre primero los valores



25.

26.

27.

28.

de x y y en la figura 13.8 que minimizan la cantidad de
carton. |

3"

on on

3"

FIGURA 13.8 Cartel
para el problema 24.

Diseiio de un recipiente Una lata cilindrica sin tapa
debe tener un volumen K. Demuestre que si se usa la
cantidad minima de material, entonces el radio y la al-
tura seran iguales a VK /. (Véase la fig. 13.9.)

Volumen =xr2h
Area de la superficie = 2nrh + nr?

Abierta por arriba

FIGURA 13.9 Lata para
los problemas 25 y 26.

Diseiio de un recipiente Una lata cilindrica sin tapa va
a fabricarse con una cantidad fija de material, K. Para

que el volumen sea maximo, demuestre que el radio y la
altura deben ser iguales a VK /(37) (Véase la fig. 13.9).

Utilidad La ecuacién de demanda para el producto de
un monopolista es

p = 600 — 2gq,

y la funcién de costo total es

¢ = 02¢% + 28g + 200.

Encuentre la produccién y el precio que aumentaran al
maximo la utilidad y determine la utilidad correspon-
diente. Si el gobierno impone un impuesto de $22 por
unidad al fabricante, ;cudles serian entonces la produc-
cion y el precio que aumentarian al maximo la utilidad?
Abhora, ;cudl es la utilidad?

Utilidad Utilice los datos originales del problema 27 y
suponga que el gobierno impone una cuota por licencia
de $100 al fabricante. Esta es una cantidad global inde-
pendiente de la produccién. Demuestre que el precio y

29.

30.

31.

32.

33.
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la produccién que aumentan al maximo la utilidad per-
manecen iguales. Sin embargo, demuestre que se tendra
una menor utilidad.

Tamaiio econéomico del lote Un fabricante tiene que
producir anualmente 1000 unidades de un producto que
se vende a una razoén uniforme durante el afno. El costo
de produccion de cada unidad es de $10 y los costos de
acarreo (seguro, interés, almacenamiento, etc.) se esti-
man iguales al 12.8% del valor promedio del inventario.
Los gastos de operacién por periodo de produccién son
de $40. Encuentre el tamafio econémico del lote.

Utilidad Para el producto de un monopolista, la fun-
cién de costo es

¢ = 0.004¢> + 20g + 5000,

y la funcién de demanda es

p = 450 — 4q.
Encuentre la produccién que maximiza la utilidad.

Asistencia a un seminario La empresa Investigacion y
Estudios Superiores (IES) esta considerando ofrecer un
seminario sobre asignacion de recursos a directivos de
la Compaiifa Acme. Para hacer el ofrecimiento econé-
micamente factible, IES considera que por lo menos 30
personas deben inscribirse y cubrir un costo de $50 ca-
da una. Ademas IES acepta reducir la cuota en $1.25
por cada persona adicional de las primeras 30. ;Cudnta
gente debe inscribirse para que el ingreso de IES sea
maximo? Suponga que el nimero maximo de asistentes
se limita a 40 personas.

Costo de alquilar un motor La empresa Juguetes
Infantiles planea alquilar un motor eléctrico para utili-
zarlo 90,000 caballos-hora por afio, en su proceso de
manufactura. Un caballo-hora es el trabajo hecho en 1
hora por un motor de un caballo de potencia. El costo
anual de alquilar el motor es de $150 mas $0.60 por ca-
ballo de fuerza. El costo por caballo-hora de operar el
motor es de $0.006/N, donde N es el niimero de caballos
de fuerza. ;Qué tamafio de motor, en caballos de fuerza,
debe alquilarse para minimizar el costo?

Costo de transporte EL costo de operar un camién so-
bre una autopista (excluyendo el salario del chofer) es

N
0.165 + 200

ddlares por milla, donde s es la velocidad (uniforme)
del camidn en millas por hora. El salario del chofer es
de $18 por hora. ;A qué velocidad debe manejar el
chofer para que un viaje de 700 millas resulte lo mas
econdmico posible?
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Costo Para un productor, el costo de fabricar un articu-
lo es de $30 por mano de obra y de $10 por material; los
gastos indirectos son de $20,000 por semana. Si se fabri-
can mas de 5000 articulos por semana, la mano de obra
se eleva a $45 por articulo, para aquellas unidades que
excedan de 5000. ;Para qué nivel de produccién el cos-
to promedio por articulo serd minimo?

Utilidad La sefiora Jones tiene una agencia de seguros
pequeiia que vende pdlizas para una gran compaiiia de
seguros. Por cada pdliza vendida, la sefiora Jones, que no
vende por si misma las pélizas, recibe una comisién de
$50 de la compaiiia de seguros. De experiencias pasadas,
la sefiora Jones ha determinado que cuando emplea m
vendedores se venden,

g = m’ — 12m*> + 60m

polizas por semana. Ella paga a cada uno de los vendedo-
res $750 por semana y sus gastos fijos semanales son de
$2500. Su oficina actual s6lo puede tener cabida para sie-
te vendedores. Determine el nimero de vendedores que
la sefiora Jones debe contratar para maximizar su utilidad
semanal. ;Cudl es la utilidad mdxima correspondiente?

Agencia
de seguros

Utilidad Un fabricante vende sacos de alta calidad a
una cadena de tiendas. La ecuacién de la demanda para
€s0S 5acos es

p = 400 — 50q.

donde p es el precio de venta (en ddlares por saco) y g
la demanda (en miles de sacos). Si la funcién de costo
marginal del fabricante estd dada por

dc 800

dg q+5

demuestre que existe una utilidad maxima y determine
el nimero de sacos que deben venderse para obtener
esta utilidad maxima.

Produccién quimica Una empresa fabrica diariamen-
te x toneladas del producto quimico A (x = 4)y

_ 24— 6x

y 5—x

toneladas del producto quimico B. La utilidad con A es

de $2000 por tonelada y con B es de $1000 por tonelada.
(Cuantas toneladas de A deben producirse por dia para

.
=S i

38.

39.

40.

maximizar la utilidad? Responda la misma pregunta si
la utilidad con A es de P por tonelada y con B es de
P/2 por tonelada.

Tasa de rendimiento Para construir un edificio de ofi-
cinas, los costos fijos son de $2.5 millones e incluyen el
precio del terreno, los honorarios del arquitecto, la ci-
mentacion, la estructura, etc. Si se construyen x pisos, el
costo (excluyendo los costos fijos) es

¢ = 5x[100,000 + 5000(x — 1)].

El ingreso por mes es de $50,000 por piso. ;,Cudntos pisos
dardn una tasa maxima de rendimiento sobre la inver-
sion? (Tasa de rendimiento = ingreso total/costo total.)

Marcha y potencia desarrollada por un animal En un
modelo planteado por Smith,” la potencia P desarrollada
por un animal a una velocidad dada en funcién de su mo-
vimiento o marcha j, se obtiene de la siguiente relacion:

L V3L?
P(j) = Aj— + B
() =4i 157

donde A y B son constantes, j es una medida de “in-
constancia” de la marcha, L es una constante que repre-
senta una dimensién lineal y V una velocidad constante
hacia delante.

Suponga que P es minima cuando dP/dj = 0. Demues-
tre que cuando esto ocurre,

BV*
14 )2 = :
(T +7) AL

Como comentario al margen, Smith sefiala que “a velo-
cidad maxima, j es cero para un elefante, 0.3 para un ca-
ballo y 1 para un galgo de carreras, aproximadamente”.

Flujo de vehiculos En un modelo de flujo de vehiculos
sobre un carril de una autopista, el nimero de automo-
viles que pueden circular por el carril por unidad de
tiempo esta dado por”

—2a

N:
2al’
—at, + v — =&
v

donde a es la aceleracién de un automdvil al detenerse
(a < 0),t, el tiempo de reacciéon para comenzar a fre-
nar, v la velocidad promedio de los automdviles y / la
longitud de un automévil. Suponga que a, ¢ y [ son cons-

3J.M. Smith Mathematical Ideas in Biology (Londres: Cambridge

University Press, 1968).

“I.1.Shonle, Environmental Aplications of General Physics (Reading,

MA: Adison-Wesley Publishing Company, Inc., 1975).



41.

Definir la diferencial,
interpretarla de manera geomé-
trica y usarla en aproximaciones.
También es necesario establecer
las relaciones de reciprocidad
entre dx/dy y dy/dx.

tantes. Para encontrar el mayor niimero de automdéviles
que pueden circular por el carril, necesitamos calcular
la velocidad v que maximiza a N. Para maximizar N, es
suficiente minimizar el denominador
—2at, + v — Lﬂ.
v

a. Encuentre el valor de v que minimiza al denomi-
nador.

b. Evalie su respuesta en (a) cuando a = —19.6
(pies/s?),1 = 20 (pies) y t, = 0.5 (s). Dé su respues-
ta en pies/s.

c. Encuentre el valor correspondiente de N con un
decimal. Su respuesta estard en automoviles por se-
gundo. Conviértala a automdviles por hora.

Costo promedio Durante la temporada navidefia, una

empresa compra calcetines baratos de fieltro rojo, les

pega imitacién de piel blanca y lentejuelas, y los empaca
para su distribucioén. El costo total de producir g cajas de
estos calcetines estd dado por

¢ = 3¢* + 50g — 18¢ In g + 120.

- 4.
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Encuentre el nimero de cajas que deben prepararse
para minimizar el costo promedio por caja. Determine
(con dos decimales) este costo promedio minimo.

Utilidad La ecuacién de demanda de un monopolista es

p = q*>— 2lq + 164,

donde p es el precio de venta (en miles de délares) por
tonelada cuando se venden g toneladas del producto.
Suponga que el costo fijo es de $100 mil y que cada to-
nelada cuesta $20 mil producirla. Si la maquinaria ac-
tual tiene una capacidad maxima para producir 10
toneladas, use la grafica de la funcién de utilidad para
determinar a qué nivel de produccién se tiene la utili-
dad maxima. Encuentre la utilidad maxima correspon-
diente y el precio de venta por tonelada.

13.2 Diferenciales

Definicion

Pronto daremos una razén para usar el simbolo dy/dx para denotar la deriva-
da de y con respecto a x. Para hacer esto, introduciremos la nocién de la dife-
rencial de una funcion.

Seay = f(x)una funcién diferenciable de x y sea Ax un cambio en x, donde Ax
puede ser cualquier nimero real. Entonces, la diferencial de y, denotada por

dy o d[f (x)], estd dada por

dy = f'(x)Ax.

Note que dy es una funcién de dos variables, a saber, de x y de Ax.

EJEMPLO 1 Calculo de una diferencial

Encontrar la diferencial de y = x> — 2x*> + 3x — 4 y evaluarla cuando x = 1

y Ax = 0.04.

Solucion:

dy

la diferencial es

d
E(ﬁ — 2x* + 3x — 4)Ax

(3x* — 4x + 3)Ax.

Cuandox = 1y Ax = 0.04,

dy = [3(1)> — 4(1) + 3](0.04) = 0.08.

Siy = x,entonces dy = d(x) = 1Ax = Ax. Por tanto, la diferencial de x
es Ax. Abreviamos d(x) con dx. Asi,dx = Ax. De ahora en adelante escribire-
mos siempre dx en vez de Ax cuando busquemos una diferencial. Por ejemplo,

d
d(x* +5) = —(x* + 5)dx = 2x dx.

dx
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En resumen, decimos que si y = f(x) define una funcién diferenciable de
X, entonces

dy = f'(x)dx,

donde dx es cualquier nimero real. Siempre que dx # 0, podemos dividir am-
bos miembros entre dx:

dy ,

= p).
Esto es, dy/dx puede interpretarse como el cociente de dos diferenciales, o
sea, dy dividido entre dx, 0 como un simbolo para la derivada de fen x. Es por
esto que introdujimos el simbolo dy/dx para denotar la derivada.

EJEMPLO 2 Determinacion de una diferencial en términos de dx

a. Si f(x) = Vx,entonces

d 1 1
= — d = — 71/2d —
dx(\/;) X =x X =

b. Siu = (x* + 3)° entonces du = 5(x* + 3)*(2x) dx = 10x(x* + 3)%dx.

d(Vx) dx.

La diferencia puede interpretarse de manera geométrica. En la figura
13.10, el punto P(x, f(x)) estd sobre la curva y = f(x). Supongamos que x
cambia en dx, un numero real, al nuevo valor x + dx. Entonces, el valor de la
nueva funcién es f(x + dx), y el punto correspondiente sobre la curva es

f(x + dx)

f(x + dx) — f(x)

X X+ dx

FIGURA 13.10 Interpretacion geométrica de dy y Ax.

O(x + dx, f(x + dx)). Por Py Q pasan lineas horizontales y verticales, res-
pectivamente, que se intersecan en S. Una linea L tangente a la curva de P in-
terseca el segmento QS en R, formando el tridngulo rectdngulo PRS. Observe
que la grafica de fcerca de P es aproximada por la linea tangente en P. La pen-
diente de L es f'(x) o en forma equivalente, es SR/PS:

) — SR
f(x)_TS'

Comody = f'(x)dxydx = PS,
ﬁ‘

H
81
|
t
=

dy = f'(x)dx =

~
“



La férmula (1) se usa para aproxi-
mar un valor funcional, mientras que
la férmula Ay = dy se usa para
aproximar un cambio en los valores
funcionales.
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Asi, si dx es un cambio de x en P, entonces dy es el correspondiente cambio
vertical a lo largo de la linea tangente en P. Observe que para la misma dx, el
cambio vertical a lo largo de la curvaes Ay = SQ = f(x + dx) — f(x).No
confunda Ay con dy. Sin embargo, de la figura 13.10 es claro que:

Cuando dx es cercana a 0, dy es una aproximacion a Ay. Por tanto,

Ay = dy.

Esta relacion es til al estimar Ay, un cambio en y, como se verd en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Uso de la diferencial para estimar un cambio en una cantidad

Un centro de salud del gobierno examind las historias clinicas de un grupo
de individuos que fueron hospitalizados por una enfermedad particular. Se
encontré que la proporcion total P que fue dada de alta al final de t dias es-
td dada por

P=P(t)=1—< 300 )3.

300 + ¢
Usar diferenciales para estimar el cambio en la proporcion dada de alta si t
cambia de 300 a 305.

Solucion: el cambio en ¢t de 300 a305es At = dt = 305 — 300 = 5. El cam-
bioen Pes AP = P(305) — P(300). Aproximamos AP con dP:

300 )2{_ 300 }dr
300 + ¢ (300 + ) |7

AP = dP = P'dt = —3(
Cuandot = 300y dt = 5,
2
ar == (30 ) |-
= —3(;)2[— 2(6100) }5 = % ~ 0.0031.

Como comparacion, el valor verdadero de AP es P(305) — P(300) =
0.87807 — 0.87500 = 0.00307 (con cinco decimales).

I— |
Dijimos que siy = f(x),entonces Ay = dy si dx es cercana a cero. Asi

Ay = f(x + dx) — f(x) = dy

flx +dx) = f(x) + dy. @

Esta férmula nos da una manera de estimar el valor de una funcién, f(x + dx).
Por ejemplo, supongamos que queremos estimar In(1.06). Haciendo
y = f(x) = Inx, necesitamos estimar f(1.06). Como d(Inx) = (1/x) dx,dela
férmula (1), tenemos,

f(x +dx) = f(x) + dy,

1
In(x + dx) = Inx + ;dx.
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Conocemos el valor exacto de In 1, por lo que haremos x = 1y dx = 0.06.
Entonces, x + dx = 1.06y dx es cercana a cero. Por tanto,

1
In(1 + 0.06) ~ In(1) + (0.06),
In(1.06) ~ 0 + 0.06 = 0.06.
El valor verdadero de In(1.06) con cinco decimales es 0.05827.

EJEMPLO 4 Uso de la diferencial para estimar el valor de una funcion

La funcién de demanda para un producto estd determinada por
p=fla) =20 = Vg,

donde p es el precio por unidad en dolares para q unidades. Por medio de dife-
renciales, estimar el precio cuando se demandan 99 unidades.

Solucion: queremos estimar f(99). Por medio de la férmula (1),

flg +dq) = f(q) + dp,
donde

__ 1 dp __1 1~'z>
dp = dq <dq Nk '
Escogemos ¢ = 100y dg = —1 porque g + dq = 99, dq es pequena y es fa-
cil de calcular £(100) = 20 — V100 = 10. Asi tenemos

1
vioo.

f(99) = f1100 + (=1)] ~ f(100) —

£(99) ~ 10 + 0.05 = 10.05.

De aqui que el precio por unidad cuando se demandan 99 unidades sea de
aproximadamente $10.05.
| |

La ecuacién y = x* + 4x + 5 define a y como una funcién de x. Sin em-
bargo, también define a x implicitamente como una funcién de y. De acuerdo
con esto, podemos examinar también la derivada de x con respecto a y, dx/dy.
Como dx/dy puede considerarse un cociente de diferenciales, estamos justifi-
cados a escribir (y es cierto en realidad)

dx

1
dy E, siempre que dy/dx # 0.
dx
Pero dx/dy es la derivada de y con respecto a x e igual a 3x* + 4. Asi,
dx _ 1
dy 3x*+ 4
Esto es el reciproco de dy/dx.

EJEMPLO 5 Determinacién de dp/dq a partir de dgq/dp

d
Encontmrdl sig =\/2500 — p>.
q
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Solucion:

Estrategia: hay varias maneras de encontrar dp/dq. Una es despejar p de la
ecuacion dada en términos de g y luego diferenciar en forma directa. Otra
manera de encontrar dp/dq es usar la diferenciacion implicita. Sin embar-
go,como g estd dada explicitamente como funcion de p, podemos encontrar
facilmente dq/dp y luego usar la relacion reciproca anterior para encon-
trar dp/dq. Usaremos este procedimiento.

Tenemos
d 1
ﬁ = (2500 — p?) (~2p) = _2503—,)2'
Por tanto,
dp 1 \V/2500 — p?
W= T
dp

g Ejercicio 13.2

En los problemas del 1 al 10 encuentre la diferencial de la funcion en términos de x y dx.

1. y=3x — 4 2. y=2.

3. f(x) = Vx*'+ 6. 4. f(x) = (4x*> — 5x + 2)°.

5.u= % 6. u= %

7. p = In(x> + 7). 8. p=e"".

9. y = (9x + 3)e* . 10. y =InVx*'+ 1L
En los problemas del 11 al 16 encuentre Ay y dy para los valores dados de x y dx.
1. y =4 — 7x; x =3,dx = 0.02. 12. y =5x% x =—1,dx = —0.02.
13. y = 4x* — 3x + 10; x = —1,dx = 0.25. 14. y = (3x +2)% x=—1,dx = —0.03.
15. y = V25 — x% x = 3,dx = —0.1. Redondee su 16. y = In(—x); x = —5,dx = 0.1.

respuesta a tres decimales.

x+5
. = . 18. = x>,
17. Sea f(x) L1 8. Sea f(x) = x
a. Evalte f'(1). a. Evalue f'(1).
b. Use diferenciales para estimar el valor de f(1.1). b. Use diferenciales para estimar el valor de f (0.98).

En los problemas del 19 al 26 aproxime cada expresion por medio de diferenciales.

19. V99. 20. \V122. 21. V65.5. 22. V155,
23. In0.97. 24. In1.01. 25, 001 26. 001,

En los problemas del 27 al 32 encuentre dx/dy o dp/dq.
27. y =2x — 1. 28. y = 5x*+3x + 2.
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29. g = (p* +5)°
1

31. g = —.
p

30. g=Vp+5.

2. g=e""

33. Siy = 5x? + 3x + 2, encuentre el valor de dx/dy
cuando x = 3.

34. Siy = Inx,encuentre el valor de dx/dy cuando x = 2.

En los problemas del 35 y 36 encuentre la razon de cambio de q con respecto a p para el valor indicado de q.

500
.p=—"2 g=18.
5. p P q

36. p=50 — Vg, g = 100.

37. Utilidad Suponga que la utilidad P al producir g uni-
dades de un producto es

P = 396g — 2.2¢* — 400.

Por medio de diferenciales, encuentre el cambio aproxi-
mado en la utilidad, si el nivel de producciéon cambia de
q = 80ag = 81.Encuentre el cambio verdadero.

38. Ingreso Dada la funcién de ingreso

r = 250q + 45¢*> — ¢°,

use diferenciales para encontrar el cambio aproximado
en el ingreso, si el nimero de unidades se incrementa
de g = 40 a g = 41. Encuentre el cambio verdadero.

39. Demanda La ecuacion de demanda para un producto es

Por medio de diferenciales estime el precio cuando se
demandan 24 unidades.

40. Demanda Dada la funcién de demanda

_ 100
p \/ﬁ’

use diferenciales para estimar el precio por unidad
cuando se demandan 12.5 unidades.

41. Siy = f(x),entonces el cambio proporcional en y se
define como Ay/y, que puede aproximarse por medio
de diferenciales por medio de dy/y. Use esta tltima
forma para estimar el cambio proporcional en la fun-
cién de costo

¢
c=f(q)=?+3q+400

cuando ¢ = 10y dq = 2. Redondee su respuesta a un
decimal.

42. Condicién social/ ingreso Suponga que S es un valor
numérico de la condicién social basado en el ingreso
anual, / (en miles de ddlares), de una persona. Para cierta
poblacién, suponga que § = 20V/1. Use diferenciales
para estimar el cambio en S, si el ingreso anual decrece
de $45,000 a $44,500.

43. Biologia El volumen V de una célula esférica esta da-
do por V = %713, donde r es el radio. Estime el cambio
en el volumen cuando el radio cambia de 6.5 X 10~ *cm
a6.6 X 107*cm.

44. Contraccion muscular La ecuacién
(P+a)(v+b)=k

se llama “ecuacion fundamental de la contraccion
muscular.” Aqui, P es la carga impuesta al musculo, v la
velocidad de contraccidon de las fibras del musculo y a, b
y k son constantes positivas. Encuentre v en términos
de Py luego use diferenciales para estimar el cambio
en v debido a un pequeiio cambio en P.

45. Demanda La demanda, g, para el producto de un mo-
nopolista estd relacionada con el precio por unidad, p,
segln la ecuacioén

q* 4000

+o =
2T 00 T

a. Verifique que se demandaré por 40 unidades cuando
el precio por unidad sea de $20.

d
b. Demuestre que ﬁ = —2.5 cuando el precio por uni-
dad es de $20.

c. Use diferenciales y los resultados de las partes (a) y

(b) para estimar el nimero de unidades que se de-

mandaran si el precio por unidad se reduce a $19.20.

46. Utilidad La ecuacién de demanda para el producto de
un monopolista es

1
p= ng — 76q + 6000,

y la funcién de costo promedio es

100,000

¢ =600 — g+
C q 3q

a. Verifique que la utilidad es de $90,000 cuando se
demandan 100 unidades.

b. Use diferenciales y el resultado de la parte (a) para
estimar la utilidad cuando se demandan 97 unidades.

SR. W. Stacy et. al., Essentials of Biological and Medical Physics

(Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1955).
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Proporcionar un 13.3 ELASTICIDAD DE LA DEMANDA

andlisis matematico del concepto
econdmico de elasticidad.

La elasticidad de la demanda es un medio por el cual los economistas miden
cémo un cambio en el precio de un producto afecta la cantidad demandada.
Esto es, se refiere a la respuesta del consumidor frente al cambio de precio. En
términos informales, la elasticidad de la demanda es la razén del cambio por-
centual en la cantidad demandada que resulta en un cambio porcentual dado
en el precio:

cambio porcentual en la cantidad

cambio porcentual en el precio

P Por ejemplo, si para un incremento de 5% en el precio, la cantidad deman-
dada decrece en 2%, podriamos decir que la elasticidad de la demanda es
—2/5.

Funcién de demanda Para ser més especificos, suponga que p = f(q) es la funcién de demanda

para un producto. Los consumidores demandardn ¢ unidades a un precio de

f(g) por unidad y demandaran ¢ + h unidades a un precio de f(q + h)

unidades a un precio de f(g + h) por unidad (véase la fig. 13.11). El cambio

porcentual en la cantidad demandadade ga g + hes

q (g +h)—q

O i EL
i

_Q | R S

+

>

- 100 = n 100.
q

FIGURA 13.11 Cambio en la
demanda. El cambio porcentual correspondiente en precio por unidad es

f(lqg+h)— f(q)

@) - 100.
La razo6n de esos cambios porcentuales es
h
q IC)
Fa+m =7@ 0 4 fla+h—f@
f(a)
_fa) . h
a flg+h —flg)
fa)
= 9 0
flg +h) — f(q)
h

Si fes diferenciable, entonces cuando & — 0, el limite de [f(q + h) — f(q)]/h
es f'(q) = dp/dq.Asi, el limite de (1) es

f(a) )4

14, 4
dp dp’
dq dq

que se llama elasticidad puntual de la demanda.
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Definicion
Sip = f(q) es una funcién de demanda diferenciable, la elasticidad puntual
de la demanda, denotada por la letra griega i (eta), en (g, p) esta dada por

14
q
dq

Para ilustrar, encontremos la elasticidad puntual de la demanda para la
funcién de demanda p = 1200 — g* Tenemos

1200 — ¢?
q 1200 — ¢* _{600 1}

p

-1
dp —2q 24
dq

Por ejemplo,si ¢ = 10, entonces n = —[(600/10?) — 3] = —5}. Como

cambio porcentual en la demanda

n~ . .
cambio porcentual en el precio ’

tenemos
(cambio porcentual en precio)(n) & cambio porcentual en la demanda.

Por tanto, si el precio se incrementa en 1% cuando ¢ = 10,la cantidad deman-
dada cambiaria aproximadamente en

(1%) <—5;> — —5%%.

Esto es, la demanda disminuirfa en 55%. De manera analoga, una disminucién
en el precio de 3% cuando ¢ = 10, resulta en un cambio aproximado en la

demanda de
1 1 3
<—2%) <— 52> = 21%.

De aqui que la demanda se incremente en 23%.

Note que cuando se evaltia la elasticidad, no interviene unidad alguna, ya
que tan sélo es un nimero real. Para un comportamiento normal de la deman-
da, un incremento (disminucién) en el precio, corresponde a una disminucién
(incremento) en la cantidad. Asi, dp/dq siempre serd negativa o cero, y i
(donde esté definida) siempre serd negativa o cero. Algunos economistas igno-
ran el signo menos; en la situacion anterior ellos considerarian la elasticidad
igual a 53. Aqui no adoptaremos esta practica.

Hay tres categorias de elasticidad:

1. Cuando |n| > 1, la demanda es eldstica.
2. Cuando |n| = 1, la demanda tiene elasticidad unitaria.
3. Cuando |n| < 1, la demanda es inélastica.

Por ejemplo, en la ecuacioén (2) como |n| = 5%, cuando g = 10, la deman-
da es eldstica. Si ¢ = 20, entonces [n| = |—[(600/20°) — }]| = 1,porlo que la
demanda tiene elasticidad unitaria. Si ¢ = 25, entonces |n| = |—%| y la de-
manda es inélastica.

En términos informales, para un cambio porcentual dado en el precio, hay
un cambio porcentual mayor en la cantidad demandada si la demanda es elds-



Aqui, analizamos la elasticidad para
una demanda lineal.
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tica, un cambio porcentual menor si la demanda es inélastica y un cambio por-
centual igual si la demanda tiene elasticidad unitaria.

EJEMPLO 1 Determinacion de la elasticidad puntual de la demanda

Determinar la elasticidad puntual de la ecuacién de demanda

k
ng, dondek > 0yq > O.

Solucion: de la definicién tenemos

Pk
9 _ ¢
TTdp T =k
dg  ¢*

Asi, la demanda tiene elasticidad unitaria para toda g > 0. La grafica de
p = k/q sellama hipérbola equildtera y suele encontrarse en textos de econo-
mia en los andlisis de elasticidad (véase la fig. 3.14 para la grafica de tal curva).

EJEMPLO 2 Determinacion de la elasticidad puntual de la demanda

Determinar la elasticidad puntual de la ecuacién de demanda

g = p* — 40p + 400, donde g > 0.

Solucion: para calcular n necesitamos encontrar dp/dq. En la ecuacion de
demanda dada, p no es una funcién explicita de g, por lo que no podemos en-
contrar dp/dq de manera directa. Sin embargo, de la seccién 13.2,

dp 1
dg  dq’
dp
Por tanto,

dp  qdp
dq

1 d
5 _raq (Definicién de 7).

Como dq/dp = 2p — 40, tenemos
p
= —(2p — 40).
n q( p )
Por ejemplo, si p = 15, ¢ = 25; por tanto, n = [15(—10)]/25 = —6, por lo

que la demanda es elastica.

La elasticidad puntual para una ecuacién de demanda lineal es muy inte-
resante. Supongamos que la ecuacién tiene la forma

p=mq + b, dondem < O0yb > 0.
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Inl > 1, elastica

’,Inl =1, elasticidad
unitaria

p=mq+b

7] < 1, inelastica

FIGURA 13.12 Elasticidad para
demanda lineal.

Aqui, analizamos la relacion entre la

elasticidad y la tasa de cambio del
ingreso.

(Véase la fig. 13.12.) Suponemos que g > 0;asi, p < b. La elasticidad puntual
de la demanda es

S|e o
N
S

Considerando dn /dp, demostraremos que 7 es una funcién decreciente de p.
Por la regla del cociente,

dn _(p=b)—p_ b
dp (p — by’ (p — b)*

Como b >0y (p — b)* > 0, entonces dn /dp < 0, por lo que 7 es una fun-
cion decreciente de p; cuando p crece,  debe disminuir. Sin embargo, p varia
entre 0y b y en el punto medio del intervalo, b /2:

b
2

= == =-1.
7 b
2

Por tanto, si p < b/2,entonces n > —1;sip > b/2,m1 < —1. Como debemos
tener n = 0, podemos establecer esto de otra manera:cuandop < b/2,|n| < 1
y la demanda es inélastica; cuando p = b/2,|n| = 1y la demanda tiene elasti-
cidad unitaria;cuando p > b/2,|n| > 1yla demanda es eldstica. Esto muestra
que la pendiente de una curva de demanda no es una medida de la elasticidad.
La pendiente de la linea en la figura 13.12 es m en todas partes, pero la elasti-
cidad varia con el punto de la recta.

Elasticidad e ingreso

Pasando a una situacién diferente, podemos establecer cémo la elasticidad de
la demanda afecta el cambio en el ingreso (ingreso marginal). Si p = f(q) es
una funciéon de demanda de un fabricante, el ingreso total esta dado por

r = pq.

Para encontrar el ingreso marginal, dr/dq, diferenciamos r usando la regla del
producto:

d
dr n p

= = =, 3

Al factorizar el miembro derecho de la ecuacion (3), tenemos

d
dr _ p<1 +6/p>.
dq pdq

Pero,
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Por lo que,

)

1
Si la demanda es eldstica, entonces n < —1, por lo que 1 + % > 0.

1
Si la demanda es inélastica, entonces n > —1, por lo que 1 + E < 0. Supon-

gamos que p > 0. De la ecuacién (4) podemos concluir que dr/dg > 0 en los
intervalos donde la demanda es eldstica; por tanto, el ingreso total r es crecien-
te ahi. Por otra parte, el ingreso marginal es negativo en el intervalo donde la
demanda es inélastica; por tanto, el ingreso total es decreciente ahi.

Asi, del andlisis anterior concluimos que entre més unidades se vendan,
el ingreso total de un fabricante crece si la demanda es eldstica, pero dismi-
nuye si la demanda es inélastica. Esto es, si la demanda es eldstica, un precio
menor aumentard el ingreso, lo cual significa que un precio menor ocasiona-
rd un incremento suficientemente grande en la demanda como para hacer
crecer el ingreso. Si la demanda es inélastica, un precio menor hard disminuir
el ingreso. Para una elasticidad unitaria, un precio menor deja sin cambio al
ingreso total.

e Ejercicio 13.3

En los problemas del 1 al 14 encuentre la elasticidad puntual de las ecuaciones de demanda para los valores indicados de q o p y
determine si la demanda es eldstica, ineldstica o si tiene elasticidad unitaria.

1. p =40 —2q; q=2>5. 2. p=12 — 0.03¢; g = 200.
3500 1000
3. p=—" q = 288. 4. p=—— q=156.
q q
500 800
5. p=——2; = 104. 6. p= ; = 24.
P= g 4 P=og+1 1
p =150 — 1% 4 = 100. 8. p = 100e~7?0; 4 = 200.
9. ¢ = 600 — 100p; p = 3. 10. ¢ =100 — p; p = 50.
11. ¢ = V2500 — p; p = 900. 12. ¢ = V2500 — p% p = 20.
(p — 100)*
13“1:#; p = 20. 14. g = p*> — 60p + 898; p = 10.
15. Para la ecuacién de demanda lineal p = 13 — 0.05¢, elasticidad puntual de la demanda cuando p = 15.Si

16.

17.

verifique que la demanda es eldstica cuando p = 10,
inelastica cuando p = 3y que tiene elasticidad unitaria
cuando p = 6.50.

(Para qué valor (o valores) de ¢ las siguientes ecuacio-
nes de demanda tienen elasticidad unitaria?

a. p =26 — 0.10q.
b. p = 1200 — g%

La ecuacién de demanda para un producto es

qg = 500 — 40p + pz,

19.

donde p es el precio por unidad (en ddlares) y ¢ la can-
tidad de unidades demandadas (en miles). Encuentre la

18.

este precio de 15 se incrementa en 1%, ;cual es el cam-
bio aproximado en la demanda?

La ecuacién de la demanda para un cierto producto es
g = V2500 — p

donde p estéd en dolares. Encuentre la elasticidad pun-
tual de la demanda cuando p = 30y use este valor para
calcular el cambio porcentual aproximado de la deman-
da, si el precio de $30 se baja a $28.50.

Para la ecuacién de demanda p = 500 — 2gq, verifi-
que que la demanda es eldstica y el ingreso total es
creciente para 0 < g < 125. Verifique que la deman-
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Aproximar las raices
reales de una ecuacién por
medio del uso del calculo. El
método mostrado es adecuado
para calculadoras.

Capitulo 13 = Aplicaciones de la diferenciacion

da sea inelastica y el ingreso total sea decreciente para
125 < ¢ < 250.

. dr ( 1) :
Verifique que — = 1+ —|sip =40 — 2q.
que q dq p 7 p q

1000

7

Repita el problema 20 para p =

Suponga que p = mq + b es una ecuaciéon de deman-
da lineal donde m#0y b > 0.

a. Demuestre que lim n = —oc.
p—b~

b. Demuestre que n = 0 cuando g = 0.

La ecuacién de demanda para el producto de un fabri-
cante es

_ 200
P = /6000 + 10g>

a. Verifique que ¢ = 20 cuando p = 2.

b. Determine la elasticidad puntual de la demanda
cuando p = 2. ;Es la demanda eldstica, ineldstica o
tiene elasticidad unitaria en este punto?

c. Siel precio cuando p = 2 estd disminuyendo en 2%,
(cudl es el nimero aproximado de unidades en las
que la demanda cambia?

d. Si el precio cuando p = 2 estd disminuyendo en 2%,
(el ingreso total crecerd, disminuird o permanecera
constante? Justifique su respuesta.

Dada la ecuacién de demanda g%(1 + p)> = p, determi-
ne la elasticidad puntual de la demanda cuandop = 9.

La ecuacién de demanda de un producto es

q = 6?0 + In(65 — p?).

a. Determine la elasticidad puntual de la demanda cuan-
do p = 4,y clasifique la demanda como elastica, ine-
lastica o de elasticidad unitaria a este nivel de precio.

b. Si el precio disminuye el 2% (de $4.00 a $3.92), use la
respuesta a la parte (a) para estimar el cambio por-
centual correspondiente en la cantidad vendida.

c. ;/Resultaran los cambios de la parte (b) en un incre-
mento o en una disminucion en el ingreso? Explique
su respuesta.

26.

217.

28.

29.

La ecuacién de demanda para el producto de un fabri-
cante es

p = 50(201 — q)*0VaE,

a. Demuestre que dp/dq = —0.75 cuando se deman-
dan 200 unidades. Use diferenciacion logaritmica.

b. Con el resultado de la parte (a), determine la elastici-
dad puntual de la demanda cuando se demandan 200
unidades. A este nivel, jes la demanda eléstica, ine-
lastica o de elasticidad unitaria?

c. Use el resultado de la (b) para estimar el precio por
unidad si la demanda disminuye de 200 a 188 unida-
des.

d. Sila demanda actual es de 200 unidades, ;debe el fa-
bricante aumentar o disminuir el precio para incre-
mentar su ingreso? (Justifique su respuesta.)

Un fabricante de puertas de aluminio puede vender ac-
tualmente 500 puertas por semana a un precio de $80
cada una. Si el precio se baja a $75 cada una, podrian
venderse 50 puertas adicionales por semana. Estime la
elasticidad actual de la demanda para las puertas y tam-
bién el valor actual de la funcién de ingreso marginal
del fabricante.

%

Dada la ecuacién de demanda
p = 1000 — 4%,

donde 5 = g = 30, ;para qué valor de g es |n| un maxi-
mo? ;Para qué valor es un minimo?

Repita el problema 28 para

200
qg+5

p=

talque 5 < ¢ =95,

13.4 METopo DE NEWTON

Es muy facil resolver ecuaciones de la forma f(x) = 0, cuando f es una fun-
cién lineal o cuadritica. Por ejemplo, podemos resolver x> + 3x — 2 = 0, por
medio de la férmula cuadrética. Sin embargo, si f(x) tiene un grado mayor que

2 (o sino es un polinomio), puede resultar dificil o incluso imposible encontrar
soluciones (o raices) de f(x) = 0, por los métodos usuales. Es por ello que re-
currimos a soluciones aproximadas que pueden obtenerse de varias maneras
en forma eficiente. Por ejemplo, puede utilizarse una calculadora grafica para
estimar las raices reales de f(x) = 0. En esta seccién aprenderemos como usar
con tal fin la derivada (siempre que fsea diferenciable). El procedimiento que
desarrollaremos, llamado método de Newton, es muy apropiado para usarse
con una calculadora o computadora.



y

y=1f(x)
f(@) >0

raiz de f(x) =0
¥ b

: X
f(b)<0|

FIGURA 13.13 Raizde

f(x) = Oentre ay b,en donde
f(a)y f(b) tienen signos
opuestos.
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El método de Newton requiere que se haga una estimacion inicial para
una raiz de f(x) = 0. Una manera de obtener este valor inicial aproximado es
haciendo un bosquejo de la graficade y = f(x) y estimando la raiz en la grafi-
ca. Un punto en la grafica donde y = 0, es una interseccion x y el valor x de es-
te punto es una raiz de f(x) = 0.Otra manera de localizar una raiz se basa en
el hecho siguiente:

Si fes continua en el intervalo [a,b] y f(a) y f(b) tienen signos opuestos, en-
tonces la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una raiz entre a y b.

La figura 13.13 muestra esta situacion. La interseccién x entre a y b correspon-
de a una raiz de f(x) = 0,y podemos usar a a 0 a b para aproximar esta raiz.

Supongamos que tenemos un valor estimado (pero incorrecto) para una
raiz, veremos como obtener una mejor aproximacion de este valor. En la figura
13.14 vemos que f(r) = 0, por lo que r es una raiz de la ecuacion f(x) = 0.
Supongamos que x; es una aproximacion inicial a r (una que sea cercana a r).
Observe que la recta tangente a la curva en (x, f(x;)) interseca al eje x en el
punto (x,, 0),y que x, es una mejor aproximacion a r que x;.

y
y=1(x)

x|

Recta

I
1
I
I
I
1
I
I
|
<—:—tangente

I

I

I
é

/ X3 % X

FIGURA 13.14 Mejora en la aproximacion de
la raiz por medio de la recta tangente.

Podemos encontrar x, a partir de la ecuacion de la recta tangente. La pen-
diente de la recta tangente es f'(x,), por lo que su ecuacién es

y = f(x) = f(x)(x = xy). @

Como (x,, 0) estd en la recta tangente, sus coordenadas deben satisfacer la
ecuacion (1). Esto da

0= f(x1) = f'(x1)(x = x1)s
- ]]:,((?1)) =X T X (sif'(x;) # 0).
Por lo que,
X = x — f(x1) @)
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En el caso de que una raiz caiga
entre ay b,y f(a) y f(b) estén igual-
mente cercanas a cero, elegimos a
cualquiera de @ o b como la primera
aproximacion.

—® Principios en prdctica 1
Determinacion de una raiz por
medio del método de Newton

Si la utilidad total (en ddlares) de
la venta de x televisores es P(x)
= 20x — 0.01x* —

850 + 3In(x), utilice el método
de Newton para aproximar las
cantidades de equilibrio. (Nota:
existen dos cantidades de equilib-
rio: una estd entre 10 y 50, y la
otra estd entre 1900 y 2000.)
Proporcione el valor de x al en-

Para obtener una mejor aproximacion a r, efectuamos de nuevo el proce-
dimiento ya descrito, pero esta vez usamos x, como punto de partida. Esto da
la aproximacion
f(xz)
['(x)
Repitiendo (o iterando) este proceso varias veces, esperamos obtener mejores
aproximaciones en el sentido de que la sucesién de valores

3

X3=x2—

X1, X, X3, ...

se aproxime a r. En la practica, terminamos el proceso cuando alcanzamos un
grado de exactitud deseado.

Si analiza las ecuaciones (2) y (3), puede usted ver cémo x, se obtiene de
X1 y como x; se obtiene de x,. En general, x,,,; se obtiene de x,, por medio de la
siguiente féormula general, llamada método de Newton:

Método de Newton

= — =1,2,3,... 4
Xn+1 Xn f/(xn) n s &5y ()

Una férmula, como la ecuacién (4), que indica cémo en una sucesion se obtie-
ne un nimero de aquél precedente, se llama formula recursiva o ecuacion ite-
rativa.

EJEMPLO 1 Determinacion de una raiz por el método de Newton

Estimar la raiz de x* — 4x + 1 = 0, que se encuentra entre 0 y 1. Continuar el
proceso de aproximacion hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran en
menos de 0.0001.

Solucion: haciendo f(x) = x* — 4x + 1,tenemos

fO)=0-0+1=1

fA)y=1—4+1=-2

(Note el cambio de signo). Como f(0) estd més cercana a 0 que f(1), escogemos
a 0 como primera aproximacion, x;. Ahora,

fl(x) = 4x° — 4,
de modo que
f(xn) = Xf, —4x, +1 y f/(xn) = 4x?1 — 4
Sustituyendo en la ecuacién (4) se obtiene la férmula recursiva

f) _  xp—dx, t 1

T T ) T 4 -4

dxh — dx, — xph + 4x, — 1
4x; — 4 ’

3xt—1
453 — 4

n

6

Xn+1 =



TABLA 13.1
n Xn Xn+1
1 0.00000 0.25000
2 0.25000 0.25099
3 0.25099 0.25099
TABLA 13.2
n Xn Xn+1
1 —2.00000 —1.88889
2 —1.88889 —1.87945
3 —1.87945 —1.87939

Sec. 13.4 = Método de Newton 601

Como x; = 0,al hacer n = 1 en la ecuacion (5) resulta

3xt—1 3000 —1

= = = 0.25.
BT ad -4 40y —4
Al hacer n = 2, en la ecuacion (5) resulta
3xi— 1 3(025)*—1
X3 =~ = 3 ~ 0.25099.
dxs — 4  4(025)° — 4
Alhacer n = 3,en la ecuacion (5) resulta
3x4— 1 3(025099)* — 1
Xy = = ~ 0.25099.

43 — 4 4(0.25099)° — 4

Los datos obtenidos hasta ahora, se muestran en la tabla 13.1. Como los valo-
res de x; y x, difieren en menos de 0.0001, consideramos que la raiz es igual a
0.25099 (esto es, xy4).

EJEMPLO 2 Determinacion de una raiz por el método de Newton

Estimar la raiz de x> = 3x — 1, que se encuentra entre — 1 y — 2. Continuar el
proceso hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran en menos de 0.0001.

Solucion: haciendo f(x) = x> — 3x + 1 [necesitamos tener la forma
f(x) = 0], encontramos que

f(=1) = (=1 =3(-1) +1=3

f(=2) = (=2 —3(=2) + 1 =—1.

(Note el cambio en el signo). Como f(—2) esta mds cercana a cero que f(—1),
escogemos a —2 como nuestra primera aproximacion, x;. Ahora,

f'(x) =3x* — 3,
de modo que
f(xn) = xi —3x,t1 vy f’(xn) = 3)6?1 — 3.

Sustituyendo en la ecuacion 4, obtenemos la férmula recursiva

f(xn) x?z — 3x, + 1
Xn =X, = Xn T T 5 2 45
o f (xn) 3X%, -3
de modo que
. 2x) —1 ©)
Il T3y
Como x; = —2,al hacer n = 1 en la ecuacién (6) resulta

23 —1  2(-27—1
==L = —— ~ —1.88889.
3x2—3  3(—2)?%—3

X

Continuando de esta manera obtenemos la tabla 13.2. Como los valores de x;
y x, difieren en 0.00006, que es menor a 0.0001, entonces consideramos que la
raiz es — 1.87939 (esto es, xy).



602  Capitulo 13 = Aplicaciones de la diferenciacion

La situacién en la que x; da a la
derivada de 0 se presenta en los
problemas 2 y 8 del ejercicio 13.4.

Si su eleccion para la aproximacion inicial x; da a la derivada un valor de
0, escoja un nimero diferente que sea cercano a la raiz deseada. Una grafica
de f puede ser titil en esta situacién. Por tltimo, debemos mencionar que hay

casos en que la sucesion de las aproximaciones no tienden hacia la raiz. Un
andlisis de tales casos estda mds alld del alcance de este libro.

La figura 13.15 da un programa corto del método de
Newton para la calculadora TI-83. Antes de ejecutar el
programa, la primera aproximaciéon a la raiz de
f(x) = 0se almacena como Xy f(x)y f'(x) se alma-
cenan como Y, y Y,, respectivamente.

FROGEAM: HEWTOH
Lkl H

FIGURA 13.15 Programa de
calculadora para el método de Newton.

Al ser ejecutado, el programa calcula la primera
iteracién y se detiene. Las iteraciones sucesivas se
obtienen oprimiendo la tecla ENTER. La figura
13.16 muestra las iteraciones para el problema en el
ejemplo 2.

—2%H
FramHEWNTOH
-1.8

FIGURA 13.16 Iteraciones para el
problema del ejemplo 2.

S Ejercicio 13.4

En los problemas del 1 al 10 utilice el método de Newton para estimar la raiz indicada de la ecuacién dada. Contintie el procedi-
miento hasta que la diferencia de dos aproximaciones sucesivas sea menor que 0.0001.

1. x* —4x +1=0; raizentreOyl.
3. —x—1=0;
5.+ x+16 =0
7. x*=3x — 1;

9, x* = 2x*+ x> =3 =0

raiz entre 1y 2.
rafz entre =3y —2.
raizentre O y 1.

raizentre 1 y 2.

2. ¥+ 2x*—1=0;
4. > —9x + 6 =0;
6. ¥’ =2x+5;
8. x*+4x—1=0;
10. x**—x*4+x—2=0;

raizentre Oy 1.
raiz entre 2y 3.
raiz entre 2y 3.
raiz entre =2y —1.

raiz entre 1y 2.

11. Calcule con tres decimales la raiz cibica de 71. [Suge-
rencia: muestre que el problema es equivalente a en-
contrar una raiz de f(x) = x> — 71 = 0. Escoja 4 como
aproximacion inicial. Continte el proceso hasta que
dos aproximaciones sucesivas, redondeadas a tres deci-
males, sean iguales.]

12. Estime V/49 con dos decimales. Use 2 como aproxima-
cién inicial.

13. Encuentre todas las raices reales de la ecuacién
e¢* = x + 5, con dos decimales. [Sugerencia: con un
esbozo de las graficasde y = e*yy = x + 5, debe ser
claro cudntas soluciones existen. Use valores enteros
cercanos para sus estimaciones iniciales.]

14. Encuentre, con tres decimales, todas las soluciones rea-
les de la ecuacionInx = 5 — x.

15. Cantidad del punto de equilibrio El costo ¢ de fabricar
g toneladas de un producto esta dado por

c =250 + 2q — 0.1¢°,

y el ingreso obtenido al vender las g toneladas estd dado
por

r = 3q.

Aproxime, con dos decimales de precision, la cantidad
del punto de equilibrio. [Sugerencia: determine una raiz
de r — ¢ = 0 escogiendo al 13 como su aproximacién
inicial. ]

16. Cantidad del punto de equilibrio EIl costo total de fa-
bricar g cientos de ldpices es ¢ délares, donde

2
1
7_, -
1000 g

c =40+ 3q +




El ciento de ldpices se vende en $7.

a. Demuestre que la cantidad del punto de equilibrio es
una solucién de la ecuacioén

q3

flg) = 1000

—4q” +40g + 1 =0.

b. Utilice el método de Newton para estimar la solucién
de f(q) = 0,donde f(q) esta dada en la parte (a). Use
10 como aproximacion inicial y dé su respuesta con
dos decimales.

17. Equilibrio Dada la ecuacién de ofertap = 2¢g + Sy

la ecuacién de demanda p = ,use el método de

P+ 1

Newton para estimar la cantidad de equilibrio del mer-
cado. Proporcione su respuesta con tres decimales de
precision.

REPASO

Términos y simbolos importantes

Sec. 13.5 = Repaso 603
18. Equilibrio Dada la ecuacién de oferta

p=01qg*>+ 0.6g + 2

y la ecuacién de demanda p = 30 — ¢, use el método
de Newton para estimar la cantidad de equilibrio del
mercado y encuentre el correspondiente precio de equi-
librio. Tome 5 como aproximacién inicial para el valor
requerido de g y dé su respuesta con dos decimales de
precision.

19. Use el método de Newton para estimar (con dos deci-
males) un valor critico de la funcién

f =% = x = 5c+1

en el intervalo [3, 4].

Seccion 13.1 tamafio econdémico de lote

Seccion 13.2  diferencial dy, dx

Seccion 13.3  elasticidad puntual de la demanda
Seccion 13.4 método de Newton

Resumen

elastica

inelastica elasticidad unitaria

Desde un punto de vista préctico, la fuerza del cdlculo
reside en que nos permite maximizar o minimizar canti-
dades. Por ejemplo, en el drea de la economia podemos
maximizar la utilidad o minimizar el costo. Algunas re-
laciones importantes que se usan en problemas econé-
micos son las siguientes:

c = < costo promedio por unidad = M
q R . ]
r=pq, ingreso = (precio)(cantidad),

P =r — ¢, utilidad = ingreso total — costo total.

Siy = f(x) es una funcion diferenciable de x, defini-
mos la diferencial dy como

dy = f'(x) dx,
donde dx (o Ax) es un cambio en x y puede ser cual-
quier nimero real. Si dx es cercana a cero, entonces dy

es una aproximacién a Ay que es un cambio en y:

Ay = dy.

Ademas, dy puede emplearse para estimar el valor de
una funcion. Usamos la relacion

f(x +dx) = f(x) + dy.

Aqui, f(x + dx) es el valor por estimar; x y dx se esco-
gen de manera que f(x) sea facil de calcular y dx sea
pequena.

Si una ecuacién define a y como una funcién de x,
entonces la derivada de x con respecto a y estd dada
por

dx 1
— = dy/dx # 0.
- y/dx

dx

La elasticidad puntual de la demanda es un nime-
ro que mide como la demanda del consumidor es afec-
tada por el cambio en el precio. Estd dada por

_plq
n = :
dp/dq
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donde p es el precio por unidad al que se demandan g
unidades. Las tres categorias de elasticidad son:

[n| > 1, demanda eldastica,
m| =1, elasticidad unitaria,
m < 1, demanda ineldstica.

Dicho de manera sencilla, para un cambio porcen-
tual dado en el precio, habrd un cambio porcentual
mayor en la cantidad demandada, si la demanda es
elastica, un cambio porcentual menor si la demanda
es ineldstica y un cambio porcentual igual si la deman-
da tiene elasticidad unitaria.

Problemas de repaso

La relacion entre elasticidad y la razén de cambio
del ingreso esta dada por

El método de Newton es el nombre dado a la
férmula siguiente, que se usa para estimar las raices de
la ecuacién f(x) = 0,siempre que fsea diferenciable:

_ S
f'(xa)

X1 = X, n=1273,...

Los problemas cuyo niimero se muestra en color, se sugieren para utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

1. Maximizacion de la producciéon Un fabricante deter-
mina que m empleados en cierta linea de produccién
producen ¢ unidades por mes, donde

q = 80m*> — 0.1m*.

Para obtener una produccién mensual maxima,
(cuantos empleados deben asignarse a la linea de

produccién?
2. Ingreso La funcién de demanda para el producto de
un fabricante estd dada por p = 100e” %19, ; Para qué

valor de ¢ maximiza el fabricante su ingreso total?
3. Ingreso La funcién de demanda para el producto de
un monopolista es

p = V600 — gq.

Si el monopolista quiere producir por lo menos 100 uni-
dades pero no mas de 300, ;cudntas unidades debe pro-
ducir para maximizar el ingreso total?

4. Costo promedio Sic = 0.01¢> + 5g + 100 es una
funcién de costo, encuentre la funcién de costo prome-
dio. (A qué nivel de produccién g presenta un costo
promedio minimo?

5. Utilidad La funcién de demanda para el producto de
un monopolista es

p =400 — 2q,

y el costo promedio por unidad para producir g unida-
des es

2
E=q+160+%,

donde p y ¢ estdn en ddlares por unidad. Encuentre la
utilidad maxima que el monopolista puede lograr.

6. Diseiio de un recipiente Una caja rectangular va a fa-
bricarse recortando cuadrados iguales de cada esquina
de una ldmina de cartén de 10 X 16 pulgadas y doblan-
do luego los lados. ;Cudl debe ser la longitud del lado
del cuadrado recortado para que el volumen de la caja
sea maximo?

7. Cercado Un terreno rectangular va a cercarse y divi-
dirse en tres partes iguales por dos cercas paralelas a
uno de los lados. Si se va a usar un total de 800 pies de
cerca, encuentre las dimensiones del terreno para que
su drea sea maxima.

8. Diseiio de un cartel Un cartel rectangular con un drea
de 500 plg® debe tener un margen de 4 pulgadas a cada
lado y en la parte inferior, y un margen de 6 pulgadas
en la parte superior. El resto del cartel es para material
impreso. Encuentre las dimensiones de modo que el
drea para la zona sea maxima.

9. Costo Una empresa fabrica estantes para computado-
ras personales. Para cierto modelo, el costo total ¢ (en
miles de ddlares) cuando se producen ¢ cientos de es-
tantes, estd dado por

c =2¢° — 9¢* + 12q + 20.

a. La empresa tiene actualmente capacidad para pro-
ducir entre 75 y 600 (inclusive) estantes por sema-
na. Determine el nimero de estantes que debe
producir por semana para minimizar el costo total y
encuentre el correspondiente costo promedio por
estante.

b. Suponga que deben producirse entre 300 y 600 estan-
tes. Cudntos deberian producirse ahora para mini-
mizar el costo total?

10

.

Bacterias En un laboratorio se aplica un agente
antibacterial experimental a una poblacién de 100
bacterias. Los datos indican que el niimero N de bac-
terias t horas después de dicha aplicacién, estd dado
por

14,400 + 1207 + 100/
144 + 12 '

(Para qué valor de ¢ se presenta el nimero maximo
de bacterias en la poblacién? ;Cudl es este nimero
maximo?



Sec. 13.5 = Repaso

En los problemas 11 y 12 determine las diferenciales de las funciones en términos de x y dx.

x> +5
12. f(x) = T 7

11. f(x) = £’In(x + 5).

13. Sip = ¢* + 84, use diferenciales para estimar Ap si g
cambia de 4 a 4.02.

En los problemas 14 y 15 aproxime las expresiones usando diferenciales.

14. 7001, 15. V25.5.

16. Six = 4y*> + 7y — 3, encuentre dy/dx.
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Para las ecuaciones de demanda en los problemas del 17 al 19 determine si la demanda es eldstica, ineldstica o si tiene elasticidad

unitaria para los valores indicados de q.

500
17. p = 7; q = 200.

18. p =900 — g% q = 10.

19. p=18 — 0.02¢; g = 600.

20. La ecuacion de demanda para un producto es

p =30 — Vg

a. Encuentre la elasticidad puntual de la demanda
cuando p = 10.
b. Verifique que la demanda sea ineldsticasi0 < p < 10.

21. La ecuacion de demanda de un producto es

q = V2500 — p*.

Encuentre la elasticidad puntual de la demanda cuando
p = 30.Siel precio de 30 disminuye 3%, ;cual es el
cambio aproximado en la demanda?

22. La ecuacion de demanda para un producto es

qg = V100 — p, donde 0 < p < 100.

23.

24.

a. Encuentre todos los precios que corresponden a una
demanda elastica.

b. Calcule la elasticidad puntual de la demanda cuando
p = 40. Use su respuesta para estimar el incremento
o disminucién porcentual en la demanda cuando el
precio se incrementa en 5% parap = 42.

La ecuacién x> — 2x — 2 = 0 tiene una raizentre 1 y
2. Use el método de Newton para estimar la raiz. Conti-
nue el procedimiento de aproximacion hasta que la di-
ferencia entre dos aproximaciones sucesivas sea menor
a 0.0001. Redondee su respuesta a cuatro decimales.

Encuentre, con tres decimales de precision, todas las so-
luciones reales de la ecuacion e = 3x.



Aplicacion practica
Cantidad economica de pedido

n administracion de inventarios, la cantidad econémica
de pedido (u orden) es el tamafio mds eficiente, en tér-
minos de costo, para abastecer nuevamente los pedidos.
A fin de determinar este tamafio 6ptimo, necesitamos te-
ner una idea de cémo evolucionan las disminuciones y el
reabastecimiento, y cudl es el costo resultante.
A continuacioén estéan las hipétesis representativas:

1. El inventario estd disminuyendo, debido a las
compras, a una tasa constante D, que se mide en
unidades por afio.

2. Todos los pedidos de reabastecimiento son del
mismo tamaifio, y cada uno llega en un envio, justo
como las existencias estan saliendo.

3. Ademsds de los costos por articulo, cada pedido
también incluye un costo fijo por orden, F.

4. Cada unidad en existencias tiene un valor cons-
tante, V, medido en ddlares.

5. El costo de almacenar el inventario es una frac-
cion fija, R, del valor total actual del inventario.
Este factor de costo de acarreo se mide en ddlares
por délar por afio.

Las hipétesis 1 y 2 dan origen a una grafica del inven-
tario con respecto al tiempo como la que se observa en
la figura 13.17.

Nivel de
inventario

Tamano
de orden

FIGURA 13.17 Inventario a lo largo del tiempo.

Ahora, deseamos minimizar el costo, en ddlares
por afo, de administrar el inventario que se muestra
en la figura 13.17. Si el reabastecimiento se pide en lo

. . D .
tes de g unidades cada uno, entonces existen 7 pedidos

F
por afio, para un costo por pedidos anual de 7 (El

gasto anual debido al costo por articulo, no puede
ajustarse por el cambio del tamafio del pedido, de mo-
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do que este costo es ignorado en nuestros célculos, es
decir, que no hay descuento por volumen.) Con un

. . . . q
nivel de inventario promedio de > el costo de acarreo

q .
anual es . Entonces, el costo anual relacionado

con el inventario, C, es la suma del costo de los pedi-
dos y el costo de acarreo:

FD RV
-2, 24
q 2
Esta cantidad crece, tanto cuando ¢ se hace gran-
de como cuando ¢ se aproxima a cero. De modo que si

C

. L ac . .
existe un dnico punto en donde a0 S igual a cero, éste
q

serd un minimo de C. Encontrémoslo.

ac _ D RV
dq q* 2 ’
, _ 2FD
q RV

_ 2FD
9=\ Ry

Esta férmula se llama la férmula del tamafio de lo-
te de Wilson, en honor de un consultor industrial quien
popularizé su uso. Si sustituimos F = $10 por orden,
D = 1500 unidades por afio, R = $0.10 ddlares por
dolar por aioy V = $10, entonces g se obtiene como

2(10)(1500)
q=—"——— = 1732
(0.10)(10)
El tamafio de pedido mas eficiente en costo es de 173
unidades.

Las variaciones de la férmula de Wilson hacen
mads flexibles una o mds de las cinco hipdtesis en las
que esta basada. Una hipétesis que puede ser mas fle-
xible es la 5. Suponga que el costo de acarreo como un
porcentaje del valor del inventario se eleva cuando el
inventario es bajo (piense en un gran almacén que se
queda casi vacio). Modelaremos esto reemplazando R
con R(1 + ke *?). R es el costo de acarreo anual por



délar para niveles de inventario grandes, y el término
ke *? (k,s > 0) eleva el costo para niveles bajos de in-
ventario. El costo anual total del costo del inventario
ahora se transforma en

_FD | RVq(l + ke™*))

C
q 2

Nuevamente, deseamos minimizar esta cantidad, y otra
vez C se hace grande cuando g se hace grande y cuando
q se aproxima a cero. El minimo es donde
dC _ FD | RV(1 + ke — ksqe™7)
dq q° 2
Suponga que k = 1, s = {55 ~ 0.000693. Enton-
ces el costo de acarreo por ddlar es el doble para un in-
ventario pequeflo que para uno grande, y se encuentra
en medio de los dos costos en un nivel de inventario de
1000. Si conservamos F, D, Ry V,igual que antes, y utili-
zamos una calculadora grafica u otra técnica de solucién

=0.

dc
numérica, encontramos que o 0 cuando g =~ 127.9.
q

El tamafio 6ptimo de pedido es de 128 unidades. Obser-
ve que aunque la hipdtesis ahora incluye economia de
escala, el costo de acarreo es mayor en todos los nive-
les de inventario y ha conducido a una cantidad eco-
nomica de orden més pequeiia.

Ejercicios

1.

El ejemplo 5 de la seccién 13.1 es un problema de
tamafio de lote que implica periodos de produc-
cion en lugar de pedidos a un proveedor. ;Qué
papel desempefia la cantidad F, el costo fijo por
pedido? ; Qué papel desempeia V, el valor unita-
rio? ;Puede utilizarse la férmula de Wilson en el
ejemplo 5?

Utilice la férmula de Wilson de tamafio de lote pa-
ra calcular la cantidad econémica de pedido para
un articulo que tiene un valor de $36.50, cuesta
5% de su valor almacenarlo por afio, y es compra-
do de un proveedor que cobra $25 por procesar
cada pedido.

Suponga que las hipotesis 1, 3,4 y 5 se mantienen,
pero la 2 se modifica: un administrador nunca per-
mite que un inventario caiga al nivel cero, en lugar
de eso, mantiene un margen de seguridad de cier-
to nimero de unidades. ; Qué diferencia hace esto
en los calculos de la cantidad econémica de pedi-
do?

(,Qué otras hipotesis, ademads de la 2 y 5, podrian
flexibilizarse de manera prdctica? Explique su res-
puesta.
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RESP20  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

4. $176,994.65. 5. 6.20%. 6. $101,925;$121,925.
7. $723.03. 8. $13,962.01. 9. $45,502.06.

10. $48,095.67.

EJERCICIO 8.3 (pagina 386)

1. 64,32,16,8,4. 3. 100,102, 104.04. 5. %

7. 1.11111. 9. 18.664613. 11. 8.213180.

13. $2050.10. 15. $29,984.06. 17. $8001.24.

19. $90,231.01. 21. $204,977.46.
25. $1937.14. 27. $458.40.

29. a. $3048.85; b. $648.85. 31. $3474.12.
33. $1725. 35. 102.91305. 37. 55,360.30.
39. $131.34. 41. $1,872,984.02.

43. $205,073; $142,146.

23. $24,594.36.

EJERCICIO 8.4 (pagina 391)

1. $69.33. 3. $502.84.
5. a. $221.43; b. $25; c. $196.43.
7.

Saldo Pago Principal
insoluto Interés alfinal  saldado al
al inicio por del final del

Periodo del periodo periodo periodo periodo
1 5000.00 350.00 1476.14 1126.14
2 3873.86 271.17 1476.14 1204.97
3 2668.89 186.82 1476.14 1289.32
4 1379.57 96.57 1476.14 1379.57
Total 904.56 5904.56 5000.00
9.

Saldo Pago Principal
insoluto Interés al final  saldado al
al inicio por del final del

Periodo del periodo periodo  periodo periodo
1 900.00 22.50 193.72 171.22
2 728.78 18.22 193.72 175.50
3 553.28 13.83 193.72 179.89
4 373.39 9.33 193.72 184.39
5 189.00 4.73 193.73 189.00
Total 68.61 968.61 900.00
11. 11. 13. $1273.

15. a. $2089.69; b. $1878.33; ¢. $211.36; d. $381,907.
17. 23. 19. $113,302.45. 21. $38.64.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 8 (pagina 394)
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1. 16 3. 8.5% compuesto anualmente.
5. $586.60. 7. a. $1997.13; b. $3325.37.
9. $936.85. 11. $886.98. 13. $314.00.

15.

Saldo Pago Principal
insoluto Interés alfinal  saldado al
al inicio por del final del

Periodo del periodo periodo periodo periodo

1 15,000.00 112.50 3067.84 2955.34

2 12,044.66 90.33 3067.84 2977.51

3 9067.15 68.00 3067.84 2999.84

4 6067.31 45.50 3067.84 3022.34

5 3044.97 22.84 3067.81 3044.97

Total 339.17  15,339.17  15,000.00
17. $1279.36.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 8 (pagina 395)

1. $15,597.85. 3. Cuando los inversionistas esperan una
caida en las tasas de interés, las inversiones a largo plazo
son mds atractivas que las de corto plazo.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 9.1

1. El limite cuando x — a no existe, si a s un entero, pero
existe si a es cualquier otro valor.
2. 367 cc. 3. 3616. 4. 20. 5. 2.

EJERCICIO 9.1 (pagina 406)

1. a. 1; b. 0; c. 1. 3. a. 1; b. no existe; ¢. 3.
5. £(0.9) = 2.8, f(0.99) = 2.98, £(0.999) = 2.998,
£(1.001) = 3.002, f(1.01) = 3.02, f(1.1) = 3.2; 3.
7. £(=0.1) = 0.9516, f(—0.01) = 0.9950,
£(=0.001) =~ 0.9995, £(0.001) ~ 1.0005, f(0.01) =~ 1.0050.
£(0.1) ~ 1.0517; 1.

5

9. 16. 11. 20. 13. 1. 15. 5 17. 0.

19. 5. 21. —2. 23. 3. 25. 0. 27. %

29. —%. 31. % 33. 4. 35. 2x. 37. —1.
39. 2x. 41. 2x — 3. 43. % 45. a. 1; b. 0.
47. 11.00. 49. —7.00.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 9.2

1. lim p(x) = 0. La gréfica inicia arriba y rdpidamente
desciende hacia cero. De acuerdo con esto, los consumi-
dores estan dispuestos a comprar cantidades grandes del

producto a precios cercanos a cero.
2. lim y(x) = 500.Las mayores ventas anuales que se
X—00

pueden esperar con publicidad ilimitada es de $500,000.
3. lim C(x) = occ. Esto significa que el costo continia

X—>00

aumentando sin cota conforme se fabrican mas unidades.
4. El limite no existe; $250.

EJERCICIO 9.2 (pagina 417)

1. a. 2; b. 3; c¢. Noexiste; d. —o0; e. oo; f. 00; g. o
h. 0;i. 1; j. 1; k. 1. 3. 1. 5. —oco. 7. .
9. oco. 11. 0. 13. No existe. 15. 0.

17. co. 19. 0. 21. 1. 23. 0. 25. .

27. 0. 29. —%. 31. —oo. 33. % 35. —oo.



37. —. 39. —. 41. co. 43. co. 45. oo.

49, —oo. 51. 0. 53. 1.
. No existe; d. 1; e. 2.
0; d. —o0; e. —cc.
61. 20,000.

5
47. No existe.
55. a 2;
a 0

[ <]
.

57.

63. 20.

65. 1,0.5,0.525,0.631,0.912,0.986, 0.998; se concluye que el
limite es 1.
67. 0. 69. a. 11; b. 9; ¢. No existe.

EJERCICIO 9.3 (pagina 421)

1. $5563.87; $1563.87. 3. $1456.87. 5. 4.08%.

7. 3.05%. 9. $109.42. 11. $778,800.78.
13. a. $21,911; b. $6599. 15. $4.88%.
17. $1264. 19. 16 afios.

21. Opcién (a): $1072.51; Opcidn (b): $1093.30;
Opci6n (c): $1072.18.
23. a. $9458.51; b. Esta estrategia es mejor por $26.90.

EJERCICIO 9.4 (pagina 429)

7. Continuaen —2y 0.
11. Continuaen2yO0.

9. Discontinua en +3.
13. f es una funcién polinomial.

15. f esuna funcion racional y el denominador nunca es cero.

17. Ninguna. 19. x = —4. 21. Ninguna.
23. x = =5, 3. 25. x = 0, £1. 27. Ninguna.
29. x = 0. 31. Ninguna. 33 x = 2.
35. Discontinuidadesent = 1,2, 3, 4.
y
0.34 o—e
0.28 o—e
0.22 o—e
0.16 o—e
0.10
| | | 11 X
1 2 3 441

37. Si, no, no.

y
600 \\\
100 & & 9

5 10 15

PRINCIPIOS EN PRACTICA 9.5
1. 0 < x < 4.

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar RESP21

EJERCICIO 9.5 (pagina 433)

L (—o0,—1),(4,00).  3.[2.3]. 5. (_Z —2).

>
9. (—o0,—6],[-2, 3].

11. (—o0,—4),(0,5). 13. [0,00). 15. (-3, 0), (1,00).
17. (—o0,—3),(0,3). 19. (1,00).

21. (—o0,—5),[-2, 1), [3,00). 23. (=5, -1).

25. (—oo,—1 — V3],[-1 + V3,).

27. Entre 50y 150, inclusive. 29. 17 pulgadas por 17

7. No hay solucién.

pulgadas.
31. (o0, =7.72]. 33. (—o0,—0.5), (0.667,0).
PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 9 (pagina 436)
8 3
1. —5. 3. 2. 5. x. 7. —. 9. 0. 11. -
* 3 7

13. No existe. 15. —1. 17. % 19. —co.

21. oo 23. —oo. 25. 1. 27. —oo. 29. 8.

31. 23. 33. a. $5034.38; b. $1241.46. 35. 6.18%.
37. 201n 2.

41. Continua en todas partes; f es una funcién polinomial.
43. x = 3. 45. Ninguna. 47. x = —4, 1.

49. x = -2 51. (—o0,—6),(2,00).

53. [2,00),x = 0. 55. (—00,—5), (=1, 1).
57. (—00,—4),[~3,0],(2,00).  59. 1.00.
61. 0.  63. [2.00,00).

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 9 (pagina 438)
1. 17%.
3. Un modelo exponencial supone una tasa de pago fija.
PRINCIPIOS EN PRACTICA 10.1
dH

1. — =40 — 32¢.
dt

EJERCICIO 10.1 (pagina 450)
1. a.

Valorxde Q|3 25 22 21 2.01 2.001

Mpg 19 1525 13.24 12.61 12.0601 12.0060
b. Estimamos que m,, = 12.
3. 1. 5. 4. 7. —4. 9. 0. 11. 2x + 4.
6 1
13. 49 + 5. 15. —. 17. —F——. 19. —4.
3 44 S x? 2Vx + 2

2.0. 23 y=x+4

2.y =—3x+9. 29
ry — r

25. y = 3x — 7.

r
_dc’

dD
31. —3.000, 13.445. 33. —5.120, 0.038.
35. Para los valores x de los puntos en donde la tangente a
la grafica de f es horizontal, los valores correspondientes de
f’(x) son cero. Esto es de esperarse, ya que la pendiente
de una recta horizontal es cero y la derivada da la pen-
diente de la recta tangente.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 10.2
1. 50 — 0.6q.
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