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CAPITULO 3

Funciones y graficas

updéngase que un hombre de 90 kg bebe cuatro cervezas en rapida
S sucesion. Sabemos que su concentracion de alcohol en la sangre, CAS,
primero se eleva y después disminuye en forma paulatina a cero. Pero, ;cudl
es la mejor manera de describir qué tan rapido se eleva la CAS, en donde
alcanza su punto maximo y qué tan rdpido disminuye?
Si obtenemos las medidas de los valores de CAS para este bebedor en

particular, podemos mostrarlas en una tabla, como sigue:

Tiempo (h) 1 2 3 4 5 6

CAS (%) 0.0820 0.0668 0.0516 0.0364 0.0212  0.0060

Sin embargo, una tabla sélo puede mostrar un nimero limitado de valores y
en realidad no proporciona la imagen global.

En lugar de lo anterior, podriamos relacionar la CAS con el tiempo ¢ si
utilizamos una combinacién de ecuaciones lineales y cuadraticas (recuerde el
cap. 1):

CAS = —0.1025¢* + 0.1844¢
CAS = —0.0152¢ + 0.0972

sit =0.97,
sit > 0.97.

Sin embargo, como con la tabla, es dificil ver las ecuaciones y entender rapida-
mente lo que sucede con la CAS en el transcurso del tiempo.

Quiz4 la mejor descripcién de cambio en la CAS con el tiempo es una
grafica como la de la izquierda. Aqui, con facilidad vemos qué sucede. La
concentracion de alcohol en la sangre asciende rdpidamente, tiene un maxi-
mo de 0.083% después de aproximadamente una hora, y luego disminuye de
manera gradual durante las siguientes cinco horas y media. Observe que por
mas de tres horas la CAS de este bebedor esté por arriba de 0.05%, el punto
en el que, por lo regular, las habilidades que uno tiene para conducir algin
vehiculo empiezan a declinar. La curva variard de un bebedor a otro, pero las
mujeres por lo comtn se ven afectadas con mayor severidad que los hombres,
no solo a causa de la diferencia de peso, sino también a consecuencia del
diferente contenido de agua entre los cuerpos de ambos sexos.

La relacién entre el tiempo y el contenido de alcohol en la sangre, es un
ejemplo de una funcién. Este capitulo trata a fondo las funciones y sus graficas.
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Entender lo que
es una funcién y determinar
dominios y valores de una
funcion.

3.1 FUNCIONES

En el siglo XVII, Gottfried Wilhelm Leibniz, uno de los inventores del calculo,
introdujo el término funcién en el vocabulario matemadtico. El concepto de
funcién es uno de los mds basicos en todas las matematicas y es esencial para
el estudio del cdlculo.

En forma breve, una funcién es un tipo especial de relacién que expresa
cémo una cantidad (la salida) depende de otra cantidad (la entrada). Por ejem-
plo, cuando se invierte dinero a alguna tasa de interés, el interés [ (salida)
depende del tiempo ¢ (entrada) que el dinero esté invertido. Para expresar es-
ta dependencia, decimos que / es una “funcién de” ¢. Las relaciones funciona-
les como ésta en general se especifican mediante una férmula que muestra lo
que debe hacerse con la entrada para determinar la salida.

Para ejemplificar esto, suponga que $100 ganan un interés simple a una
tasa anual del 6%. Entonces, puede mostrarse que el interés y el tiempo estdn
relacionados por la férmula

I = 100(0.00)z, @
donde [ esta en ddlares y ¢ en afios. Por ejemplo,
sit =35, entonces I = 100(0.06)(3) = 3. Q)

Asi, la férmula (1) asigna a la entrada  la salida 3. Podemos pensar en la for-
mula (1) como la definicién de una regla: multiplicar ¢ por 100(0.06). La regla
asigna a cada nimero de entrada ¢ exactamente un nimero de salida /, el cual
se simboliza mediante la siguiente notacion de flecha:

t— 1 0 t — 100(0.06)z.

Esta regla es un ejemplo de una funcion en el siguiente sentido:

Definicion

Una funcion es una regla que asigna a cada nimero de entrada exactamente
un ndmero de salida. Al conjunto de nimeros de entrada para los cuales se

aplica la regla se le llama el dominio de la funcién. El conjunto de todos los
numeros de salida se llama el rango.

Para la funcién del interés definida por la férmula (1), el ntimero de entrada
¢t no puede ser negativo, ya que el tiempo negativo no tiene sentido. Asi, el domi-
nio consiste en todos los niimeros no negativos; esto es, todo t = 0. De (2) vemos
que cuando la entrada es 3, la salida es 3. De modo que 3 esté en el rango.

Hasta aqui hemos usado el término funcion en un sentido restringido, ya
que en general, las entradas o salidas no tienen por qué ser nimeros. Por ejem-
plo, una lista de estados y capitales asigna a cada estado su capital (exactamente
una salida), de modo que hay una funcién implicada. Sin embargo, por el mo-
mento sélo consideraremos las funciones cuyos dominios y rangos consistan
en numeros reales.

Una variable que representa a los nimeros de entrada para una funcién
se denomina variable independiente. Una variable que representa a los nime-
ros de salida se denomina variable dependiente, ya que su valor depende del
valor de la variable independiente. Decimos que la variable dependiente es una
funcion de la variable independiente. Esto es, la salida es una funcion de la en-
trada. Asf, para la férmula de interés / = 100(0.06)¢, la variable independiente
es t,la dependiente es I, e I es una funcion de ¢.

Como otro ejemplo, la ecuacion (o férmula):

y=x+2 A3)

define a y como una funcién de x. La ecuacion da la regla: “sumar 2 a x”. Esta
regla asigna a cada entrada x exactamente una salida x + 2,queesy.Six = 1,



En yz = x, x y y estdn relacionadas,
pero la relacién no es una funciéon
de x.

f(x) es un nimero de salida.

La notacién funcional es muy
utilizada en célculo.
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entonces y = 3;si x = —4,entonces y = —2.La variable independiente es x y
la dependiente y.

No todas las ecuaciones en x y y definen a y como una funcién de x. Por
ejemplo,sea y> = x.Six es 9, entonces y*> = 9, de modo que y = +£3. Por tan-
to, para la entrada 9 se asigna no uno, sino dos nimeros de salida, 3 y —3. Esto
viola la definicién de una funcién, de modo que y no es una funcién de x.

Por otra parte, algunas ecuaciones en dos variables definen a cualquiera
de las variables como una funcién de la otra variable. Por ejemplo, si y = 2x,
entonces para cada entrada x, existe exactamente una salida, 2x. Por lo que y
es funcion de x. Sin embargo, al despejar x de la ecuacion se obtiene x = y/2.
Para cada entrada y, existe exactamente una salida, y/2. En consecuencia, x es
una funcion de y.

En general, las letras f, g, h, F, G, etc., se usan para representar reglas de
funciones. Por ejemplo, la ecuacion (3), y =x + 2, define a y como una funcién
de x, en donde la regla es “sumar 2 a la entrada”. Suponga que hacemos que f
represente esta regla. Entonces decimos que f es la funcién. Para indicar que
f asigna a la entrada 1 la salida 3, escribimos f(1) = 3, que se lee “f de 1 es
igual a 3”. En forma analoga, f(—4) =—2. En términos generales, si x es cual-
quier entrada tenemos la notacion:

entrada
f(x), que se lee “f de x”, representa el nimero de salida en v
el rango de f que corresponde al nimero de entrada x en el fx)
N——
dominio. 1
salida

Asi el resultado f(x) es lo mismo que y. Pero como y = x + 2, podemos es-
cribir y = f(x) = x + 2 o simplemente

f(x)=x+ 2.

Por ejemplo, para encontrar f(3), que es la salida correspondiente a la entrada
3, reemplazamos con 3 cada x en f(x) = x + 2

f3)=3+2=5.
Del mismo modo,
f(8) =8 +2 =10,
f(=4)=—4+2=-2.

Los nimeros de salida como f(—4) se llaman valores de la funcién (o valores
funcionales). Tenga en mente que estdn en el rango de f.

g Advertencia  f(x) no significa f veces x, f(x) es la salida que corres-
ponde a la entrada x.

Con mucha frecuencia, las funciones se definen por medio de la “notacién
funcional”. Por ejemplo, la ecuacién g(x) = x* + x?, define a la funcién g que
asigna a cada niimero de entrada x el nimero de salida x* + x*

g x — x4+ X%

En otras palabras, g suma el cubo y el cuadrado de un nimero de entrada. Al-
gunos valores de la funcién son:
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La idea de reemplazo es muy impor-

tante en la determinacion de los
valores funcionales.

—*® Principios en prdctica 1
Determinacion de dominios

El 4drea de un circulo depende de la

longitud del radio del circulo.

a. Escriba una funcion a(r) para
el drea de un circulo cuando la

longitud del radio es r.
b. ;Cual es el dominio de esta

funcion, sin tomar en cuenta el

contexto?
c. (Cuadl es el dominio de esta

funcién, tomando en cuenta el

contexto?

g2) =28+ 22 =12,
g(-1) = (-1P + (-1 =1 +1=0,
gty =¢ +2,

gx +1) = (x+ 1)+ (x + 1)

Observe que g(x + 1) se encontré al reemplazar cada x en x* + x* por la en-
trada x + 1.

Cuando hagamos referencia a la funcién g definida por g(x) = x* + x2,
con toda libertad llamaremos a la ecuacidon “funcion”. Asi, hablamos de “la
funcion g(x) = x> + x*”, y de manera anéloga, “la funcién y = x + 2”.

Seamos mas especificos acerca del dominio de una funcién. A menos que
se establezca otra cosa, el dominio consiste en todos los nimeros reales para
los cuales la regla de la funcién tenga sentido, esto es, la regla proporciona va-
lores funcionales que sean nimeros reales.

Por ejemplo, suponga

Aqui cualquier ndmero real puede usarse para x, excepto 6, ya que el denomina-
dor es cero cuando x es 6. Por tanto, el dominio de / se entendera que es todos
los ndmeros reales excepto 6.

EJEMPLO 1 Determinacion de dominios

Encontrar el dominio de cada funcion.

X
a f(x) = —5———.
P —x—2

Solucion: no podemos dividir entre cero, asi que debemos encontrar to-
dos los valores de x que hacen que el denominador sea cero. Estos no pue-
den ser nimeros de entrada. Entonces igualamos el denominador a cero y
resolvemos para x.

X—x—2=0 (ecuacién cuadratica),
(x —2)(x+1)=0 (factorizando),
x =2,—1.

Por consiguiente, el dominio de f son todos los nimeros reales excepto
2y—1.

b. g(t) = V2t — 1.

Solucion: V2t — 1 esunnumero real si2¢ — 1 es mayor o igual a cero.
Si 2t — 1 es negativo, entonces V2t — 1 no es un ndmero real (es un nii-
mero imaginario). Ya que los valores de la funciéon deben ser ntimeros rea-
les, debemos suponer que:

2t —1=0,
2t =1 (sumando 1 a ambos miembros),
1
t= > (dividiendo ambos miembros entre 2).

Por tanto, el dominio es el intervalo [}, co).



—® Principios en prdctica 2

Determinacion del dominio y
de los valores funcionales

El tiempo que toma recorrer una
distancia dada depende de la rapi-
dez a la cual se haga el recorrido.

a.

Escriba una funcién ¢(r) para
el tiempo que toma, si la dis-
tancia es 300 millas y la rapidez
esr.

(Cuadl es el dominio de esta
funcion, sin tomar en cuenta el
contexto?

(Cuadl es el dominio de esta
funcién en el contexto dado?

X X
Det i t = .
etermine #(x), <2>,y (4)

(,Qué le sucede al tiempo, si la
rapidez se reduce (divide) por
una constante c¢? Describa esta
situacion utilizando una
ecuacion.

El cociente de diferencia de una fun-

cién es un importante concepto
matematico.
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EJEMPLO 2 Determinacion del dominio y de los valores funcionales

Sea g(x) = 3x*> —x + 5. Cualquier nimero real puede utilizarse como x, de mo-
do que el dominio de g son todos los nimeros reales.

a. Encontrar g(z).

Solucion: al reemplazar cada x por z en g(x) = 3x* — x + 5se obtiene
g(z) =3z —z+5=3%2—z+5.

b. Encontrar g(r?).

Solucion: al reemplazar cada x por r*> en g(x) = 3x> — x + 5se obtiene
gr) =3rY —r+5=3r"-—r+5:
c. Encontrar g(x + h).
Solucion:

gx+h) =3(x+h?—(x+h)+5
=3(x>+2hx+H)—x—h+5
=3x>+ 6hx + 30 — x — h + 5.

Q Advertencia No confunda la notacién. En el ejemplo 2(c), encontramos
g(x + h) al reemplazar cada x en g(x) = 3x> — x + 5 por la entrada
x + h.No escriba la funcién y luego sume /. Esto es, g(x + h) # g(x) + h

glx +h) #3x*—x+5+h

Tampoco utilice la ley distributiva en g(x + &), esto no representa una multi-
plicacion. Esto es,

g(x + h) # g(x) + g(h).

EJEMPLO 3 Determinacion de un cociente de diferencia

fx+h) = f(x)
P .
fx+h) = f(x)
h
ferencia. Aqui el numerador es una diferencia de valores funcionales. Tenemos

Si f(x) = x*, determinar

se conoce como un cociente de di-

Solucion: la expresion

fx+h)—f(x)  (x+h?—x
h - h
X2+ 2hx + R —x* 2hx + W
B h h
h(2x + h)
=T=2x+h.

IE— |

En algunos casos, el dominio de una funcién estd restringido por razones
fisicas o econdmicas. Por ejemplo, en la funcidn de interés vista anteriormente,
I = 100(0.06)t tiene ¢t = 0, ya que ¢ representa el tiempo. El ejemplo 4 da otra
ilustracion.
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—® Principios en prdctica 3
Funcion de demanda

Supodngase que la funcion de de-
manda semanal para pizzas gran-
des en una pizzeria es

4q

p = 26 — %

a. Siel precio actual es $18.50
por pizza, jcudntas pizzas se
venden por semana?

b. Sise venden 200 pizzas cada
semana, ;cudl es el precio ac-
tual?

c. Siel propietario quiere dupli-
car el nimero de pizzas gran-
des vendidas por semana (a
400), ;cual debe ser su precio?

PROGRAMACION DE OFERTA

p q
Precio por Cantidad
unidad ofrecida
en dolares por semana
500 11
600 14
700 17
800 20

(T
FIGURA 3.2 Programa-

cion de oferta y funciones
de oferta.

[ e —— ..
EJEMPLO 4 Funcion de demanda

Suponga que la ecuacién p = 100/q describe la relacién entre el precio por
unidad p de cierto producto, y el nimero de unidades g del producto que los
consumidores compraran (demanda) por semana a ese precio. Esta ecua-
cion se llama ecuacion de demanda para el producto. Si g es un nimero de
entrada, entonces para cada valor de g se asigna exactamente un nimero
de salida p:

100 _
g
Por ejemplo,
100
20 > —— =5;
20 7

esto es, cuando g es 20, entonces p es 5. Asi, el precio p es una funcién de la
cantidad demandada, g. Esta funcién se llama funcion de demanda. La varia-
ble independiente es g, y p es la variable dependiente. Ya que g no puede ser
cero (la divisién entre cero no estd definida) y no puede ser negativa (g repre-
senta una cantidad), el dominio son todos los valores de g tales que ¢ > 0.
I—— |

Hemos visto que una funcién es en esencia una correspondencia por la
que a cada nimero de entrada en el dominio, se asigna un nimero de salida en
el rango. Para la correspondencia dada por f(x) = x% algunos ejemplos de
asignaciones se muestran por medio de flechas en la figura 3.1. El ejemplo si-
guiente muestra una correspondencia funcional que no estd dada por medio
de una férmula algebraica.

f

Dominio

FIGURA 3.1 Correspondencia funcional para

f(x) = x~

. —
EJEMPLO 5 Programa de oferta

La tabla de la figura 3.2 es un programa de oferta. Da una correspondencia en-
tre el precio p de cierto producto y la cantidad g que los fabricantes proporcio-
nan por semana a ese precio. A cada precio le corresponde exactamente una
cantidad y viceversa.

Si p es la variable independiente, entonces g es una funcién de p, digamos

q=f(p).y

£(500) = 11,  f(600) = 14, f(700) =17, y  f(800) = 20.

Observe que cuando el precio por unidad se incrementa, los fabricantes estan
dispuestos a surtir mds unidades por semana.
Por otra parte, si g es la variable independiente, entonces p es una funcién

de g, digamos p = g(q),y
g(11) = 500, g(14) = 600,

Hablamos de f y g como funciones de oferta.

g(17) =700, 'y  g(20) = 800.
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k) |
7 5.6Z27
- BEL. 3
r& 1EF007

n=1a

FIGURA 3.3 Tabla de valores

funcionales de

Flo) =172 — 13x3 + 7.

Los valores de una funcidn se calculan facilmente con
una calculadora grafica. Por ejemplo, suponga que:

V0 gy T iia b

y que deseamos encontrar f(0.7), f(—2.31) y f(10).
Con una calculadora TI-83, primero introducimos la
funciéon como Y;:

Y, = 17X"4 — 13X73 + 7.

Después presionamos la tecla TABLE y de manera su-
cesiva introducimos los valores para x .7, —2.31 y 10.
Los resultados se muestran en la figura 3.3. Hacemos
notar que existen otros métodos para determinar los
valores funcionales por medio de la TI-83.

g Ejercicio 3.1

En los problemas del 1 al 12 obtenga el dominio de cada funcion.

1. f(x) = §

X

5. F(t) = 4> — 6.

10. f(x) =

X+ 6x+5

3. h(x) = Vx —3. 4. H(z) = !

V7
9x — 9
7. f(x) = P 8. g(x) = Viéx + 3.
4 — 2 2
11. & =— 12. G = .
() =5 7=y (N =57

En los problemas del 13 al 24 determine los valores de la funcién para cada una de las funciones.

13. f(x) =2x +1; f(0), f(3), F(—4).
15. G(x) =2 — x% G(—8),G(u), G(u?).

17. g(u) =’ + u; g(—2), g(2v), g(—x%).

19. f(x) = x>+ 2x + 1; f(1), f(—1), f(x + h).

x—4

21. g(x) = Y

g(5), g(3x), g(x + h).

23. f(x) = x5 f(0), f(64), f(

En los problemas del 25 al 32 determine (a) f(x + h)y (b)

25. f(x) = 4x — 5.

29. f(x) =2 — 4x — 3x%

26. f(x)

30. f(x) = x°.

@+ n — @)

33. Si f(x) = 9x + 7, determine

flx+h) — fx)

4. H(s) = 5% — 3; H(4), H(V2), HQ3).

16. f(x) = Tx; f(s), f(t + 1), f(x + 3).
1 1
W; h(16),h<z>,h(1 — x).

20. H(x) = (x +4)% H(0),H(2),H(t — 4).

18. h(v) =

22. H(x) = V4 + x; H(—4), H(—3), H(x + 1) — H(x).

24. g(x) = x¥% g(32), g(—64), g(1"").

s simplifique sus respuestas.

27. f(x) = x* + 2x. 28. f(x) =2x*> —3x — 5.
3L f(x) = % 32, f(x) =~ I 8

f(x) — f(4)
T

34. Sif(x) = x> — x, determine

En los problemas del 35 al 38, jes y una funcion de x? ;Es x una funcion de y?

35. 9y —3x — 4 = 0.

39. La férmula para el drea de un circulo de radio r es
A = @r?. (Es el 4rea una funcién del radio?

36. x>+ y=0.

37,y = 7x% 38. >+ y’=1.

40. Suponga que f(b) = ab® + a°b. (a) Determine f(a).
(b) Determine f(ab).
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41. Valor de un negocio Un negocio con un capital origi-
nal de $20,000 tiene ingresos y gastos semanales de
$4000 y $3200, respectivamente. Si todas las utilidades
se conservan en el negocio, exprese el valor V del nego-
cio al final de f semanas como una funcién de ¢.

42. Depreciacién Siuna méquina de $30,000 se deprecia
en un 2% de su valor original cada afno, determine una
funcién f que exprese el valor, V, de la mdquina des-
pués que han transcurrido ¢ afios.

43. Funcion de utilidad Cuando se venden g unidades
de cierto producto (g es no negativa), la utilidad P esta
dada por la ecuacion P = 1.25¢q. ;Es P una funcion
de q? ;Cuadl es la variable dependiente y cudl la inde-
pendiente?

44. Funciéon de demanda Supoéngase que la funcion de
demanda anual para que un actor particular estelarice

1,200,000

una peliculaes p = ,en donde g es el nimero

de peliculas que €l estelariza durante el afio. Si el actor
actualmente cobra $600,000 por pelicula, ;cudntas pelicu-
las estelariza cada afio? Si quiere estelarizar cuatro
peliculas por afio, jcudnto cobrara por esto?

45. Funcion de oferta Supodngase que la funcién de oferta
semanal por una libra de su café casero en un local

de venta de café es p = %, en donde ¢ es el nimero de

libras de café que se ofrecen por semana. ; Cudntas libras
de café a la semana deben ofrecerse si el precio es de
$8.00 por libra? ;Cudntas libras de café a la semana
deben ofrecerse si el precio es de $20.00 por libra?
({Coémo cambia la cantidad ofrecida conforme el precio
se incrementa?

46. Altas del hospital Una compaiiia de seguros examind
el registro de un grupo de individuos hospitalizados
por una enfermedad en particular. Se encontré que la
proporcién total de quienes habian sido dados de alta
al final de ¢ dias de hospitalizacién estd dada por

foy=1- <30:(5)03- z)s'

Evalte (a) f(0), (b) £(100) y (c) £(300). (d) ;Al final de
cuéntos dias se habra dado de alta al 99.9% (0.999)
del grupo?

47. Psicologia Se llevé a cabo un experimento para anali-
zar la respuesta humana a descargas eléctricas.' Los su-
jetos recibieron una descarga de cierta intensidad. Se
les pidi6 asignar una magnitud de 10 a esta descarga en
particular, llamada estimulo estdndar. Después se les
aplicaron otras descargas (estimulos) de varias intensi-
dades. Para cada una de éstas la respuesta R era un nu-
mero que indicaba la magnitud percibida de la descarga
en relacion con aquélla del estimulo estandar. Se en-
contré que R era una funcién de la intensidad / de la
descarga (I en microamperes) y se estimé por

14/3
R=f)=—=
) = 5500
Evalte (a) £(1000) y (b) £(2000). (c) Suponga que I,y
21, estan en el dominio de f. Exprese f(21) en térmi-
nos de f(I,). ;Qué efecto sobre la respuesta tiene el du-
plicar la intensidad?

500 = I = 3500.

48. Psicologia En un experimento de aprendizaje por
asociacion de parejas,” la probabilidad de una respuesta
correcta como funcién del nimero n de intentos tiene
la forma

1

P(n) =1 >

(1 - C)n_l7 n= 17
donde el valor estimado de ¢ es 0.344. Usando este
valor de ¢, determine P(1) y P(2).

49. Programa de oferta La tabla siguiente se conoce co-
mo un programa de oferta. Dicha tabla proporciona una
correspondencia entre el precio p de un producto y la
cantidad g que los consumidores demandarén (esto es,
comprardn) a ese precio. (a) Si p = f(q), liste los ntime-
ros en el dominio de f. Determine f(2900) y f(3000).
(b) Si g = g(p), liste los nimeros en el dominio de g.
Determine g(10) y g(17).

Precio por unidad,  Cantidad demandada
P por semana, g
$10 3000
12 2900
17 2300
20 2000

En los problemas del 50 al 53 utilice su calculadora para determinar los valores funcionales indicados para la funcion dada. Redon-

dee las respuestas a dos decimales.

=50 f(x) = 2.03x° — 527x> — 13.71; (a) f(1.73),
(b) £(=5.78), (c) F(V2).

=52, f(x) = (20 — 3x)(2.25x> — 7.1x — 16)%;
(a) £(0.1). (b) f(=0.01), (c) £(16).
'Adaptado de H. Babkoff, “Magnitude Estimation of Short Elec-

trocutaneous Pulses”, Psychological Research, 39, num. 1 (1976),
39-49.

- 147> — 3.95x — 15.76
51, =
f(x) 243 — 13

(b) F(=17/4), (¢) f ().

; () f(4),

583, f(x) = \/ V2xt 4 47.62(x 1) 503,

9.07
(b) f(=146), (c) f(0).

’D. Laming, Mathematical Psychology (Nueva York: Academic
Press, 1983).



Introducir los con-
ceptos de funcién constante,
funcién polinomial, funcién
racional, funcién definida por
partes, funcién valor absoluto
y notacion factorial.

—® Principios en prdctica 1
Funcion constante

Supdngase que las primas mensua-
les del seguro de salud para un
individuo son de $125.00.

a. Escriba las primas mensuales
del seguro de salud como una
funcién del nimero de visitas
que el individuo hace al doctor.

b. (Cémo cambian las primas
del seguro de salud conforme
aumenta el nimero de visitas
al doctor?

c. (Qué clase de funcién es ésta?

Cada término en una funcién poli-
nomial es una constante o bien una
constante por una potencia entera

positiva de x.

—*= Principios en prdctica 2

Funciones polinomiales

La funcién d(t) = 3t* representa

la distancia en metros que un auto-

movil viajara en ¢ segundos, cuan-

do tiene una aceleracion constante

de 6 m/s?.

a. (Qué clase de funcion es ésta?

b. (De qué grado es?

c. ¢Cuadl es su coeficiente princi-
pal?
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3.2 FUNCIONES ESPECIALES

En esta seccidn veremos funciones que tienen formas y representaciones espe-
ciales. Empezamos con el que tal vez sea el tipo mas sencillo de funcién que
existe: una funcién constante.

| [ PP
EJEMPLO 1 Funcion constante

Sea h(x) = 2. El dominio de 4 son todos los nimeros reales. Todos los valores
funcionales son 2. Por ejemplo,

h(10) = 2, h(—387) = 2, h(x +3) = 2.

Llamamos a & una funcion constante ya que todos los valores de la funcién son
iguales. En forma mads general, tenemos esta definicion:

Una funcion de la forma 4(x) = ¢, en donde ¢ es una constante, se llama
funcién constante.

I —

Una funcién constante pertenece a una clase mds amplia de funciones lla-
madas funciones polinomiales. En general, una funcién de la forma

f(x) = cx" + ¢, x" V4 + ox + c,

en donde n es un entero no negativo y c,, ¢,—y, ..., Co SOn constantes con
¢, # 0se llama funcién polinomial (en x). El nimero » se llama el grado del
polinomio, y ¢, es el coeficiente principal. Asi,

f(x) =3x>—8x+9

es una funcién polinomial de grado 2 con coeficiente principal 3. Del mismo
modo, g(x) =4 —2x tiene grado 1y coeficiente principal —2. Las funciones po-
linomiales de grado 1 o 2 son llamadas funciones lineales o cuadraticas, res-
pectivamente. De aqui que, g(x) =4 — 2x es lineal y f(x) = 3x> —8x + 9 es
cuadrética. Observe que una funcidn constante distinta de cero, tal como f(x)
=5 [la cual puede escribirse como f(x) = 5x"], es una funcién polinomial de
grado cero. La funcién constante f(x) = 0 también se considera una funcién
polinomial, pero no tiene asignado algin grado. El dominio de cualquier fun-
cién polinomial son todos los nimeros reales.

| . . .
EJEMPLO 2 Funciones polinomiales

a. f(x) = x> — 6x* + 7 es una funcién polinomial de grado 3 con coefi-
ciente principal 1.

2x S . L2
b. g(x) = — esuna funcion lineal con coeficiente principal 3

2
c f(x) = 3 /1o es una funcién polinomial. Puesto que f(x) =2x °y el ex-

P 0 -

nente para x no es un entero no negativo, esta funcién no tiene la forma
propia de las polinomiales. En forma similar, g(x) = VX no es funcién
polinomial porque g(x) = x/2
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Una funcion que es un cociente de funciones polinomiales se llama funcién
racional.

[ e —— . .
EJEMPLO 3 Funciones racionales

2

X 6x

a f(x) =———F—
f(. ) x + 5 . . . . .

minador son funciones polinomiales. Observe que esta funcién racional

es una funcién racional, ya que el numerador y el deno-

no estd definida para x = —5.
. . 2x +3
b. g(x) = 2x + 3 es una funcién racional, ya que 2x + 3 = 1 De
Toda funcién polinomial es una fun- hecho, toda funcién polinomial también es una funcién racional.
cion racional. "

Algunas veces es necesaria mas de una expresion para definir una fun-
cién, como lo muestra el ejemplo 4.

N cormpin 2

—u Pn'ncipios en prﬁctica 3 EJEMPLO 4 Funcién Compuesta
Funcion compuesta Sea
Para reducir el inventario, una . _
tienda departamental cobra tres Losizl=s <1,
precios. Si compra de cero a cinco F(s) = 0, sil=s=2,
pares de medias, el precio es de s—3 si2<s=S8.

$3.50 por par. Si compra de 6 a 10

pares de medias, el precio es $3.00 )

por par. Si compra mas de 10 pa-  Esta se llama funcién compuesta, ya que su regla estd dada por mas de una ex-
res, el precio es de $2.75 por par.  presién. Aqui s es la variable independiente, y el dominio F es toda s tal que

Escriba una funcién definida por 1 — ¢ < g FJ valor de s determina cudl expresién usar.
partes para representar el costo

de compra de n pares de medias.

Determinar F(0): como—1 =0 < 1, tenemos F(0) = 1.
Determinar F(2): como 1 =2 =2, tenemos F(2) = 0.
Determinar F(7): como?2 < 7 = 8, sustituimos 7 por lasens — 3.

F(7)=7-3=4

Flokl Flokz Flobz Para ilustrar como introducir una funcién definida por
;§ 1_‘,- ?%f E E‘é QE{EES_ E% partes en una calculadora TI-83, la figura 3.4 muestra
5 | - la secuencia de pasos que introducen la funcién
wWe=
\33: 2x, six <0,

LS —
*-..'-,-';= flx) = e e ST == )

Al S 1A= ()3
FIGURA 3.4 Introduccién de
una funcién definida por partes.




La funcién valor absoluto puede
considerarse una funcion definida
por partes.

—® Principios en prdctica 4
Factoriales

Siete libros diferentes se colocardn
en una repisa. ;De cudntas formas
pueden acomodarse? Represente
la pregunta como un problema de
factoriales y dé la solucidn.

Los factoriales aparecen con fre-

cuencia en la teoria de probabilidad.
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[ pr— ..
EJEMPLO 5 Funcion valor absoluto

La funcién f(x) = |x| es la funcion valor absoluto. Recuerde que el valor ab-
soluto o magnitud, de un nimero real x se denota por | x|y se define por

. x, six = 0,
| x| = —x, six < 0.

Por eso el dominio de fson todos los nimeros reales. Algunos valores funcio-
nales son

£(16) = [16)
F=H =t
(0

16,
) =

W8
Il

(NI
NS

o
—~~

~

0] = 0.

I— |

En los ejemplos siguientes hacemos uso de la notacién factorial.

El simbolo 7!, r es un entero positivo, se lee “r factorial”. Representa el
producto de los primeros r enteros positivos:
rl=1:2:3-r.

Definimos 0! como 1.

[ e e— .
EJEMPLO 6 Factoriales

a.5!=1-2-3-4-5=120.
b. 31(6 — 5)! =31-11 = (3-2-1)(1) = (6)(1) = 6.
4 _1-2-3-4 24 _

C. a = 1 1 24.

[ p—— ..
EJEMPLO 7 Genética

Suponga que dos conejillos de Indias negros se reproducen y tienen cinco des-
cendientes. Bajo ciertas condiciones puede mostrarse que la probabilidad P de
que exactamente r de los descendientes sean de color café y los otros negros, es
una funcién de r, digamos P = P(r), donde

P(r) = 24 r=012 ..,5

La letra P en P = P(r) se utiliza en dos formas. En el lado derecho P representa
la regla de la funcion. En el izquierdo representa la variable dependiente. El
dominio de P son todos los enteros desde 0 hasta 5, inclusive. Determinar la
probabilidad de que exactamente tres conejillos de Indias sean de color café.

Solucion: queremos encontrar P(3). Tenemos

SIGG) _ 12000 (e) _ 45
312! 6(2) 512°

P(3) =
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En los problemas del 1 al 4 determine si la funcion dada es una funcion polinomial.

1 f(x) =x*—x*+ 4. 2.

2
f) =53

3

En los problemas del 5 al 8 determine si la funcion dada es una funcion racional.

5.

En los problemas del 9 al 12 determine el dominio de cada funcion.

9. H(z) = 16.

x4+ x 3
: 6. = :
+ 4 f&) =01

fx) =

10. £(t) =

En los problemas del 13 al 16 establezca (a) el grado y (b) el coeficiente principal de la funcién polinomial dada.

13. F(x) = 7x* — 2x* + 6.

14. f(x) = 5x.

En los problemas del 17 al 22 determine los valores funcionales para cada funcion.

17.

19.

21.

En los problemas del 23 al 28 determine el valor de cada expresion.
23,

26.

29.

30.

31.

32.

Flx) =8 fQ2),f(t + 8). f(=V17).
1, sit >0
0, sit = 0;

—1, sit <0

F(10), F(—\/3), F(0), F(— ).

F(t) =

X, six =3
Glx) = {z — X six <3
G(8), G(3), G(—1), G(1).

3. g(x) = e 4, g(x) =372
o 1 six < 5, _ —4
7. g(x) = {4 Gip=s 8. g(x) = 4x
S5x, six > 1, _ ] 4, six =3,
1. f(x) = { 4 six=1 FSW= {xz, sil = x < 3.
15. f(x) =2 —3x* 4+ 2x. 16. f(x) =09.
18. g(x) = |x — 3] g(10),8(3),8(-3).
4, six =0
2. flx) = {3, six < O
3r —1,sir>2
22. = : :
h(r) {r2 — 4+ 7, sir <2

h(3), h(=3), h(2).

6!. 24. 0. 25. (4 —2).
5! 8!
51- 3L 27. —. 28, ———.
41 S8 = 5)!
Viaje en tren  Un boleto de viaje redondo en tren a la 33. Ventas Para alentar la venta en grupos grandes, un

ciudad cuesta $4.50. Escriba el costo de un boleto de
viaje redondo como funcidon del ingreso del pasajero.
(Qué clase de funcidn es ésta?

Geometria Un prisma rectangular tiene un largo tres
veces mayor que su ancho, y altura una unidad menor
que el doble del ancho. Escriba el volumen del prisma
rectangular como una funcién del ancho. ;Qué clase de
funcién es ésta?

Funcion de costo  En la fabricacion de un componente
para una maquina, el costo inicial de un troquel es de
$850 y todos los otros costos adicionales son de $3 por
unidad producida. (a) Exprese el costo total C (en déla-
res) como una funcién lineal del nimero g de unidades
producidas. (b) ;Cuantas unidades se producen si el
costo total es de $1600?

Inversion Si un capital de P délares se invierte a una

tasa de interés simple anual r durante ¢ afios, exprese la
cantidad total acumulada del capital y del interés como
una funcién de ¢. ;Su resultado es una funcién lineal de ¢?

34.

35.

teatro cobra dos precios. Si su grupo es menor de 10, ca-
da boleto cuesta $8.50. Si su grupo es de 10 o més, cada
boleto cuesta $8.00. Escriba una funcién definida por
partes para representar el costo de comprar n boletos.

Factoriales En un parque de diversiones, un grupo
de amigos quiere viajar en los troncos en todos los 6r-
denes posibles. ; Cudntos viajes tiene que hacer un gru-
po de tres? ;Cudntos un grupo de cuatro? ;Un grupo
de cinco?

Genética Bajo ciertas condiciones, si dos padres con
ojos de color café tienen exactamente tres hijos, la pro-
babilidad P de que tengan exactamente r hijos con ojos
azules estd dada por la funciéon P = P(r), donde

r=20,1,2,3.

Determine la probabilidad de que exactamente dos de
los hijos tengan los ojos azules.
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36. Genética En el ejemplo 7 determine la probabilidad 1 11 .
de que los cinco descendientes tengan ojos de color café. QT + 4 130 =7 = 36,

37. Crecimiento de bacterias En un cultivo estdn desarro- L= = 4 175 .
llandose bacterias. El tiempo ¢ (en horas) para que el gT T4 S136 < T =39,
nimero de bacterias se duplique (tiempo de genera-
cién), es una funcién de la temperatura 7 (en °C) del (a) determine el dominio de f, y (b) encuentre f(30),
cultivo. Si esta funcién esta dada por® f(36) y £(39).

En los problemas del 38 al 41 utilice su calculadora para encontrar los valores funcionales indicados para la funcién dada. Re-
dondee las respuestas a dos decimales.

- _ [0.08x° — 47.98, si x = 7.98 ' 4715 + 304, six >0
138 f(x) = {0.67x6 — 37.41, si x < 7.98; 3. f(x) = { 9.4x3 — x, six = 0
(a) £(7.98), (b) f(2.26),(c) f(9). (@) f(5.5), (b) f(—3.6),(c) f(6/7).
407x — 23 six <—8 x/(x +3), six<-5
=40, f(x) = 19.12, si —8=x <—2; 4L f(x) =Sx(x —4)?% si 5=x<0;
X2 —4x7% six=—2 V21x + 3, six=0
(@) f(—5.8),(b) f(—14.9),(c) f(7.6) (a) F(—V/30), (b) £(46), (c) F(—2/3).

Combinar funciones 3+3 _ COMBINACION DE FUNCIONES

por medio de suma, resta, multi-  Existen diferentes formas de combinar dos funciones para crear una nueva
plicacion, divisién y composicion.  funcién. Suponga que fy g son las funciones dadas por

fry=x 'y glx) =3x

Sumando f(x)y g(x) se obtiene

f(x) + g(x) = x* + 3x.

Esta operacion define una nueva funcion llamada suma de f'y g, que se deno-
ta por f + g. Su valor funcional en x es f(x) + g(x). Esto es,

(f + &) (x) = f(x) + g(x) = x* + 3x.
Por ejemplo,

(f +8)(2) = 2* + 3(2) = 10.

En general, para cualesquiera funciones f'y g, definimos la suma f + g, la

diferencia f — g, el producto fg y el cociente gcomo sigue:*

(f + g)(x) = f(x) + g(x),
(f —8)(x) = f(x) — g(x),
(fe)(x) = f(x) - g(x),
Fo = f(x)
g( ) g(x)

3Adaptado de F. K. E. Imrie y A: J. Vlitos, “Production of Fungal Protein from Carob”, en Single-
Cell Protein I, ed. S. R. Tannenbaum y D. I. C. Wang (Cambridge, MA.: MIT Press, 1975).

“En cada una de las cuatro combinaciones, se supone que x se encuentra en los dominios tanto de
fcomo de g. En el cociente tampoco se permite cualquier valor de x para el cual g(x) sea cero.
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(f +8)(x) = f(x) + gx) = x* + 3x,
(f = 8)(x) = f(x) = g(x) = x* = 3x,
(f&)(x) = f(x) - g(x) = x*(3x) = 3x°,
X 2
f;(x) = {;Ex; = ;Lx = 3 parax # 0.
" EJEMPLO 1 Combinacién de funciones
Sif(x) =3x — 1yg(x) = x* + 3x, encontrar
a. (f + g)(x), b. (f — g)(x),
f
e (fg)(x), d. ().
Solucion:
a (f+g)(x)=f(x) +g(x) = CBx — 1)+ (x* +3x) = x> + 6x — 1.
b (f = )(x) = f(x) = gx) = (v = 1) = (& + 3x) = ~1 =
c. (fe)(x) = f(x)g(x) = (3x — 1)(x* + 3x) = 3x* + 8x* — 3x.
d[(x):f(x) 3x — 1
8 glx) x4 3x
Composicion

También podemos combinar dos funciones aplicando primero una funcién a
un numero y después la otra funcion al resultado. Por ejemplo, suponga que
g(x) = 3x, f(x) = x’y x = 2.Entonces g(2) = 3(2) = 6. Asi, g envia la en-
trada 2 a la salida 6:

§
2 > 6.
Después, hacemos que la salida 6 se convierta en la entrada para f:
f(6) = 6* = 36.

De modo que fenvia 6 al 36:

6i>36.

Aplicando primero gy después f, enviamos el 2 al 36:

!
2 5 6L 36

De manera maés general, reemplacemos el 2 por x, donde x estd en el dominio
de g (véase la fig. 3.5). Aplicando g a x, obtenemos el nimero g(x), que debe-
mos suponer estd en el dominio de f. Aplicando f a g(x), obtenemos f(g(x)),
se lee “fde g de x”, que estd en el rango de f. Esta operacion de aplicar gy
después aplicar fal resultado define una funcién llamada “composicién” (o fun-
cién compuesta), la cual se denota por f o g. Esta funcién asigna al niimero de
entrada x el nimero de salida f(g(x)). [Véase la flecha inferior en la fig. 3.5.]
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Composicion

Un CD cuesta x ddlares por ma-
yoreo. El precio que el almacén
paga, esta dado por la funcién
s(x) = x + 3.El precio que el
cliente paga es c¢(x) = 2x,en
donde x es el precio que el alma-
cén paga. Escriba una funcion
compuesta para determinar el
precio del cliente como una fun-
cién del precio de mayoreo.
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De esta manera (f © g)(x) = f(g(x)). Es vdlido pensar que f(g(x)) es una
funcién de una funcién.

Dominio de f ¢ Rango de f

Dominio
de g

fog

FIGURA 3.5 Composicién de fcon g.
Definicion
Si fy g son funciones, la composicion de f con g es la funcién f o g definida por

(feg)x) = f(g(x)),

donde el dominio de f ° g es el conjunto de todas las x en el dominio de g, ta-
les que g(x) estd en el dominio de f.

Para f(x) = x>y g(x) = 3x, podemos obtener una forma sencilla para
feg
(f > 8)(x) = f(g(x)) = f(3x) = (3x)* = 9x™.

Por ejemplo, (f ° g)(2) = 9(2)*> = 36, como vimos anteriormente.

EJEMPLO 2 Composicion
Sean f(x) = \/;y g(x) = x + 1. Encontrar

a. (fog)(x), b. (g°f)(x).
Solucion:

a. (fog)(x)es f(g(x)).Ahora gsuma 1 a x,y fsaca la raiz cuadrada del re-
sultado. Asi que,

(feg)(x) =f(g(x)) =flx +1) = Vx + 1L

El dominio de g son todos los nimeros reales x y el de ftodos los ndmeros
reales no negativos. De aqui que el dominio de la composicion sea todas
las x para las que g(x) = x + 1 sea no negativa. Esto es, el dominio son
todas las x = —1, 0 en forma equivalente, el intervalo [—1, o).

b. (g° f)(x)esg(f(x)).Ahora ftoma la raiz cuadrada de x y g suma 1 al re-
sultado. De esta manera g suma 1 a la Vx y tenemos

(g°F)(x) = g(f(x)) = g(Vx) = Vx + 1.
El dominio de f'son todas las x = 0y el dominio de g son todos los reales.

Por lo que el dominio de la composicién son todas las x = 0, para las cua-
les f(x) = \V/x es real, es decir, toda x = 0.

A Advertencia Por lo general, f e g # g ° f.En el ejemplo 2,

(feg)lx) = Vx+1,
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pero tenemos
(gof)(x) = Vx + L

Tampoco confunda f(g(x)) con (fg)(x), esta ultima es el producto f(x)g(x).

Aqui
flg(x) = Vx +1,
pero
F(x)g(x) = Vax(x + 1).
R

EJEMPLO 3 Composicion
Si F(p) = p* + 4p — 3y G(p) = 2p + 1, determinar

a. F(G(p)), b. G(F(1)).
Solucion:
a. F(G(p)) =FQ2p+1)=Q2p+ 1> +402p +1)-3
=4p* + 12p + 2.

b. G(F1) =G(1*+4-1—-3)=G2)=2-2+1=5.

En célculo, a veces es necesario pensar en una funcidn en particular como
una composicién de dos funciones mas sencillas, como se muestra en el si-
guiente ejemplo.

—= Principios en prdctica 2 EJEMPLO 4 Como expresar una funcion como una composicion
Como expresar una funcion

S Expresar h(x) = (2x — 1) como una composicion.
como una composicién

Supdngase que el drea de un Solucion:
jardin cuadrado o Observamos que /(x) se obtiene al encontrar 2x — 1y elevar al cubo el resul-
g(x) = (x + 3)" Exprese g tado. Suponga que hacemos g(x) = 2x — 1y f(x) = x°. Entonces

como una composicion de dos
funciones, y explique qué repre-

senta cada funcion. h(x) = (2x - 1)3 = [g(x)]3 = f(g(x)) = (fo g)(x)»

que da 4 como una composicién de dos funciones.

Flokl Flokz Flobz Dos funciones pueden combinarse usando una calcu-
;‘ﬁ 12 E%’é"‘ 1 ladora grafica. Considere las funciones
NPT Jleelinals s BVl iR e
:3 E: que introducimos como Y; y Y5, segiin se muestra en la
Wa= figura3.6.Lasumade fygestidadapor Y; = Y, + Y,
y la composicion de f o g por Yy = Y,(Y,). Por ejem-
FIGURA 3.6 Y,y Y,son plo, f(g(3)) se obtiene evaluando Y, en 3.

combinaciones de Y; y Y,.
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1. Sif(x) = x + 3yg(x) = x + 5,encuentre lo siguiente. 2. Sif(x) = 2xyg(x) = 6 + x,encuentre lo siguiente.

a (f+g)x). b.(f+g)0). e(f—glx) a (f+g)(x). b (f=g)x) e (f— g4
f f f
d. (fg)(x). e(fg)(=2). g(X)- d. (fg)(x). §( )- f. E(Z)-
g (feg)x).  h(feg)B3). i (gef)(x) g (fog)x).  h(gef)(x). i (g°f)Q2)
3. Sif(x) = x*yg(x) = x* + x,encuentre lo siguiente. 4. Sif(x) = x* — 1yg(x) = 4,encuentre lo siguiente.
a (f +g)(x). b(f —g)). e(f— g2 a (f +g)x). b (f+8)0@) e (f—g)
f foa f
d. (fg)(x). e (x). £ (—2) d. (fg)(x). e (fg)(4). £ (x).
g 8 §
g (fog)(x).  h(gef)(x). i (g°f)(=3). g (fog)(x).  h (fog)(100). i (ge°f)(x).
4 -2
5. Sif(x) =3x* + 6yg(x) = 4 — 2x, encuentre f(g(2)) 6. Sif(p) = ;y g(p) = P 3 ,encuentre (f ° g)(p)
y 8(f(2)). y(g°f)(p)
T.SiF()=F2+7+1yG(r) = % 8. Si F(s) = VsyG(t) = 3% + 4 + 2, encuentre
encuentre (F o G)(t)y (G o F)(¢). (F o G)(z) y (G ° F)(1).
9. Si f(w) = ﬁy g(v) = Vv + 2,encuentre 10. Si f(x) = x* + 3,encuentre (f ° f)(x).
w
(feog)()y(g°f)(w).
En los problemas del 11 al 16 determine las funciones f'y g tales que h(x) = f(g(x)).
11 A(x) = (4x — 3)°. 12. h(x) = Vx° — 2. 13. h(x) 5 ! 5
¥ —
14. h(x) = (9% — 5x)° — (9% — 5x2 + 11 15. h(x) = J> 16. h(x)= 1
' (x +1)2+2
17. Utilidad Un expendio de café vende una libra de café El ingreso total, r, que se recibe por la venta de g uni-
por $9.75. Los gastos mensuales son $4500 mas $4.25 por dades, estd dado por la funcién g, donde r = g(q) = 40q.
cada libra de café vendida. Determine (g © f)(m). ;Qué es lo que describe esta
a. Escriba una funcion r(x) para el ingreso mensual to- funcién compuesta?
tal como una funcién del nimero de libras de café 20. Sociologia Se han hecho estudios concernientes a la
vendidas. relacion estadistica entre posicion social, educacion e
b. Escriba una funcion e(x) para los gastos mensuales ingresos de una persona.5 Denotemos con S al valor
totales como una funcién del ndmero de libras de ca- numérico de la posicién social con base en el ingreso
fé vendidas. anual /. Para cierto tipo de poblacién suponga
c. Escriba una funcion (r — e)(x) para la utilidad men-
sual total como una funcién del nimero de libras de § = f(I) = 0.45(1 — 1000)"*.

café vendidas.
18. Geometria Supongase que el volumen de un cubo es
v(x) = (4x — 2)*. Exprese v como una composicién de
dos funciones, y explique qué representa cada funcion. I = g(E) = 7202 + 0.29E>%,

Ademds, suponga que el ingreso de una persona / es
una funcién del nimero de afos de educacion E, donde

19. Negocios Un fabricante determina que el nimero to-
tal de unidades de produccién por dia, g, es una funcién
del nimero de empleados, 71, donde

Determine (f ° g)(E). {Qué es lo que describe esta
funcién?

(40m — m?)

qg=f(m) = R. K. Leik y B. F. Meeker, Mathematical Sociology (Englewood
4

Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1975).
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En los problemas del 21 al 24, para las funciones fy g dadas, determine los valores funcionales indicados. Redondee las respues-

tas a dos decimales.

21, f(x) = (4x — 13)%, g(x) = 02x> — 4x + 3;
(a) (f + g)(4.5),(b) (f > g)(—2). X

523 f(x) =xgx)=x>—7;
(b) (g°f)(2.25).

Graficar ecuaciones y
funciones en coordenadas rectan-
gulares, determinar interseccio-
nes, aplicar la prueba de la recta
vertical y determinar el dominio
y rango de una funcidn a partir
de una gréfica.

y

3_

2+

1—)/Origen
L1 Ly
—4 -3 2 1 2 3 4

4L

oL

3L

FIGURA 3.7 Ejes de coordenadas.

y
[Abscisa
P(x, ¥)
Yp--—--- i A
! Ordenada
I
)'( X

FIGURA 3.9 Coordenadas de P.

(a) (£&)(5),

B2 f(x) = /X2

,g(x) = 13.4x + 7.31;
(a) §<10>, (b) (g2 F)( — 6).

S ()= e =
©) (7 g)(417).

(a) (f — £)(73),

3.4 GRAFICAS EN COORDENADAS RECTANGULARES

Un sistema de coordenadas rectangulares (o cartesiano) nos permite especificar
y localizar puntos en un plano. También nos proporciona una manera geomé-
trica para representar ecuaciones de dos variables, asi como funciones.

En un plano se trazan dos rectas de ntimeros reales, llamadas ejes de coorde-
nadas, perpendiculares entre si, y de modo que sus origenes coincidan, como en
la figura 3.7. Su punto de interseccion se llama origen del sistema de coordena-
das. Por ahora llamaremos a la recta horizontal el eje x y a la vertical el eje y. La
distancia unitaria sobre el eje x no necesariamente es la misma que la del eje y.

El plano sobre el cual estdn los ejes de coordenadas se llama plano de
coordenadas rectangulares o, simplemente, plano x, y. Todo punto en él puede
marcarse para indicar su posicién. Para marcar el punto P en la figura 3.8(a), tra-
zamos lineas perpendiculares al eje x y al eje y que pasen por el punto P. Dichas
lineas cruzan los ejes en 4 y 2, respectivamente. Por tanto, determinan dos nime-
ros, 4y 2, entonces decimos que las coordenadas rectangulares de P estdn dadas
por el par ordenado (4, 2). La palabra ordenado es importante. En la figura
3.8(b) el punto correspondiente a (4,2) no es el mismo que para (2, 4):

(4,2) # (2,4).
y y
2, 4) # (4, 2)
- ) — *(2,4)
i P4, 2) -
] S . ] E— Lo-—-e(4,2)
i i i i
l l l ‘I‘. X l 5 l A X
(a) (b)

FIGURA 3.8 Coordenadas rectangulares.

En general, si P es cualquier punto, entonces sus coordenadas rectangulares
estaran dadas por un par ordenado de la forma (x, y). (Véase la fig. 3.9.) Llama-
mos a x la abscisa o coordenada x de P,y a y la ordenada o coordenada y de P.

De este modo, con cada punto en un plano coordenado podemos asociar
exactamente un par ordenado (x, y) de nimeros reales. También debe ser cla-
ro que con cada par ordenado (x, y) de nimeros reales, podemos asociar exac-
tamente un punto en ese plano. Ya que existe una correspondencia uno a uno
entre los puntos en el plano y todos los pares ordenados de nimeros reales,
nos referimos al punto P con abscisa x y ordenada y, simplemente como el
punto (x, y), o como P(x, y). Ademads, usaremos las palabras punto y par orde-
nado en forma indistinta.



Cuadrante I

° (X3, Yo)
X <0,y,>0

Cuadrante |

° (X1, y1)
X >0,y>0

Cuadrante lll

* (X3 ¥s)
X <0,y;<0

Cuadrante IV

o (X4 ¥a)
x>0,y,<0

FIGURA 3.11 Cuadrantes.
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En la figura 3.10 estdn indicadas las coordenadas de varios puntos. Por
ejemplo, el punto (1, —4) estd localizado una unidad a la derecha del eje y, y
cuatro unidades abajo del eje x. El origen es (0, 0). La coordenada x de todo
punto en el eje y es 0y la coordenada y de todo punto sobre el eje x es 0.

y
(-5,3)e +-(0, 3)
L +(3,2)
I |(_31 9 I _(Ol’ O)I [ X
i @0)
(0, —2)
2.-9) | o(1,-4)

FIGURA 3.10 Coordenadas de puntos.

Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones llamadas cua-
drantes (véase la fig. 3.11). Por ejemplo, el cuadrante I consiste en todos los
puntos (x;, y;) con x; > 0y y; > 0. Los puntos sobre los ejes no estdn en nin-
gln cuadrante.

Utilizando un sistema de coordenadas rectangulares, podemos represen-
tar geométricamente ecuaciones de dos variables. Por ejemplo, considere

y=x>+2x — 3. a

Una solucién de esta ecuacion es un valor de x y uno de y que hagan verdadera
a la ecuacion. Por ejemplo, si x = 1, sustituyendo en la ecuacion (1) se obtiene

y=1+2(1)—-3=0.
Asi, una solucioén es, x = 1, y = 0. De manera andloga,
six = —2, entonces y = (—2)* + 2(—2) — 3 = =3,

y en esta forma x =—2, y =—3, también es una solucion. Seleccionando otros
valores para x podemos obtener mas soluciones [véase la fig. 3.12(a)]. Debe
quedar claro que existe una infinidad de soluciones para la ecuacion (1).

1Y y y
-4 | 5 - -
. 5k . L
-3 0 N B
-2 | -3 B B
B y=x2+2x-3
-1 | -4 - -
1 1 1 1 1 1 1 X l l l l l X
0| -3 -4 -2 2 |
1 0 B Interseccion x Interseccion x
2 | 5 -4 L™ Interseccion y

(a) (b) (©)

FIGURA 3.12 Graficacién de y = x* + 2x — 3.
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Con frecuencia, s6lo decimos que la
interseccion y es -3 y las intersec-
ciones x son -3y 1.

—® Principios en prdctica 1
Intersecciones y grafica

Raquel ha ahorrado $7250 para
gastos del colegio. Ella planea gas-
tar $600 por mes de esta cuenta.
Escriba una ecuacion que repre-
sente la situacion e identifique las
intersecciones con los ejes.

Cada solucién da origen a un punto (x, y) Por ejemplo,ax =1yy =10
le corresponde (1, 0). La grafica de y = x*> + 2x — 3 es la representacion
geométrica de todas sus soluciones. En la figura 3.12(b) hemos graficado los
puntos correspondientes a las soluciones dadas en la tabla.

Ya que la ecuacion tiene un nimero infinito de soluciones, parece imposi-
ble determinar su grafica con precision. Sin embargo, sélo estamos interesados
en la forma general de la grafica. Por esta razon graficamos suficientes puntos
de modo que podamos hacernos una idea aproximada acerca de su forma. En-
tonces unimos esos puntos por medio de una curva suave siempre que las con-
diciones lo permitan. Al hacer esto, obtenemos la curva de la figura 3.12(c).
Por supuesto, entre mds puntos marquemos, mejor serd nuestra grafica. Aqui
suponemos que la grafica se extiende de manera indefinida hacia arriba, lo
cual se indica con la flechas.

El punto (0,—3) en donde la curva interseca al eje y se llama intersecciéon
y. Los puntos (—3,0) y (1,0) en donde la curva interseca al eje x se llaman las
intersecciones x. En general, tenemos la definicién siguiente.

Definicion

Una interseccion x de la gréfica de una ecuacién en x y y, es el punto donde la
gréifica interseca al eje x. Una interseccion y es el punto donde la grafica inter-
seca al eje y.

Para encontrar las intersecciones x de la grafica de una ecuacién en x y y,
primero hacemos y = 0, y resolvemos para x la ecuacion resultante. Para en-
contrar las intersecciones y, primero hacemos x = 0 y resolvemos para y. Por
ejemplo, para la grafica de y = x> + 2x — 3, determinemos las interseccio-
nes x. Haciendo x = 0 x resolviendo para x obtenemos

=x*+2x — 3,
0= (x+3)(x—1),
x =—3,1.

Asi, las intersecciones x son (—3,0) y (1,0), como vimos antes. Si x = 0,
entonces

y=0+2(0) —3=-3.

De modo que (0, —3) es la interseccién y. Tenga en mente que para una inter-
seccion x su coordenada y es igual a cero, mientras que para una interseccion y
su coordenada x es igual a cero. Las intersecciones son ttiles porque indican
con precisioén en donde interseca la grafica a los ejes.

EJEMPLO 1 Intersecciones y grafica

Determinar las intersecciones x y y de la grifica de y = 2x + 3 y hacer el bos-
quejo de su grdfica.
Solucion: siy = 0, entonces

3

0=2x+3 o xX=—=
2
Asi, la interseccién x es (— 3, 0). Si x = 0, entonces

y =2(0) +3 =3,

De modo que la interseccion y es (0, 3). La figura 3.13 muestra una tabla de
otros puntos sobre la grafica y un bosquejo de ésta.



—® Principios en prdctica 2
Intersecciones y grafica

El precio de admisién a un par-
que de diversiones es de $24.95.
Este pago permite al cliente utili-
zar todas las atracciones del par-
que tantas veces como quiera.
Escriba una ecuacién que repre-
sente la relacion entre el nimero
de recorridos, x, que el cliente ha-
ce, y el costo de admisidn, y, para
ese cliente. Describa la gréfica de
esta ecuacion e identifique las in-
tersecciones con los ejes. Suponga
que x > 0.
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y=2x+3

~— interseccion y
interseccion x 4|

>
o
|
ojw
[SIE
NS

FIGURA 3.13 Graficade y = 2x + 3.

EJEMPLO 2 Intersecciones y grafica

. . . . ) 100
Determinar las intersecciones, si las hay, de la grifica de s = Y y hacer un

bosquejo de la grifica.

Solucion: para la grafica marcaremos al eje horizontal con ¢y al eje vertical
con s (véase la fig. 3.14). Puesto que 7 no puede ser igual a cero (la divisién en-
tre cero no estéd definida), no existe interseccion con el eje s. Asi, la grafica no
tiene un punto correspondiente a ¢t = 0. Ademads, no existe interseccion con el
eje t,ya que sis = 0, entonces la ecuacién

_ 100
t

0

no tiene solucién. La figura 3.14 muestra la grafica. En general, la grafica de s =
k/t,en donde k es una constante diferente de cero, se conoce como hipérbola.

E—
s
1 | t
20 40
- No hay inter-
secciones t 5 |-5|10 [-10]| 20 |-20| 25 |-25| 50 |-50
s |20 |-20| 10 |-10| 5 | -5 | 4 | -4 | 2 | -2

100

FIGURA 3.14 Gréaficade s = -

——
EJEMPLO 3

Intersecciones y grafica

Determinar las intersecciones de la grdfica de x = 3 y hacer el bosquejo de la

grdfica.
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y
3r x=3
B /interseccién
[
R
i,
X 3 | 3 | 3

FIGURA 3.15 Graficade x = 3.
f(x)
3 —
2 —
i f(x) =X
| l l | l l l l |
1 4 9

FIGURA 3.16 Graficade f(x) =

—® Principios en prdctica 3
Grafica de la funcion valor
absoluto

Brett rent6 una bicicleta en un
negocio de alquiler de bicicletas,
condujo a una velocidad constan-
te de 12 mi/h durante 2.5 horas en
una ruta para bicicletas, y después
regres6 por el mismo camino.
Grafique la funcién valor absolu-
to para representar la distancia
recorrida desde el negocio de al-
quiler de bicicletas, como una fun-
ciéon del tiempo en el dominio
apropiado.

S

Solucion: podemos pensar en x = 3 como una ecuacién en las variables x y
v, si la escribimos como x = 3 + 0y. Aqui y puede tomar cualquier valor, pe-
ro x debe ser igual a 3. Puesto que x = 3 cuando y = 0, la interseccién x es
(3, 0).No existe interseccion y, ya que x no puede ser cero. (Véase la fig. 3.15.)
La grafica es una recta vertical.

Ademas de representar a las funciones en ecuaciones, también podemos
representarlas en un plano coordenado. Si f es una funcién con variable inde-
pendiente x y variable dependiente y, entonces la grafica de fsélo es la grafica
de la ecuacién y = f(x). Esta consiste en todos los puntos (x, y) o (x, f(x)),
en donde x estd en el dominio de f. El eje vertical puede marcarse como y o co-
mo f(x), el cual se denomina eje de los valores de la funcién. Siempre marca-
mos al eje horizontal con la variable independiente.

EJEMPLO 4 Grafica de la funcion raiz cuadrada

Hacer la grifica de f(x) = V.

Solucion: véase la figura 3.16. Marcamos al eje vertical como f(x). Recuer-
de que V/x denota la raiz cuadrada principal de x. Asi, f(9) = V9 =3
no +3. Tampoco podemos elegir valores negativos de x, ya que no queremos
ndmeros imaginarios para \Vx. Esto es, debemos tener x = 0. Ahora conside-
ramos las intersecciones. Si f(x) = 0, entonces Vx=00x=0. También, si

x = 0,entonces f(x) = 0. Asi, las intersecciones x y y son las mismas, es decir,
(0, 0).

EJEMPLO 5 Grafica de la funcion valor absoluto

Graficar p = G(q) = |ql|.
Solucion: usamos la variable independiente g para marcar al eje horizontal.

El eje de los valores de la funcién puede marcarse como G(g) o p (véase la
fig. 3.17). Note que las intersecciones p y g son el mismo punto, (0, 0).

-5 -3 -1 1 3 5
\ Nota: esquina
en el origen

FIGURA 3.17 Griaficade p = |q].



ANSEFAS
(-1,0) B (3,0)
—1 esun 3 es cero

cero de f

FIGURA 3.18
funcion.

En general, las

de f

Ceros de una

soluciones reales

para una ecuacién f(x) = 0son los
ceros reales de f.
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La nocion de un cero es importante en el estudio de las funciones.
Definicion
Un cero de una funcion fes cualquier valor de x para el cual f(x) = 0.

Por ejemplo, un cero de la funcién f(x) = 2x — 6 es3 porque f(3) = 2(3)
— 6 = 0. Aqui llamamos a 3 un cero real, ya que es un nimero real. Observa-
mos que los ceros de f pueden encontrarse haciendo f(x) = 0 y resolviendo
para x. Asi, los ceros reales de una funcién son precisamente las intersecciones
x de su grafica, ya que es en estos puntos en que f(x) =0.

Para mayor ilustracion, la figura 3.18 muestra la gréfica de la funcién de
y = f(x) = x> —2x — 3. Las intersecciones x de la grafica son —1y 3. Asi,—

1y 3son ceros de f, o lo que es equivalente a decir que —1 y 3 son las solucio-
nes de la ecuacién x> —2x —3 =0.

Para resolver la ecuacién x> = 3x — 1 con una calcu-

ladora gréfica, primero expresamos la ecuacion en la
forma f(x) = 0.

4 f(x)=x*—3x+1=0.

-

Después graficamos fy luego estimamos las intersec-
ciones x, ya sea utilizando el acercamiento (zoom) y

-5

FIGURA 3.19 Lasraices de
x* — 3x + 1 = 0son aproxima-
damente —1.88,0.35, y 1.53.

rastreo, o por medio de la operacién de extraccion de
raices (véase la fig. 3.19). Observe que definimos nues-
traventanapara—4 =x =4y—-5=y =S5

La figura 3.20 muestra la grafica de alguna funcién y = f(x). El punto

(x, f(x)) implica que, al nimero de entrada x en el eje horizontal, le correspon-
de el numero de salida f(x) en el eje vertical, como lo indica la flecha. Por
ejemplo, a la entrada 4 le corresponde la salida 3, de modo que f(4) = 3.

y

~

f(x) (x, f(x))

Rango:
today=0
f(4)=3
o
4 X X

N y J

Dominio: todos los nimeros reales

FIGURA 3.20 Dominio, rango y valores funcionales.
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De la forma de la grafica, parece razonable suponer que para cualquier valor
de x existe un nimero de salida, de modo que el dominio de f'son todos los nu-
meros reales. Observe que el conjunto de todas las coordenadas y puntos en la
grafica es el conjunto de todos los niimeros no negativos. Asi, el rango de fes
toda y = 0. Esto muestra que podemos hacer una deduccion acertada acerca
del dominio y rango de una funcién viendo su grafica. En general, el dominio
consiste en todos los valores x que estdn incluidos en la grdfica, y el rango son
todos los valores y en esa grdfica. Por ejemplo, la figura 3.16 implica que el do-
minio y el rango de f(x) = V/x son todos los nimeros no negativos. De la fi-
gura 3.17 queda claro que el dominiode p = G(q) = |q|son todos los nimeros
reales y que el rango es toda p = 0.

N cormpiln 2

EJEMPLO 6 Dominio, rango y valores de la funcién

La figura 3.21 muestra la grafica de una funcién F. A la derecha de 4 se supo-
ne que la grafica se repite indefinidamente. Entonces el dominio de F es toda
t = 0.Elrango es —1 = s = 1. Algunos valores de la funcién son

F(0) =0,

F(1) =1, F(2) =0, F(3) = —1.
| ]
s
i s=F(t)
Rango: 1 I J/ t
—1=s=1 1 2\i/4
—1F
N\ —~ J

Dominio: t=0

FIGURA 3.21 Dominio, rango y valores
funcionales.

2 2
. e
m

Hiniru
n=1.01z488Y |¥=-1.101891
-3

FIGURA 3.22 Elrango de
f(x) = 6x* — 8.1x* + les
aproximadamente [—1.10, co).

Utilizando una calculadora grafica podemos estimar el
rango de una funcién. La grafica de

ilon) E=stic = gy A

se muestra en la figura 3.22. El punto mas bajo en la
grafica corresponde al valor minimo de f(x), y el ran-
go son todos los nimeros reales mayores o iguales a
este minimo. Podemos estimar el valor minimo para y
utilizando rastreo y acercamiento (zoom), o bien se-
leccionando la operacion “minimo”.

| J——————

EJEMPLO 7 Grafica de una funcion definida por partes

Graficar la funcion definida por partes

x, si0=x <3,
f(x) =4qx —1, si3=x=35,
4, sisS<x=7.




—#= Principios en prdctica 4
Grafica de una funcion definida
por partes

Para alentar el ahorro, una compa-
fifa de gas cobra dos tarifas. Usted
paga $0.53 por termia para un
consumo de 0-70 termias, y $0.74
por cada termia por encima de 70.
Haga la gréfica de la funcién defi-
nida por partes, que representa el
costo mensual de ¢ termias de gas.
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Solucion: el dominio de fes 0 < x = 7. La grafica se da en la figura 3.23,
donde el punto hueco significa que éste no estd incluido en la grafica. Observe
que el rango de f'son todos los nimeros reales y tales que 0 < y < 4.

f(x) .
X, si0=x <3,
4 f(x)=<x—1, si83=x=5,
Rango: B / 4, sib<x <7.
0=sy=4 2:
| I I S |
3 5 7 °
N

FIGURA 3.23 Griéfica de una funcion definida por partes.

Existe una manera ficil para determinar si una curva es o no la gréfica
de una funcién. En la figura 3.24(a) observe que con la x dada existen aso-
ciados dos valores de y: y; y y,. Asi, la curva no es la grafica de una funcién
de x. Viéndolo de otra manera, tenemos la siguiente regla general llamada
prueba de la recta vertical. Si una recta vertical L puede dibujarse de modo
que interseque a una curva en al menos dos puntos, entonces la curva no es
la gréfica de una funcién de x. Cuando tal recta vertical no puede dibujarse
del mismo modo, la curva s es la grafica de una funcién de x. En consecuen-
cia, las curvas de la figura 3.24 no representan funciones de x, pero las de la
figura 3.25 si.

y

y

L

I X X
(b)

FIGURA 3.24 y no es una funcién de x.

L Dos salidas para
1/~ una entrada

/\V ‘ \/\\ x x

FIGURA 3.25 Funciones de x.
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EJEMPLO 8 Una grafica que no representa una funcion de x

Graficar x = 2y°.
Solucion: aqui es mds fécil seleccionar valores de y y después encontrar los
correspondientes a x. La figura 3.26 muestra la gréfica. Por medio de la prueba

de la recta vertical, la ecuacién x = 2y* no define una funcién de x.
I—— |

10 20

FIGURA 3.26 Grdfica de x =2y,

g Ejercicio 3.4

En los problemas 1y 2 localice y marque cada uno de los puntos dados y, si es posible, indique el cuadrante al que pertenece ca-
da punto.

1. (2,7),(8,73), (—3.—2), (0,0). 2. (—4,5),(3,0),(1,1), (0,—6).
3. La figura 3.27(a) muestra la graficade y = f(x). 4. La figura 3.27(b) muestra la graficade y = f(x).
a. Estime f(0),£(2),f(4),yf(2). a. Estime f(0)y f(2).
b. ;Cual es el dominio de f? b. ;Cual es el dominio de f?
c. ;Cuadl es el rango de f? c. ;Cudl es el rango de f?
d. ;Cuadl es un cero real de f? d. ;Cuél es un cero real de f?
5. La figura 3.28(a) muestra la graficade y = f(x). 6. La figura 3.28(b) muestra la graficade y = f(x).
a. Estime f(0),f(1),yf(—1). a. Estime f(0), f(2), f(3),y f(4).
b. ;Cuil es el dominio de f? b. ;Cuadl es el dominio de f?
c. (Cudl es el rango de f? c. (Cuadl es el rango de f?
d. ;Cual es un cero real de f? d. ;Cuaél es un cero real de f?
y y y y
3 L y=f(x)
20— y=10 : N= L 2t /
el C e, Ay
— 2 2 4 2 L 1 X
-1 1 2 3 4
y="fx)

(@ (b) (a) (b)

FIGURA 3.27 Diagrama para los problemas 3 y 4. FIGURA 3.28 Diagrama para los problemas 5 y 6.
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En los problemas del 7 al 20 determine las intersecciones de la grifica de cada ecuacion y haga el bosquejo de la grdfica. Con ba-
se en su grdfica, jes y una funcion de x?, si es asi, jcudl es su dominio y cudl su rango?

7. y = 2x. 8. y=x+1. 9. y=3x —5. 10. y =3 — 2x.
3
1. y = x% 12. y=—. 13. x =0. 14. y = 4x* — 16.
X
15. y = % 16. x = —4. 17. x = =3y~ 18. x? =y
19. 2x +y —2=0. 20 x +y=1.
En los problemas del 21 al 34 grafique cada funcién y determine su dominio y rango. También determine las intersecciones.
21 s = f(t) = 4 — £~ 22, f(x) =5—2x% 23. y=g(x) =2 24. G(s) = —8.
25. y = h(x) = x* —4x + 1. 26. y = f(x) = x>+ 2x — 8.
1
27. f(t) = —t. 28. p=h(q) =q3 + q). 29. s=F(r)=Vr—530. F(r) = -
16 2
3. f(x) =|2x — 1] 32. v=H(u)=|u—3| 33. F([):Tz' 34. y=f(x)=x_4.
En los problemas del 35 al 38 grafique cada funcién definida por partes y determine su dominio y rango.
- _ [p,si0=p <6, 41. Determinacion de precios Para alentar un flujo cons-
35. c = g(p) = 5, sip=6. tante de clientes, un restaurante varia el precio de un

platillo a lo largo del dia. De 6:00 PM. a 8:00 PM., los

36. f(x) = {29x_+xi’ Zix >1 25 X< clientes pagan el precio completo. En el almuerzo, de
’ - 10:30 A.M. hasta las 2:30 P.M., los clientes pagan la
3. g(x) = {X + 6, six =3, mitad del precio. De 2:30 P.M. hasta las 4:30 PM., los
x?, six < 3. clientes obtienen un ddlar de ahorro del precio del
x+1,5i0<x=3, almuerzo. De 4:30 PM. hasta las 6:00 PM., los clientes
38. f(x) = 4, si3 < x=5. obtienen $5.00 de ahorro con respecto al precio de la

cena. De 8:00 P.M. hasta el cierre, a las 10:00 PM., los
clientes obtienen $5.00 de ahorro con respecto al precio
39. ;Cudles de las graficas de la figura 3.29 representan de la cena. Grafique la funcién definida por partes para

funciones de x? representar el costo de un platillo a lo largo del dia
para un precio de cena de $18.

x — 1, six > 5.

y y 42. Programa de oferta Dado el siguiente programa de
oferta (véase el ejemplo 5 de la sec. 3.1), grafique cada
pareja cantidad-precio, seleccionando el eje horizontal

X ;/\u Al X para las cantidades posibles. Aproxime los puntos entre
los datos por medio de una curva suave. El resultado
(a) (b) es la curva de la oferta. Con base en la gréfica, determine

la relacion entre el precio y la oferta (esto es, cuando se
incrementa el precio, ;qué le pasa a la cantidad ofreci-
y y da?). (El precio por unidad es una funcién de la canti-
dad de oferta?

X — X
(c) (d) Cantidad ofrecida
por semana, g Precio por unidad, p
FIGURA 3.29 Diagrama para el problema 39.

30 $10
40. Pagos de una deuda Janelle tiene cargos por $1800 100 20
en sus tarjetas de crédito. Ella planea pagarlas por me- 150 30
dio de pagos mensuales de $175. Escriba una ecuacién 190 40

que represente el monto de su deuda, excluyendo los
cargos financieros, e identifique las intersecciones con 210 50
los ejes.
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43. Programa de demanda La tabla siguiente se conoce
como programa de demanda. Este indica la cantidad
de la marca X que los consumidores demandan (esto
es, compran) cada semana a cierto precio (en délares)
por unidad. Trace cada par precio-cantidad seleccio-
nando el eje vertical para los precios posibles y una los
puntos con una curva suave. De esta manera , aproxi-
mamos los puntos entre los datos dados. El resultado
se llama la curva de demanda. Con base en la grafica,
determine la relacion entre el precio de la marca X'y
la cantidad que serd demandada (esto es, cuando el
precio disminuye, ;qué le pasa a la cantidad deman-
dada?). El precio por unidad, ;es una funcién de la
cantidad demandada?

Cantidad Precio,
demandada, g por unidad, p
5 $20
10 10
20
25 4

44. Inventario Haga un bosquejo de la gréfica de

45.

—~100x + 1000, si0 = x < 7,
y = f(x) ={—100x + 1700, si7 < x < 14,
—100x + 2400, si14 = x < 21.

Una funcién como ésta podria describir el inventario y
de una compania en el instante x.

Psicologia En un experimento psicolégico sobre
informacion visual, un sujeto observé brevemente un
arreglo de letras, después se le pidi6 recordar tantas le-
tras del arreglo como le fuese posible. El procedimiento
se repitié varias veces. Suponga que y es el nimero
promedio de letras recordadas de arreglos con x letras.
La grafica de los resultados aproximadamente se ajusta
ala grafica de

x,si0=x=4,

y=f(x)=q5x +2 si4<x=5
45,515 < x =12

Grafique esta funcién.®

= Enlos problemas del 46 al 49 utilice una calculadora grdfica para determinar todas las raices reales de la ecuacién dada. Re-

dondee las respuestas a dos decimales.
46. 7x> + 2x = 3.
48. (9x + 3.1)> = 7.4 — 4x°.

47. x(x* —=3) =x*+ 1.
49. (x —2)°=x* — 3.

= En los problemas del 50 al 53 utilice una calculadora grdfica para determinar todos los ceros reales de la funcion dada. Re-

dondee las respuestas a dos decimales.

50. f(x) = x4+ 5x + 7.
52. g(x) = x* — 2.5x° + «x.

51. f(x) = x* —25x° — 2.
53. g(x) = V3x® —4x? + 1.

= En los problemas del 54 al 56 utilice una calculadora grifica para determinar (a) el valor mdximo de f(x) y (b) el valor minimo
de f(x) para los valores indicados de x. Redondee las respuestas a dos decimales.

54. f(x) = x* — 4.1x° + x* + 10, 1=x=4

x> —4
56. f(x) = =5

3=x=5.

557, A partir de la grafica de f(x) = V2x* + 1122 + 4
determine (a) el rango y (b) las intersecciones. Re-
dondee los valores a dos decimales.

24+ 9.1
% 59. De la grdfica de f(x) = ——— 1,
38 + Vi

valor minimo de f(x), (b) el rango de f, (c) las inter-
secciones y (d) ¢ Tiene fceros reales? Redondee los
valores a dos decimales.

determine (a) el

®Adaptado de G. R. Loftus y E. F. Loftus, Human Memory: The
Processing of Information (Nueva York: Lawrence Erlbaum
Associates, Inc., distribuido por Halsted Press, Divisiéon de John
Wiley & Sons, Inc., 1976).

55. f(x) = x21x* =3 —=x*+1, —-l1=x=1.

' 58. Con base en la grafica de f(x) = 2 — 3x* — x*de-

= 60. Grafique f(x) =

termine (a) el valor maximo de f(x), (b) el rango
de fy (c) los ceros reales de f. Redondee los valores
a dos decimales.

41 + V2
TparaZ =x=5.

X2

Determine (a) el valor maximo de f(x), (b) el valor
minimo de f(x), (c) el rango de f'y (d) todas las in-
tersecciones. Redondee los valores a dos decimales.



Estudiar la simetria
con respecto al eje x, al eje y y al
origen, y aplicar la simetria en el
trazado de curvas.

FIGURA 3.30 Simetria
con respecto al eje y.

(Xv *,V)

FIGURA 3.31 Simetria
con respecto al eje x.
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3.5 SIMETRIA

Examinar el comportamiento grafico de las ecuaciones es parte fundamental
de las matemadticas. En esta seccidon examinaremos ecuaciones para determi-
nar si sus graficas tienen simetria. En un capitulo posterior se vera que el cilcu-
lo es de gran ayuda en la graficacion, con base en €l se determina la forma de
una gréfica, ya que proporciona técnicas muy utiles para determinar si una
curva se une o no de manera “suave” entre los puntos.

Considere la gréfica de y = x” en la figura 3.30. La parte a la izquierda del
eje y es el reflejo (o imagen de espejo) de la parte de la derecha del mismo eje,
y viceversa. Con mayor precision, si (x,, y,) es cualquier punto sobre la grafi-
ca, entonces el punto (—x, y,) también debe pertenecer a la grafica. Decimos
que esta gréfica es simétrica con respecto al eje y.

Definicion
Una grafica es simétrica con respecto al eje y si solo si (—x,, y,) pertenece a la
grafica cuando (x,, ),) estd en ella.

EJEMPLO 1 Simetria con respecto al eje y
Utilice la definicion anterior para demostrar que la grifica de y = x* es simétri-
ca con respecto al eje y.
Solucion: suponga que (x,, ) es cualquier punto de la gréfica de y = x*.
Entonces

Yo = X§
Debemos mostrar que las coordenadas de (—x, y,) satisfacen y = x%
(Yo = (—x0)*?
Yo = x5?

Pero, de lo anterior sabemos que y, = x3. Asf, la gréfica es simétrica con res-
pecto al eje y.
SE—

Cuando demostramos la simetria en el ejemplo 1, (x,, y,) pudo haber sido
cualquier punto sobre la grafica. Por conveniencia, de aqui en adelante omiti-
remos los subindices. Esto significa que una grafica es simétrica con respecto
al eje y, si al reemplazar x por —x en su ecuacion, nos resulta una ecuacién
equivalente.

Otro tipo de simetria se muestra por medio de la grafica de x =y en la fi-
gura 3.31. Aqui la parte de la gréfica debajo del eje x es la reflexién con respec-
to del eje x, de la parte que se encuentra por arriba de éste, y viceversa. Si el
punto (x, y) pertenece a la grafica, entonces (x, —y) también pertenece a ella.
Esta gréfica se dice que es simétrica con respecto al eje x.

Definicion
Una grafica es simétrica con respecto al eje x siy s6lo si (x, —y) pertenece a la
gréfica cuando (x, y) pertenece a ella.

Asi, la gréfica de una ecuacion en x y y tendrd simetria con respecto al eje x,
si al reemplazar y por —y resulta una ecuacion equivalente. Por ejemplo, apli-
cando esta prueba a la grifica de x = y? mostrada en la figura 3.31 se obtiene

X = (_y)z’
x =y



116

Capitulo 3 = Funciones y graficas

FIGURA 3.32 Simetria con
respecto al origen.

la cual es equivalente a la ecuacién original. Asi podemos afirmar que la gréfica
es simétrica con respecto al eje x.

Un tercer tipo de simetria, simetria con respecto al origen, se ilustra por la
grafica de y = x* (véase la fig. 3.32). Siempre que el punto (x, y) pertenezca
a la grafica, (—x, —y) también pertenecera a ella. Como resultado de esto, el
segmento de linea que une a los puntos (x, y) y (—x, —y) estd bisecado por
el origen.

Definicion
Una grafica es simétrica con respecto al origen siy s6lo si (—x, —y) pertenece
a la grafica cuando (x, y) pertenece a ella.

Asi, la gréfica de una ecuacion en x y y tendrd simetria con respecto al ori-
gen, si al reemplazar x por —x y y por —y, resulta una ecuacién equivalente.
Por ejemplo, aplicando esta prueba a la gréfica de y = x* mostrada en la figu-
ra 3.32, se obtiene

—y = (—x),
—y = _X3,
y =,

que es equivalente a la ecuacién original. De acuerdo con esto, la grafica es si-
métrica con respecto al origen.

La tabla 3.1 resume las pruebas para la simetria. Cuando sabemos que una
grafica tiene simetria, podemos hacer su bosquejo con menos puntos de los
que, de otra manera, serfan necesarios.

TABLA 3.1 Pruebas para la simetria

Simetria con Reemplace y por —y en la
respecto al eje x ecuacion dada. Es simétrica si se
obtiene una ecuacién equivalente.
Simetria con Reemplace x por —x en la
respecto al eje y ecuacion dada. Es simétrica si se

obtiene una ecuacién equivalente.

Simetria con Reemplace x por —xy y por —y en
respecto al origen  la ecuacién dada. Es simétrica si se
obtiene una ecuacién equivalente.

EJEMPLO 2 Graficacion con intersecciones y simetria

1
Probar la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen de y = T Después

determinar las intersecciones y hacer el bosquejo de la grifica.

Solucion:
Simetria Con respecto al eje x: al reemplazar y por—y en y = 1/x se obtiene

1 1

Ty 0Ty

que no es equivalente a la ecuacion dada. Por tanto, la gréfica no es simétrica
con respecto al eje x.

Con respecto al eje y: al reemplazar x por —x en y = 1/x se obtiene



Simétrica con
respecto al origen

1

No hay
intersecciones

x |+ 21| 2] 4
y | 4| 2 1 T+
FIGURA 3.33 Graficade y = —
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que no es equivalente a la ecuacion dada. De este modo la gréfica no es simé-
trica con respecto al eje y.

Con el origen: al reemplazar x por —xy y por —y en y =1 /x, se obtiene

= b _ 1
y=_, 0 y=,

que es equivalente a la ecuacién dada. Asi, podemos afirmar que la grafica s7 es
simétrica con respecto al origen.

Intersecciones Como x no puede ser cero, la gréifica no tiene intersecciones
con el eje y. Si y es 0, entonces 0 = 1/x, pero esta ecuacion no tiene solucion.
Por tanto, no existen intersecciones con el eje x.

Discusién Puesto que no existen intersecciones, la grafica no puede intersecar
a ninguno de los ejes. Si x > 0, s6lo obtenemos puntos en el primer cuadrante.
La figura 3.33 muestra la parte de la gréafica en el cuadrante 1. Por simetria, refle-
jamos esa parte con respecto al origen para obtener toda la gréfica.

EJEMPLO 3 Graficacion con intersecciones y simetria

Probar por la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen para
y = f(x) = 1 — x* Después encontrar las intersecciones y hacer el bosquejo
de la grdfica.

Solucion:

Simetria Con el eje x: al reemplazar y por —yeny = 1 — x*se obtiene
—y=1—x* o y=—-1+ x%

que no es equivalente a la ecuacion dada. Asi, la gréfica no es simétrica con

respecto al eje x.

Con el eje y: al reemplazar x por —x en y = 1 — x* se obtiene
y=1—(—x)* o y=1—x",

que si es equivalente a la ecuacion dada. De este modo afirmamos que la gra-

fica si es simétrica con respecto al eje y.

Con el origen: al reemplazar x por —xy ypor—yeny = 1 — x*se obtiene

—y=1— (—x)4, —y=1—-x* y =—1+ x*
que no es equivalente a la ecuacion dada. Asi, la gréfica no es simétrica con

respecto al origen.

Intersecciones Para examinar las intersecciones con el eje x hacemos y = 0
eny = 1 — x* Entonces

1—x*=0,

(1 —xH)(1 + x%) =0,

(1 —x)(1+x)(1+ x*) =0,
x=1 o x=—L

Por tanto, las intersecciones x son (1,0) y (—1,0). Para examinar las intersecciones
y, hacemos x =0. Entonces y = 1, de modo que (0, 1) es la tnica interseccion y.
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Discusion Si se grafican las intersecciones y algunos puntos (x, y) a la dere-
cha del eje y, podemos hacer el bosquejo de foda la gréfica utilizando la sime-
tria con respecto al eje y (véase la fig. 3.34).

y

0 1 Interseccion y\ Ve
1

ol
>

Interseccién x

e

X

-1 1
1 0 \ Interseccién

vl
|
|

El eje y es eje de simetria

FIGURA 3.34 Gréaficadey =1 — x*.

En el ejemplo 3 mostramos que la graficade y = f(x) = 1 — x*no tiene
simetria respecto al eje x. Con la excepcion de la funcién constante f(x) = 0,
la grdfica de cualquier funcion y = f(x) no puede ser simétrica con respecto al
eje x, ya que tal simetria implica dos valores de y para el mismo valor de x, lo
cual viola la definicién de funcién.

EJEMPLO 4 Graficacion con intersecciones y simetria

Para la grifica 4x* + 9y* = 36, probar por las intersecciones y simetrias. Ha-
cer el bosquejo de la grifica.

Solucion:

Intersecciones Si y = 0, entonces 4x> = 36, de esta manera x = +3. Por
tanto, las intersecciones con el eje x son (3, 0) y (—3, 0). Si x = 0, entonces
9y? = 36y de esta manera, y = 42. Por tanto, las intersecciones con el eje y
son (0,2) y (0,—2).

Simetria Con el eje x: al reemplazar y por —y en 4x*> + 9y? = 36 se obtiene
4x* + 9(—y)* =36, o 4x* + 9y’ = 36.

Ya que obtenemos la ecuacién original, afirmamos que existe simetria con res-
pecto al eje x.

Con el eje y: al reemplazar x por —x en 4x> + 9y*> = 36 se obtiene
4(—x)* + 9y =36, o 4x* + 9y* = 36.

Otra vez obtenemos la ecuacion original, de modo que también existe simetria
con respecto al eje y.

Con el origen: al reemplazar x por x y y por —y en 4x> + 9y? = 36 se obtiene
4(—x)* + 9(—y)* = 36, o 4x* + 9y* = 36.

Ya que ésta es la ecuacion original, la grafica también es simétrica con respec-
to al origen.

Discusion En la figura 3.35 se grafican las intersecciones y algunos puntos en
el primer cuadrante. Después los puntos se unen por medio de una curva suave.



Sec. 3.5 = Simetria 119

Los puntos del cuarto cuadrante se obtienen por simetria con respecto al
eje x. Después, por simetria con respecto al eje y, se determina toda la gra-
fica. Existen otras formas de graficar la ecuacion utilizando la simetria. Por
ejemplo, después de graficar las intersecciones y algunos puntos en el primer
cuadrante, por simetria con respecto al origen podemos obtener el tercer cua-
drante. Por simetria con respecto al eje x (o al eje y) podemos obtener la grafi-
ca completa.

|
x |y Y
3| 0 5 4x*+9y*=36
0 +2
1% 3 3
2 2435 Simetria con respecto al eje x,
s | g -2 al eje yy al origen.
2 3
FIGURA 3.35 Griéfica de 4x* + 9y = 36.
Este conocimiento nos puede ayu- En el ejemplo 4 1a grafica es simétrica con respecto al eje x, al eje y y al ori-

dar a ahorrar tiempo al verificar las 9o Con base en ella puede mostrarse que para cualquier grafica, si existen
simetrias. . . - . .z o 4o
dos de los tres tipos de simetria, entonces el tipo restante también debe existir.

g Ejercicio 3.5

En los problemas del 1 al 16 determine las intersecciones con el eje x y con el eje y de las grdficas de las ecuaciones. También,
pruebe la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen. No haga el bosquejo de las grificas.

1. y = 5x. 2. y=f(x)=x*—4 3. 27+ it =8 — y. 4. x =y,

5. 9x? — 4y? = 36. 6. y=1. 7. x = 2. 8 y=|2x|—2

9. x =—y 10. y = Vx?—25. 1L x —4y— > +21=0. 12. x>+ xy + > =0.
x? 3 x*

13.y=f(x)=m. 14. x2+ xy+y*=0. 15.y=m. 16.y=x+y.

En los problemas del 17 al 24 determine las intersecciones con el eje x y con el eje y de las grdficas de las ecuaciones. También,
pruebe la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen. Después haga el bosquejo de las grdficas.

17. 2x + y* = 4. 18. x = y*. 19. y = f(x) = x* — 4x. 20. 3y = 5x — x°.
21. [x| = |y| = 0. 22. x>+ y*=16. 23. 4x% + y? = 16. 24. 2 — 2 = 1.

25, Pruebe que la graficade y = f(x) =2 — 0.03x> — x* = 26. Pruebe que la graficade y = f(x) = 2x* — 7x> + 5

es simétrica con respecto al eje y y después grafique la es simétrica con respecto al eje y y después grafique
funcion. (a) Haga uso de la simetria en donde sea posi- la funcién. Determine todos los ceros reales de f. Re-
ble para encontrar todas las intersecciones. Determine dondee sus respuestas a dos decimales.

(b) el valor maximo de f(x),y (c) el rango de f. Redon-
dee todos los valores a dos decimales.
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Familiarizarse con las
formas de las gréficas de seis
funciones basicas, y considerar la
traslacion, la reflexion y el alar-
gamiento y contraccion vertica-
les de la grafica de una funcion.

<

1T T T

<

N
1T T 1

3.6 TRASLACIONES Y REFLEXIONES

Hasta ahora nuestro enfoque para graficar se ha basado en la graficaciéon de
puntos y en el uso de cualquier simetria que exista. Pero esta técnica no es ne-
cesariamente la preferida. Mds adelante analizaremos gréficas utilizando otras
técnicas. Sin embargo, como algunas funciones y sus gréficas asociadas apare-
cen con mucha frecuencia, para propdsitos ilustrativos, encontramos ttil me-
morizarlas. La figura 3.36 muestra seis de tales funciones.
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FIGURA 3.36 Funciones utilizadas con frecuencia.

FIGURA 3.37 Grafica de
y=x*+2.

A veces, al modificar una funcién mediante una manipulacién algebraica, la
grafica de la nueva funcién puede obtenerse a partir de la gréfica de la funcién
original realizando una manipulaciéon geométrica. Por ejemplo, podemos utili-
zar la gréfica de f(x) = x? para graficar y = x> + 2. Observe que y = f(x) + 2. Por
tanto, para cada x, la ordenada correspondiente para la grafica de y =x*+2, es
2 unidades mayor que la ordenada para la gréfica de f(x) =x. Esto significa que
la grafica de y = x* + 2 es la gréfica de f(x) = x* desplazada o trasladada, 2 uni-
dades hacia arriba (véase la fig. 3.37). Decimos que la gréfica de y = x> + 2 es
una transformacion de la gréfica de f(x) = x*. La tabla 3.2 presenta una lista de
los tipos basicos de transformaciones.

EJEMPLO 1 Traslacion horizontal

Hacer el bosquejo de la grificade y = (x — 1)°.

Solucion: observamos que (x — 1)° es x* con x reemplazada por x — 1. Por
tanto, si f(x) = x°, entonces y = (x — 1) = f(x — 1), que tiene la forma
f(x — ¢),donde ¢ = 1. De la tabla 3.2, la graficade y = (x — 1) es la grafi-
cade f(x) = x’ desplazada una unidad a la derecha (véase la fig. 3.38).



FIGURA 3.38 Gréficadey = (x — 1)°.

-~ y=(x=1)°
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TABLA 3.2 Transformaciones, ¢ > 0

Ecuacion

1l.y=f(x) +c
2.y=f(x) —c

3.y=f(x—¢)
4.y = f(x + ¢)
5.y =—f(x)
6.y = f(—x)

7.y =cf(x),c > 1

8. y=cf(x),c <1

Coémo transformar la grafica de y = f(x)
para obtener la graifica de la ecuacion

Desplazar c unidades hacia arriba
Desplazar ¢ unidades hacia abajo
Desplazar ¢ unidades hacia la derecha
Desplazar c unidades hacia la izquierda
Reflejar con respecto al eje x

Reflejar con respecto al eje y

Alargar verticalmente alejandose del eje x
por un factor de ¢

Contraer verticalmente hacia el eje x

por un factor de ¢

EJEMPLO 2 Contraccion y reflexion

Hacer el bosquejo de la grifica de y = —%\/;c

Solucion: podemos resolver este problema en dos pasos. Primero, observe
que 2\/); es Vx multiplicada por 3. Asi, si f(x) = \/);, entonces

\/ ), que tiene la forma cf (x),con ¢ = 1. De modo que la grafica de
y = 5\/); es la graflca de fcomprimida verticalmente hacia el eje x por un fac-
tor de 1 (transformacién 8, tabla 3.2; véase la fig. 3.39). Segundo, el signo menos
eny = —%\/;c provoca una reflexion en la grafica de y = %\/;c con respecto
al eje x (transformacion 5, tabla 3.2; véase la fig. 3.39).

y
f(x) =/x
oL (x) =x
1+ y:%\/y
| | |
i 4 X
y=—3Vx

1
FIGURA 3.39 Para graficar y = — 5\/;,
comprima y = Vx y refleje el resultado

con respecto al eje x.
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En los problemas del 1 al 12 utilice las grdficas de las funciones de la figura 3.36 y las técnicas de transformacion, para graficar

las funciones dadas.
1L.y=x*—2 2. y=—x%

6. y=|x|+ 1.

9. y=1—(x —1)>2 10. y=(x— 1>+ 1.

1
3. y= 4. y=Vx + 2

x—2
7 y=|x+1]—2. 8. y=—1x

5
11. y = V—x. 12.y=2_x.

En los problemas del 13 al 16 describa qué debe hacerse a la grdfica de y = f(x) para obtener la grdfica de la ecuacion dada.

13y = f(x — 4) + 3. 4. y=f(x+3) — 4.

15. y = f(—x) — 5. 16. y = —f(x + 3).

S17. Grafique la funcién y = \3/); + k parak=0,1,2,3,
—1,—2y —3. Observe las traslaciones verticales
comparadas con la primera gréfica.

= 18. Grafique la funcién y = Vx + k parak=0,1,2,3,
—1,—2y—3. Observe las traslaciones horizontales

comparadas con la primera gréfica.

'REPASO

Términos y simbolos importantes

= 19. Grafique la funcién y = kW x para=1,2,3y3.
Observe el alargamiento y la contraccion verticales
comparadas con la primera grafica. Grafique la fun-
cién para k =—2. Observe que la grafica es la misma
que la obtenida por medio de un alargamiento, en un
factor de 2, de la reflexion de y = \3/55 con respecto
al eje x.

Seccion 3.1 funcién dominio rango

funcional cociente de diferencia,

funcion constante
por partes

f+s

Seccion 3.2 funcién polinomial

valor absoluto |x |

f—g fg f/g

Seccion 3.3

feog

variable independiente
flx+h) — fx)
h

funcion lineal
factorial r!

variable dependiente valor

ftx)

funcién de demanda funcion de oferta

funcion cuadratica funcién definida

funcion racional

composicién de funciones

Seccion 3.4 sistema de coordenadas rectangulares ejes de coordenadas origen plano x,y par ordenado
(x,y) coordenadas de un punto coordenada x coordenada y abscisa ordenada
cuadrante grafica de una ecuacién interseccién x interseccion y grafica de una funcién
eje de valores de la funciéon ceros de una funcién prueba de la recta vertical

Seccion 3.5  simetria con respecto al eje x simetria con respecto al eje y simetria con respecto al origen

Resumen

Una funcién f es una regla de correspondencia que
asigna exactamente un nimero de salida f(x) a cada
numero de entrada x. Por lo regular, una funcién se es-
pecifica por medio de una ecuacién que indica lo que
debe hacerse a una entrada x para obtener f(x). Para
obtener un valor particular f(a) de la funcién, reem-
plazamos cada x en la ecuacién por a.

El dominio de una funcién consiste en todos los
numeros de entrada, y el rango consiste en todos los nu-
meros de salida. A menos que se diga lo contrario, el
dominio de f consiste en todos los nimeros reales x
para los cuales f(x) también es un nimero real.

Algunos tipos especiales de funciones son: funcio-
nes constantes, funciones polinomiales y funciones ra-
cionales. Una funcién que estd definida por medio de
mds de una expresioén se denomina funcién definida
por partes.

En economia, las funciones de oferta y las fun-
ciones de demanda dan una correspondencia entre el
precio p de un producto y el nimero de unidades g del
producto, que los productores (o consumidores) ofre-
ceran (o compraran) a ese precio.

Dos funciones fy g pueden combinarse para formar
una suma, diferencia, producto, cociente o composicién
como sigue:



(f + &)(x) = f(x) + g(x),

)
(f — )(x) = F(x) — g(x).
(f8)(x) = F(x)g(x).
foy @
9T )

(f ° g)(x) = f(g(x).

Un sistema de coordenadas rectangulares nos
permite representar de manera geométrica ecuacio-
nes en dos variables, asi como funciones. La grafica
de una ecuacion en x y y consiste en todos los puntos
(x, y) que corresponden a las soluciones de la ecua-
cién. Para obtenerla trazamos un nimero suficiente
de puntos y los conectamos (en donde sea apropia-
do), de modo que la forma bdsica de la grafica sea vi-
sible. Los puntos en donde la grafica interseca al eje
x y al eje y se denominan interseccién x e intersec-
cién y, respectivamente. Una interseccién x se en-
cuentra al hacer y igual a cero y resolver para x; una
interseccién y se encuentra al hacer x igual a cero y
resolver para y.

La grafica de una funcién fes la grafica de la ecua-
cion y = f(x) y consiste en todos los puntos (x, f(x))
tales que x estd en el dominio de f. Los ceros de f son
los valores de x para los cuales f(x) = 0. Con base en
la grafica de una funcién, es facil determinar el domi-
nio y el rango.

Problemas de repaso
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Para verificar que una grafica representa a una
funcién utilizamos la prueba de la recta vertical. Una
recta vertical no puede cortar a la grafica de una fun-
cién en més de un punto.

Cuando la gréfica de una ecuacién tiene simetria,
el efecto de imagen de espejo nos permite bosquejar la
grafica con menos puntos que de otra forma serian ne-
cesarios. Las pruebas para simetria son las siguientes:

Simetria con respecto
al eje x

Reemplace y por —yenla
ecuacion dada.

Es simétrica si se obtiene
una ecuacion equivalente.
Simetria con respecto
aleje y

Reemplace x por —x en la
ecuaciéon dada.

Es simétrica si se obtiene
una ecuacion equivalente.

Simetria con respecto
al origen

Reemplace x por —xyy
por —y en la ecuacién dada.

Es simétrica si se obtiene
una ecuacion equivalente.

Algunas veces la grafica de una funcién puede ob-
tenerse a partir de una funcién conocida, por medio
de un desplazamiento vertical hacia arriba o hacia aba-
jo, un desplazamiento horizontal hacia la derecha o
hacia la izquierda, una reflexion con respecto al eje x
o al eje y, o bien un alargamiento o una contraccion
vertical en direccién del eje x. Tales transformaciones
estdn indicadas en la tabla 3.2 de la seccidn 3.6.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color se sugiere utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

En los problemas del 1 al 6 proporcione el dominio de cada funcién.

X

LI = e Ty

4. G(x) = 18. 5.

2. g(x) = x* — 6)x|. 3.

Vi

x—1

En los problemas del 7 al 14 determine los valores funcionales para la funcion dada.

7. f(x) = 3x* —4x + 7, £(0), f(=3), f(5), F(2).
=Vx—1, GQ1)
Vaia

u

G(5),G(t + 1), G(xY).
11 h(u) = . h(5), h(—4), h(x), h(u — 4).

4, six <2
13'f(x):{8—x2 six > 2

f(#), £(=2),(0), £(10).

flx +

En los problemas del 15 al 18 determine (a) f(x + h)y (b)

15. f(x) =3 — 7x. 16. f(x) = 11x2 + 4.

8 g(x) =4 g(4), g(lDO) g(—156), g(x + 4).
0. F(x) =2 2; F(=1), F(0), F(5), F(x + 3).
(s — 4y 1 2
12. H(s) =~ H(=2), H(7), H(), H(x").
q,si—1=g<0
14. h(q) = 3 —¢q,si0=¢g <3

2¢%,si3=qg=5
h(0), h(4), h(—2), h(3).
h) — f(x)
h

s simplifique sus respuestas.
7
18. f(x) =

17. = 4x2 +2x — 5. .
flx) = dx" 4 2x X+ 1
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19. Sif(x) = 3x — 1yg(x) = 2x + 3,determine losiguiente: ~ 20. Si f(x) = x>y g(x) = 2x + 1, determine lo siguiente:

a ()@, b (F+e@). o (f— g a (). b (F— ). © (- g)=3).
& (fo)x). e (0. §<x>. & (fo0). e §< ) L §<2>.
g (Fog)®). b (Fog)). i (gof)(x). g (Fog)®). h (goH)). i (gof)—4).

En los problemas del 21 al 24 determine (f ° g)(x)y (g ° f)(x).

21, f(x) = % g(x) = x — 1. 2. flx) == : L ) = Va
23. f(x) = Vx +2, g(x)=x% 24. f(x) =2, g(x)=3.

En los problemas 25 y 26 encuentre las intersecciones de la grdfica de cada ecuacion, y examine la simetria con respecto al eje x, al

eje y y al origen. No haga un bosquejo de las grdficas.

)Cy2

X +1

25. y = 2x — 3x°. 26. = 4.

En los problemas 27 y 28 encuentre las intersecciones con el eje x y con el eje y de la grdfica de cada ecuacion. También examine
la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen. Después haga un bosquejo de las grdficas.

27.y =9 — x% 28. y=3x—1.

En los problemas del 29 al 32 haga la grdfica de cada funcién y proporcione su dominio y rango. También determine las intersecciones.

29. G(u) = Vu + 4. 30. f(x) =Ixl+ 1. 3. y=g() = 4 32. g(t) = V4
33. Grafique la siguiente funcién definida por partes y dé =38, Si f(x) = (4x>> — 3x® + 7)°, determine (a) f(2) y
su dominio y rango: (b) f(2.3). Redondee sus respuestas a dos decimales.
. . = 39. Encuentre todas las raices reales de la ecuacion
1—x, six= 0,
y=rf(x)= .
151x>0. 5X3_7X2:4X_2.
34. Utilice la grafica de f(x = Vx x para hacer un bosque- Redondee sus respuestas a dos decimales.
jodelagrificade y = Vx —2 — 1. = 40. Encuentre todas las raices reales de la ecuacion
35. Utilice la grafica de f(x) = x? para hacer un bosquejo . . 5
de la graficade y = — 1x? + 2. A = (20 — 1)
36. Ecuacion de tendencia Las ventas anuales proyecta- Redondee sus respuestas a dos decimales.
das (en QGlares) de un producto nuevo estdn dadas por 2l 41. Determine todos los ceros reales de
la ecuacion S = 150,000 + 3000z, en donde ¢ es el tiem-
po en afios, contados a partir de 2001. Tal ecuacién se flx) = x(21x* =3 — X + 1.

denomina ecuacion de tendencia. Determine las ventas

anuales proyectadas para 2006. ;Es S una funcion de ¢? Redondee sus respuestas a dos decimales.

37. En la figura 3.40, ;cudles graficas representan funciones 42. Determine el rango de

de x? fx) = { —2.5x — 4, six <0,
* 6+ 41x — x% six=0.
y
= 43. Con base en la gréfica de f(x) = —x* + 0.04x + 7,
\ encuentre (a) el rango y (b) las intersecciones. Re-

dondee los valores a dos decimales.

= 44. Con base en la grafica de f(x) = Vx + 3(x> — 1),
encuentre (a) el valor minimo de f(x), (b) el rango
de fy (c) todos los ceros reales de f. Redondee los va-

(a) (c) lores a dos decimales.

45, Grafique y = f(x) = x> + x*, para k =0, 1, 2, 3
y 4. ;Para cudles valores de k la gréfica tiene (a) sime-
tria con respecto al eje y, (b) simetria con respecto al

FIGURA 3.40 Diagrama para el problema 37. origen?




Aplicacion practica
Una experiencia con los impuestos

uizd haya escuchado el viejo dicho: “Sélo existen
dos cosas seguras en la vida, la muerte y los impues-
tos”. Aqui veremos cémo podemos aplicar las funcio-
nes a una de estas “verdades”, a saber, los impuestos.
Se utilizar4 la tasa de impuesto federal de 2000 de
Estados Unidos, para una pareja casada que presenta
una declaraciéon conjunta. Suponga que usted quiere
determinar una férmula para la funcion f, tal que f(x)
es el impuesto en ddlares sobre un ingreso gravable de
x dolares. El impuesto estd basado en varios rangos
de ingreso gravable. De acuerdo con la tabla Y-1 del
Servicio Interno de Recaudacion (IRS, por sus siglas
en inglés; véase la fig. 3.41):

¢ Six es $0 o menor, el impuesto es $0.

e Six es mayor a $0, pero no mayor a $43,850, el im-
puesto es 15% de x.

¢ Si x es mayor a $43,850, pero no mayor a $105,950,
el impuesto es $6,577.50 mas 28% del monto supe-
rior a $43,850.

¢ Six es mayor a $105,950, pero no mayor a $161,450,
el impuesto es $23,965.50 mas 31% del monto su-
perior a $105,950.

¢ Si x es mayor a $161,450, pero no mayor a $288,350,
el impuesto es $41,170.50 mas 36% del monto su-
perior a $161,450.

¢ Six es mayor a $288,350, el impuesto es $86,854.50
mas 39.6% del monto superior a $288,350.

Forma Y-1 — Utilice si su estado civil
es Casado por bienes mancomunados o viudo(a)

Si el monto de Ingrese en la

la forma 1040, forma 1040, del

linea 38, es Pero no linea 39 monto que

mayor a— mayor a— exceda a—

$0 $43,850  ----------- 15% $0

43,850 105,950 $6,577.50 + 28% 43,850

105,950 161,450 23,695.50+ 31% 105,950

161,450 288,350 41,170.50+ 36% 161,450

288,350 @ - 86,854.50 + 39.6% 288,350

FIGURA 3.41 Servicio Interno de Recaudacion 2000
Forma Y-1.

Es claro que si x = 0, entonces

f(x) =0.

Si0 < x = 43,850, entonces

f(x) = 0.15x.

Obsérvese que el impuesto sobre el ingreso grava-
ble de $43,850 es

£(43.850) = 0.15(43,850) = 6,577.50.

Si 43,850 < x = 105,950, entonces el monto por
encima de 43,850 es x — 43,850, de modo que

f(x) = 6,577.50 + 0.28(x — 43,850).

Como 6,577.50 es 15% de 43,850, para un ingreso
gravable entre $43,850 y $105,950, en esencia, usted pa-
ga impuesto a la tasa de 15% por los primeros $43,850
de ingreso y a la tasa de 28% por el ingreso restante.
Obsérvese que el impuesto sobre $105,950 es

£(105,950) = 6,577.50 + 0.28(105,950 — 43,850)
= 6,577.50 + 0.28(62,100)
= 6,577.50 + 17,388 = 23,965.50.

S1105,950 < x = 161,450, entonces la cantidad que
excede a 105,950 es x — 105,950, de modo que

f(x) = 2396550 + 0.31(x — 105,950).

Ya que $23,965.50 es el impuesto sobre $105,950, pa-
ra un ingreso gravable entre $105,950 y $161,450, usted
estd pagando impuestos a la tasa de 15% por los prime-
ros $43,850 de ingreso, a la tasa de 28% por los siguien-
tes $62,100 de ingreso (105,950 — 43,850 = 62,100), y
a la tasa de 31% por el ingreso restante. Nétese que el
impuesto sobre $161,450 es

£(161,450) = 23,965.50 + 0.31(161,450 — 105,950)
= 23,965.50 + 0.31(55,500)
= 23,965.50 + 17,205
= 41,170.50.
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Si161,450 < x = 288,350, entonces el monto que exce-
de a 161,450 es x — 161,450, de modo que

£(x) = 41,170.50 + 0.36(x — 161,450).

Ya que $41,170.50 es el impuesto sobre $161,450, para un
ingreso gravable entre $161,450 y $288,350, usted estd
pagando impuestos a una tasa de 15% por los primeros
$43,850 de ingreso, a la tasa de 28% por los siguientes
$62,100 de ingreso, a la tasa de 31% por los siguien-
tes $55,500 de ingreso (161,450 — 105,950 = 55,500) y
a la tasa de 36% por el ingreso restante. Obsérvese que
el impuesto sobre $288,350 es

£(288,350) = 41,170.50 + 0.36(288,350 — 161,450)
= 41,170.50 + 0.36(126,900)
= 41,170.50 + 45,684 = 86,854.50.

Si x > 288,350, entonces el monto sobre 288,350 es
x — 288,350, de modo que

f(x) = 86,854.50 + 0.396(x — 288,350).

Como $86,854.50 es el impuesto sobre $288,350, para un
ingreso gravable superior a $288,350, usted estd pagan-
do impuesto a una tasa de 15% por los primeros $43,850
de ingreso, a la tasa de 28% por los siguientes $62,100 de
ingreso, a la tasa de 31% por los siguientes $55,500
de ingreso, a la tasa de 36% por los siguientes $126,900 de
ingreso y a la tasa de 39.6% por el ingreso restante.

Ejercicios

Al resumir todos estos resultados obtenemos la
funcién definida por partes

(0, six =0,
0.15x, si0 < x = 43,850,

6,577.50 + 0.28(x — 43,850),
si 43,850 < x = 105,950,

{23,965.50 + 0.31(x — 105,950),
51 105,950 < x = 161,450,

41,170.50 + 0.36(x — 161,450),
si 161,450 < x = 288,350,

86,854.50 + 0.396(x — 288,350),
\ si x > 288,350.

Con estas férmulas, usted puede representar geométri-
camente la funcién de impuesto al ingreso, como en la
figura 3.42.

fx) =

f(x)

86,854.50

T

T

41,070.50

T

23,695.50

6,577.50

| | | |
43,850 105,950 161,450 288,350

FIGURA 3.42 Funcién de impuesto al ingreso.

Utilice la funcion de impuesto al ingreso f anterior, para determinar el impuesto sobre el ingreso gravable en el afio 2000.

1. $120,000. 2. $35,350.

5. Busque la forma Y-1 mds reciente en www. irs.gov
(Inst 1040 Tax Tables) y repita los problemas 1 a 4
utilizando esa informacién.
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3. $290,000. 4. $162,700.

6. ;Por qué fue significativo que f (105,950)
= $23,965.50, f (161,450) = $41,170.50, etcétera?
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CAPITULO 4

Rectas, parabolas
y sistemas de ecuaciones

ara el problema de la contaminacion industrial, algunas personas reco-
P miendan una solucién basada en el mercado: dejar que los fabricantes
contaminen, pero hacer que ellos paguen por ese privilegio. Entre mayor
contaminacién mayor pago, o gravamen. La idea es dar a los fabricantes un
incentivo para no contaminar mas de lo necesario.

(Funciona este enfoque? En la figura de abajo, la linea 1 representa el
costo por tonelada de reduccién de contaminacién. Una compafiia que conta-
mina de manera indiscriminada puede casi siempre reducir en alguna forma su
contaminacién a un costo minimo. Sin embargo, conforme la cantidad de conta-
minacion se reduce, el costo por tonelada se eleva y eventualmente se dispara.
Esto se ilustra por medio de la linea que se eleva indefinidamente conforme las
toneladas totales de contaminacion producidas se aproximan a cero.

Lalinea 2 es un esquema de gravamen que es menos estricto con opera-
ciones que se efectian con limpieza, pero que cobra una cuota creciente por
tonelada conforme la cantidad de contaminacién total crece.

En contraste, la linea 3 es un esquema en el que los fabricantes que con-
taminan poco pagan un gravamen alto por tonelada, mientras que los grandes
contaminadores pagan menos por tonelada (pero mas de manera global).
Surgen preguntas de equidad, ;qué tan bien funcionard cada esquema como
una medida de control de contaminacién?

Al enfrentarse con un impuesto por contaminar, una compafiia tiende a
disminuir la contaminacién mientras ahorre mds en costos de impuestos que
en costos por reduccion de contaminacion. Los esfuerzos por reduccién conti-
nuan hasta que el ahorro de impuestos y los costos por reduccién empiezan a
equilibrarse.

La segunda mitad de este capitulo estudia los sistemas de ecuaciones.
Aqui, las lineas 1 y 2 representan un sistema de ecuaciones, y las lineas 1y 3
representan un sistema alterno. Una vez que haya
aprendido como resolver sistemas de ecuaciones,
puede regresar a esta pagina y verificar que el
esquema de la linea 2 conduce a una reduccion de
contaminacion de una cantidad A a una cantidad
B, mientras que el esquema de la linea 3 no

Costo por tonelada de
limpieza o gravamen'

funciona como una medida de control de conta-

minacion, ya que deja el nivel de contaminacion Toneladas fotales

en el nivel A. de contaminacién

ITécnicamente, este es el costo marginal por tonelada (véase la sec. 10.3).
127
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Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

de pendiente y formas diferen-
tes de las ecuaciones de rectas.

y L,

/L2

FIGURA 4.1 Larecta L esta
“mads inclinada” que la recta
L2.

7
6
5 Cambio vertical = 4
4
I S Pendiente =3 = 2
2 Cambio
1 horizontal = 2
| | |
/ 12 3 X
FIGURA 4.2 Pendiente de una

recta.

No tener pendiente no significa
tener una pendiente igual a cero.

Este ejemplo muestra cémo puede
interpretarse la pendiente.

4.1 RECTAS

Pendiente de una recta

Muchas relaciones entre cantidades pueden representarse de manera adecua-
da por medio de rectas. Una caracteristica de una recta es su “inclinacién”. Por
ejemplo, en la figura 4.1 la recta L, crece mds rapido que la recta L, cuando va
de izquierda a derecha. En este sentido L, estd més inclinada con respecto a la
horizontal.

Para medir la inclinaciéon de una recta usamos la nocion de pendiente. En
la figura 4.2, conforme nos movemos a lo largo de la recta L, de (1,3) a (3,7),1a
coordenada x aumenta de 1 a 3 y la coordenada y aumenta de 3 a 7. La tasa
promedio de cambio de y con respecto a x es la razon

cambioeny _  cambiovertical _ 7 —3 _ 4 _ )
cambio horizontal 3 —1 2 ’

cambio en x

La razon de 2 significa que por cada unidad de aumento en x hay un aumento
de 2 unidades en y. Debido a este aumento, la recta se eleva de izquierda a de-
recha. Puede demostrarse que sin importar cudles puntos de L se elijan para
calcular el cambio en y al cambio en x, el resultado siempre es 2, al cual llama-
mos pendiente de la recta.

Definicion

Sean (x;,y;) ¥ (x5, y,) dos puntos diferentes sobre una recta no vertical. La pen-
diente de la recta es

Y2 = W1

(4))

) <_ cambio vertical
X, — Xq cambio horizontal )’

Una recta vertical no tiene pendiente, porque cualesquiera dos puntos so-
bre ella deben tener x; = x, [véase la fig. 4.3 (a)], lo que da un denominador
de cero en la ecuacion (1). Para una recta horizontal, cualesquiera dos pun-
tos deben tener y; = y, [véase la fig. 4.3 (b)]. Esto da un numerador de cero
en la ecuacién (1) y, por tanto, la pendiente de la recta es cero.

(x4, ¥1)
(X2, ¥a)

(Xa: ¥2)

Yi=Ye
(X17 yW)

X; =X,

(a) Pendiente no definida (b) Pendiente igual a cero

FIGURA 4.3 Rectas vertical y horizontal.

EJEMPLO 1 Relacion precio-cantidad

La recta de la figura 4.4 muestra la relacion entre el precio p de un articulo (en
dolares) y la cantidad q de articulos (en miles), que los consumidores compra-
rdn a ese precio. Determinar e interpretar la pendiente.



—® Principios en prdctica 1
Relacion precio-tiempo

Un doctor comprd un automévil
nuevo en 1991 por $32,000. En
1994, €l lo vendi6 a un amigo en
$26,000. Dibuje una recta que
muestre la relacion entre el pre-
cio de venta del automévil y el
ano en el que se vendid. Determi-
ne e interprete la pendiente.

m=2
-1
m_2
m=0
—_1
m= 2
m=-2

FIGURA 4.5 Pendientes
de rectas.

y

(%, y)

Pendiente = m

(XM yW)

FIGURA 4.6 Recta que pasa
por (xy, y;) con pendiente m.
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p (precio)

(2,4)

Incremento de 1 unidad

. . s 1 .
=<— Disminucion de 7 unidad

q (cantidad)

FIGURA 4.4 Recta precio-cantidad.

Solucion: en la férmula de la pendiente (1), remplazamos x por g y y por p.
En la figura 4.4, podemos seleccionar cualquier punto como (g, p,). Haciendo

(2,4) = (q1,p1)y 8,1) = (g p>), tenemos
pp—pi_1—4_ -3 _

1
GH—q 8—2 6 ’

m =

La pendiente es negativa, — 3. Esto significa que por cada unidad que aumen-
te la cantidad (un millar de articulos), corresponde una disminucién de } délar
en el precio de cada articulo. Debido a esta disminucion, la recta desciende de
izquierda a derecha.

——

En resumen, podemos caracterizar la orientacién de una recta por su
pendiente:

recta horizontal.

recta vertical.

recta que sube de izquierda a derecha.
recta que desciende de izquierda a derecha.

Pendiente cero:
Pendiente indefinida:
Pendiente positiva:
Pendiente negativa:

En la figura 4.5 se muestran rectas con diferentes pendientes. Observe que
entre mds cercana a cero es la pendiente, estd mds cerca de ser horizontal. Entre
mayor valor absoluto tenga la pendiente, la recta estard mds cercana a ser verti-
cal. Notamos que dos rectas son paralelas si y s6lo si tienen la misma pendien-
te o son verticales.

Ecuaciones de rectas

Si conocemos un punto y la pendiente de una recta, podemos encontrar una
ecuacion cuya grafica sea esa recta. Suponga que la recta L tiene pendiente m
y pasa a través del punto (x;, y,). Si (x, y) es cualquier otro punto sobre L (véa-
se la fig. 4.6), podemos encontrar una relacion algebraica entre x y y. Utilizando
la férmula de la pendiente con los puntos (x;, y;) y (x, y), se obtiene

Yy n _
X — x ’
y = yn=m(x — x). (2)

Todo punto de L satisface la ecuacion (2). También es cierto que todo punto
que satisfaga la ecuacion (2) debe pertenecer a L. Por tanto, la ecuacion (2) es
una ecuacion para L,y se le da un nombre especial:



130  Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

—® Principios en prdctica 2
Forma punto-pendiente

Un nuevo programa de matemati-
cas aplicadas en una universidad
ha aumentado su matricula en 14
estudiantes por afio, durante los
ultimos cinco afos. Si el programa
tenfa matriculados 50 estudiantes
en su tercer afo, ;jcudl es una
ecuacion para el nimero de estu-
diantes S en el programa como
una funcién del nimero de afios T
desde su inicio?

—® Principios en prdctica 3
Determinacién de una recta
a partir de dos puntos

Determine una ecuacion de la rec-
ta que pasa por los puntos dados.
Una temperatura de 41°F es equi-
valente a 5°C y una temperatura
de 77°F es equivalente a 25°C.

Seleccionar (4, —2) como (x;, y;)
daria un resultado equivalente.

y = n=m(x—x)

es la forma punto-pendiente de una ecuacion de la recta que pasa por (xy, y;)
y tiene pendiente m.

| e— .
EJEMPLO 2 Forma punto-pendiente

Determinar una ecuacion de la recta que tiene pendiente 2 y pasa por el punto
(1,—3).

Solucion: al utilizar una forma punto-pendiente con m = 2 y (xy, y;) =
(1,—3) se obtiene

y = n=m(x — x),
y—(=3)=2(x—1),
y+3=2x — 2,
que puede reescribirse como
2x —y —5=0.

Una ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados se puede encon-
trar con facilidad, como lo muestra el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Determinacion de una recta a partir de dos puntos

Encontrar una ecuacion de la recta que pasa por (—3,8) y (4,—2).

Solucion:

Estrategia: primero determinamos la pendiente de la recta a partir de los
puntos dados. Después sustituimos la pendiente y uno de los puntos en la
forma punto-pendiente.

La recta tiene pendiente

m—_—2—-8 __10
4 — (-3) 7

Utilizando una forma punto-pendiente con (—3, 8) como (x;, y,) se obtiene
y—8=—7x—(-3)],
y—=8=—3(x+3),

7y — 56 = —10x — 30,

10x + 7y — 26 = 0.

Recuerde que un punto (0, b) donde una grafica interseca al eje y es lla-
mado una interseccion y (véase la fig. 4.7). Si se conocen la pendiente m y la
interseccion y, b, de una recta, una ecuacion para la recta es [utilizando una
forma punto-pendiente con (x, y;) = (0, b)]

y —b=m(x —0).



/ y=mx+b
(0, b)

Pendiente , b) ~—interseccion y
m
X

/

FIGURA 4.7 Recta con pendiente
m e interseccion y igual a b.

—® Principios en prdctica 4
Determinacion de la pendiente
e interseccion con el eje y de
una recta

Una férmula para la dosis reco-
mendada (en miligramos) de me-
dicamento para un nifio de ¢ afios
de edad es

1
y = ﬂ(; + 1)a,endonde a es la

dosis para un adulto. Un medica-
mento para aliviar el dolor que se
puede comprar sin prescripcién
médica tiene a = 1000. Determi-
ne la pendiente y la interseccion
con el eje y de esta ecuacion.

(a, b)

(% ¥)

FIGURA 4.8 Recta verti-

cal que pasa por (a, b).

y

y=b |(xy)
b (a, b)

FIGURA 4.9 Recta horizon-

tal que pasa por (a, b).
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Alresolver para y se obtieney = mx + b,llamada la forma pendiente-orde-
nada al origen de una ecuacion de la recta:

y=mx + b

es la forma pendiente-ordenada al origen de una ecuacion de la recta con
pendiente m e interseccion b con el eje y.

| pre— . .
EJEMPLO 4 Forma pendiente-ordenada al origen

Encontrar una ecuacion de la recta con pendiente 3 e interseccion y igual a —4.
Solucion: al utilizar la forma pendiente-ordenada al origeny = mx + b con
m = 3yb = —4,se obtiene

y =3x + (—4),

y=3x — 4.

EJEMPLO 5 Determinacién de la pendiente e interseccion con el eje y

de una recta

Hallar la pendiente y la interseccion y de la recta con ecuacion y = 5(3 — 2x).
Solucion:
Estrategia: reescribiremos la ecuacién de modo que tenga la forma pen-

diente-ordenada al origen y = mx + b. Asi, la pendiente es el coeficiente
de x y la interseccion y es el término constante.

Tenemos
y = 5(3 — 2x),
y =15 — 10x,
y = —10x + 15.
Por tanto,m = —10y b = 15, de modo que la pendiente es —10 y la intersec-

cion y es 15.

Si una recta vertical pasa por (a, b) (véase la fig. 4.8), entonces cualquier
otro punto (x, y) pertenece a la recta siy s6losi x = a.La coordenada y puede
tener cualquier valor. De aqui que una ecuacién de la recta esx = a.En forma
analoga, una ecuacion de la recta horizontal que pasa por (a, b) esy = b (véase
la fig. 4.9). Aqui la coordenada x puede tener cualquier valor.

EJEMPLO 6 Ecuaciones de rectas horizontales y verticales

a. Una ecuacion de la recta vertical que pasa por (—2,3) es x = —2. Una
ecuacion de la recta horizontal que pasa por (—2,3) esy = 3.
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La tabla 4.1 proporciona un buen re-

sumen para usted.

No confunda las formas de las ecua-

ciones de las rectas horizontales y
verticales. Recuerde cuadl tiene la
forma x = constante y cudl de ellas
tiene la forma y = constante.

—® Principios en prdctica 5
Conversion entre formas de
ecuaciones de rectas

Determine una forma lineal gene-
ral de la ecuaciéon de conversion
Fahrenheit-Celsius cuya forma
punto pendiente es

F = gC + 32.

Esto ilustra que una forma lineal
general de una recta no es Unica.

—® Principios en prdctica 6
Grafica de una ecuacion lineal
general

Haga un bosquejo de la grafica de
la ecuacién de conversién Fahren-
heit-Celsius que encontré en el
principio en préactica 5. ;Cémo
puede utilizar esta grdfica para
convertir una temperatura Cel-
sius a Fahrenheit?

b. Los ejes x y y son rectas horizontal y vertical, respectivamente. Puesto que
(0,0) pertenece a ambos ejes, una ecuacion del eje x es y = 0y una del eje
yesx = 0.

]

De nuestro analisis podemos demostrar que toda linea recta es la grafica
de una ecuacién de la forma Ax + By + C = 0, donde A, B y C son cons-
tantes,y A y B no son ambas cero. Llamamos a ésta la ecuacion lineal general
(o ecuacion de primer grado) en las variables x y y, y se dice que x y y estdn re-
lacionadas linealmente. Por ejemplo, una ecuacion lineal general paray = 7x
—2es(—7)x + (1)y + (2) = 0. Reciprocamente, la grafica de una ecuacion
lineal general es una recta.

TABLA 4.1 Formas de ecuaciones de lineas rectas

Forma punto pendiente y — y; = m(x — x;)

Forma pendiente
ordenada al origen y=mx + b

Forma lineal general Ax + By + C =0
Recta vertical X =a

Recta horizontal y=2>

EJEMPLO 7 Conversion entre formas de ecuaciones de rectas

a. Hallar una forma lineal general de la recta cuya forma pendiente-ordenada
al origen es

y=—%x + 4.

Solucion: al dejar un miembro que sea igual a cero, tenemos

2
§x+y—4=0,

que es la forma lineal generalcon A = 2, B = 1y C = —4. Una forma li-
neal general alterna puede obtenerse quitando fracciones:

2x +3y — 12 = 0.

b. Hallar la forma pendiente-ordenada al origen de la recta que tiene una for-
ma lineal general 3x + 4y — 2 = 0.

Solucion: queremos la forma y = mx + b, de modo que resolvemos la
ecuacién dada para y. Tenemos

3x +4y —2 =0,

4y = —3x + 2,
3 1

=——x+ =

y 4x >’

que es la forma pendiente-ordenada al origen. Notamos que la recta tiene
pendiente de — 3 e interseccion con el eje y igual a 3.
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N cormpi 0 @ . sz sz 1s
2x—3y+6=0 EJEMPLO 8 Graficacién de una ecuacién lineal general
Hacer el bosquejo de la grdfica2x — 3y + 6 = 0.
(0,2) / Solucion:
/ i Estrategia: ya que ésta es una ecuacion lineal general, su grafica es una li-
)/('_3' 0) X nea recta. Por tanto, s6lo necesitamos determinar dos puntos diferentes a
fin de hacer el bosquejo. Encontraremos las intersecciones.
FIGURA 4.10 Grafica de Six = 0,entonces —3y + 6 = 0,de modo que la interseccién y es 2.Siy = 0,
2x — 3y + 6 =0. entonces 2x + 6 = 0,de modo que la interseccion x es —3. Ahora podemos
dibujar la recta que pasa por (0,2) y (—3,0). (Véase la fig. 4.10.)
I—
Tecnologia
Para graficar la ecuacién del ejemplo 8 con una calcula- 6
dora gréfica, primero expresamos a y en términos de x: !J_,_,s
2x — 3y +6 =0,
3y = 2x + 6, = g
y-="1(2%. +.6):
En esencia, y se expresa como una funcién de x; la gra- i

fica se muestra en la figura 4.11.
FIGURA 4.11 Griaficade2x — 3y + 6 = 0.
a partir de una calculadora.

Rectas paralelas y perpendiculares

Como se estableci6 previamente, existe una regla para rectas paralelas:

Rectas paralelas

Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente o si ambas son
verticales.

También existe una regla para rectas perpendiculares. Vea otra vez la figu-
ra 4.5 y observe que la recta con pendiente — } es perpendicular a la recta con
pendiente 2. El hecho de que la pendiente de cada una de estas rectas sea el re-
ciproco negativo de la pendiente de la otra recta, no es coincidencia, como lo
establece la siguiente regla.

Rectas perpendiculares

Dos rectas con pendientes m; y m, son perpendiculares entre si, si y s6lo si,

m1 = = =——,
ni

Ademds, una recta horizontal y una vertical son perpendiculares entre si.



134 Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

—® Principios en prdctica 7
Rectas paralelas y
perpendiculares

| pren———— .
EJEMPLO 9 Rectas paralelas y perpendiculares

La figura 412 muestra dos rectas que pasan por (3, —2). Una es paralela a la
rectay = 3x + 1,y la otra es perpendicular a ella. Determinar las ecuaciones

Muestre que un tridngulo con vér- de estas rectas.

tices en A(0,0), B(6,0) y C(7,7)
no es un tridngulo rectdngulo.

y=3x+1

4 (a) paralela

~~. !
= T X
~—o I
1/ -2)
\,f“;
; * (b) perpendicular
'I
’l
4

FIGURA 4.12 Rectas paralela y perpendicular
a y = 3x + 1 (ejemplo 9).

Solucion: la pendiente de y = 3x + 1 es 3. Por tanto, la recta que pasa
por (3, —2), que es paralela a y = 3x + 1, también tiene pendiente 3. Utili-
zando la forma punto-pendiente, obtenemos

y = (72) =3(x = 3),
y+2=3x—09,
y = 3x — 11.

La pendiente de la recta perpendicular ay = 3x + 1 debe ser — 1 (el recipro-
co negativo de 3). Utilizando la forma punto-pendiente, obtenemos

y = (=2) = —3(x = 3),

g Ejercicio 4.1

En los problemas del 1 al 8 halle la pendiente de la recta que pasa por los puntos dados.

1. (4,1),(7,10). 2. (=3,11), (2, 1). 3. (4,-2),(~6,3). 4. (2,—4), (3,—4).

5. (5,3), (5,-8). 6. (0,—6),(3,0). 7. (5,-2), (4,-2). 8. (1,—7), (9, 0).

En los problemas del 9 al 24 determine una ecuacion lineal general (Ax + By + C = 0) de la recta que tiene las propiedades
indicadas, y haga el bosquejo de cada recta.

9. Pasa por (2, 8) y tiene pendiente 6. 10. Pasa por el origen y tiene pendiente —35.
11. Pasa por (—2,5) y tiene pendiente — 3. 12. Pasa por (— 3, 5) y tiene pendiente 3.
13. Pasa por (—6,1) y (1,4). 14. Pasapor (7,1) y (7,-5).
15. Pasa por (3,—1) y (—2,—9). 16. Pasa por (0,0) y (2,3).
17. Tiene pendiente 2 y su interseccion con el eje y es 4. 18. Tiene pendiente 5y su interseccién con el eje y es —7.

19. Tiene pendiente de — 3 y su interseccién con el eje y es —3. 20. Tiene pendiente 0y su interseccién con el eje y es — 3.
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21. Es horizontal y pasa por (—3,—2). 22. Es vertical y pasa por (—1, 4).

23. Pasa por (2,—3) y es vertical. 24. Pasa por el origen y es horizontal.

En los problemas del 25 al 34 encuentre, si es posible, la pendiente y la interseccion con el eje y de la recta determinada por la
ecuacion, y haga el bosquejo de la grifica.

25. y =4x — 6. 26. x —1=25. 27. x +2y —3=0. 28. y +4=1.
29, x = —5. 30. x —9 =5y + 3. 31. y = 3x. 32. y —7=3(x—4).
33.y=1. 34. 2y —3=0.

En los problemas del 35 al 40 determine una forma lineal general y la forma pendiente-ordenada al origen de cada ecuacion.

35. 20 = 5 — 3y. 36. 3x+2y =6 3. 4x+9y—5=0.
38. 2(x —3) —4(y +2) =8 39 T-2-y4 40, y= -yt
. 2(x y . - 373 . - Y= 500% .

En los problemas del 41 al 50 determine si las rectas son paralelas, perpendiculares o ninguna de las dos.

41. y="Tx + 2, y="7x — 3. 42, y=4x +3, y=15-+4x.
43. y=5x+2, —S5x+y—3=0. 4. y=x, y=—x.

45. x +2y +1 =0, y=—2x. 46. x +2y =0, x+y—4=0.
47. y =3, x=—_%. 48. x =3, x = —3.

49.3x +y=4 x—3y+1=0 50. x—1=0, y=0.

En los problemas del 51 al 60 determine una ecuacion de la recta que satisfaga las condiciones dadas. Si es posible, dé la respues-
ta en la forma pendiente-ordenada al origen.

51. Pasa por (—3,2) y es paralelaa y = 4x — 5. 52. Pasapor (2,—8) yes paralelaax = —4.

53. Pasa por (2,1) y es paralelaa y = 2. 54. Pasapor (3,—4)yesparalelaay = 3 + 2x.

55. Es perpendicular a y = 3x — 5y pasa por (3,4). 56. Es perpendicular a y = —4 y pasa por (1,1).

57. Pasa por (7,4) y es perpendicular a y = —4. 58. Pasa por (—5,4) y es perpendicular a la recta
2y = —x + 1.

59. Pasa por (—7,—5) y es paralela a la recta 60. Pasa por (—4, 10) y es paralela al eje y.

2x + 3y + 6 =0.

61. Una recta pasa por (1,2) y por (—3, 8). Determine el En los problemas 65 y 66 determine una ecuacion de la recta
punto en la recta que tiene una abscisa (coordenada x) que describe la informacion siguiente.
iguala 5. 65. Cuadrangulares En una temporada, un jugador de las
62. Una linea recta tiene pendiente 2 e interseca al eje y en ligas mayores de béisbol dio 14 cuadrangulares al final
(0,1). (El punto (—1,—1) pertenece a la recta? del tercer mes y 20 cuadrangulares al final del quinto
63. Acciones En 1988, las acciones de una compaiiia de mes.
biotecnologia se cotizaron en $30 por accion. En 1998, 66. Negocios La propietaria de una tienda de embutidos
la compaififa empez6 a tener problemas y el precio de inicia su negocio con una deuda de $100,000. Después
las acciones cay6 a $10 por accién. Dibuje una recta de operarla durante cinco afios, ella acumula una utili-
que muestre la relacién entre el precio por accion y el dad de $40,000.
afio en que se comercio, con afios en el eje x y el precio 67. Fecha de parto La longitud, L, de un feto humano de
en el eje y. Encuentre una interpretacion para la pen- mas de 12 semanas puede estimarse por medio de la
diente. formula L = 1.53t — 6.7, en donde L estd en centime-
64. Velocidad del sonido Una grafica de la velocidad del trosy ¢ estd en semanas desde la cqncepcién. Un tocolo-
sonido, S (en metros por segundo), al nivel del mar, £o unhZf‘ la longitud del .feto, medido por medlo de
contra la temperatura T del aire (en grados Celsius), ultrasonido, para determinar la edad aproximada del
tiene una pendiente de 0.61. La ecuacion que describe feto y establecer una fecha de parto para la madre. La
la relacién entre la velocidad del sonido y la temperatu- férmula debe reescribirse para tener como resultado
radel aire es S = 0.617 + b. Cuando la temperatura una edad, L dadala l.ongitud fet.al L.D etermine. la pen-
es 15°C, un investigador mide la velocidad del sonido diente y la interseccion con el eje L de la ecuacion.
como 340.55 metros por segundo. Determine b para 68. Lanzamiento de disco Un modelo matematico puede

completar la ecuacion. aproximar la distancia con que se gand en el lanzamiento
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de disco en los Juegos Olimpicos mediante la férmula
d = 184 + t,en donde d estd en piesy t = 0 corres-
ponde al afio 1984. Determine una forma lineal general
de esta ecuacion.

Mapa del campus Un mapa coordenado de un campus
universitario da las coordenadas (x, y) de tres edificios
principales como sigue: centro de computo, (3.5, —1);

laboratorio de ingenieria, (0.5, 0); biblioteca (—1,—4.5).

Determine las ecuaciones (en la forma pendiente-orde-
nada al origen) de las trayectorias en linea recta que
conectan (a) el laboratorio de ingenieria con el centro
de computo, y (b) el laboratorio de ingenieria con la
biblioteca. Demuestre que estas dos trayectorias son
perpendiculares.

Geometria Muestre que los puntos A(0, 0), B(0,4),
C(2,3) y D(2,7) son los vértices de un paralelogramo

(los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos).

Angulo de aproximacion Un pequefio aeroplano esta
aterrizando en un aeropuerto con un dngulo de aproxi-
macién de 45 grados, o pendiente de —1. El aeroplano
inicia su descenso cuando tiene una elevacién de 3300
pies. Determine la ecuacién que describe la relacién
entre la altitud de la aeronave y la distancia recorrida,
suponiendo que el dangulo de aproximacion inicia en la
distancia cero. Haga una gréfica de su ecuacién en una
calculadora gréfica. Si el aeropuerto estd a 4000 pies
desde donde el aeroplano inicia su aterrizaje, ;qué le
dice la gréfica acerca de la aproximacion?

Ecuacién de costo  El costo diario promedio, C, para
una cuarto en un hospital de la ciudad se elevé $59.82
por afio durante los afios 1990 a 2000. Si el costo pro-
medio en 1996 fue $1128.50, ;cudl es una ecuacién que
describe el costo promedio durante esta década, como
una funcién del nimero de afios, T, desde 1990?

Ecuacion de ingreso Un pequefio negocio pronostica
que su ingreso crecerd de acuerdo con el método de la

74.
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linea recta con una pendiente de $50,000 por afio. En
su quinto afio, el negocio tuvo ingresos por $330,000.
Determine una ecuacién que describa la relacion
entre los ingresos, R, y el nimero de afios, 7, desde la
apertura del negocio.

Grafique y = 1.3x + 7y verifique que la intersec-
cién y sea 7.

Grafique las rectas cuyas ecuaciones son

y=15x + 1,
y=15x — 1,

y = 1.5x + 2.5.

(Qué observa acerca de las orientaciones de estas li-
neas? ;Por qué esperaria este resultado, a partir de
las ecuaciones de las lineas?

. Grafique la recta y = 3.4x — 2.3. Determine las

coordenadas de cualesquiera dos puntos de la recta
y utilicelos para estimar la pendiente. ;Cudl es la
pendiente real de la recta?

. Utilizando una ventana estdndar y el mismo rectan-

gulo de visualizacion, haga la grafica de las rectas
con ecuaciones

0.1875x — 03y + 094 =0

032x + 02y + 1.01 =0

Ahora, cambie la ventana a una ventana cuadrada
(por ejemplo, en la calculadora TI-83, utilice ZOOM,
Zsquare). Observe que las rectas aparentan ser per-
pendiculares entre si. Pruebe que esto es cierto.

W[50 [8 Desarrollar la nocion
de curvas de demanda y oferta, e
introducir funciones lineales.

—® Principios en prdctica 1
Niveles de produccion

Un fabricante de bienes deporti-
vos asigna 1000 unidades de tiem-
po por dia para fabricar esquis y
botas para esquis. Si toma 8 uni-
dades de tiempo fabricar un esqui
y 14 unidades de tiempo producir
una bota, determine una ecuacion
que describa todos los posibles ni-
veles de produccién de los dos
productos.

4.2 APLICACIONES Y FUNCIONES LINEALES

Muchas situaciones de la economia pueden describirse utilizando rectas, como
lo muestra el ejemplo 1.

EJEMPLO 1 Niveles de produccién

Suponga que un fabricante utiliza 100 libras de material para hacer los productos
Ay B, que requieren de 4 y 2 libras de material por unidad, respectivamente. Si
xy y denotan el nimero de unidades producidas de A y B, respectivamente,
entonces todos los niveles de produccion estan dados por las combinaciones
de x y y que satisfacen la ecuaciéon

4x + 2y = 100, donde x,y = 0.

Por tanto, los niveles de produccion de A y B estan relacionados linealmente.
Al resolver para y se obtiene

y=—"2x+50 (forma pendiente-ordenada al origen),



¥ (unidades de B)
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FIGURA 4.13 Niveles de produc-

cion relacionados linealmente.

Por lo general, una curva de deman-
da desciende de izquierda a derecha
y una curva de oferta asciende de

izquierda a derecha. Sin
existen excepciones. Por

embargo,
ejemplo, la

demanda de insulina podria repre-

sentarse por medio de u

na recta

vertical, ya que esta demanda per-
manece constante sin importar el

precio.
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de modo que la pendiente es —2. La pendiente refleja la tasa de cambio del ni-
vel de produccién de B con respecto al de A. Por ejemplo, si se produce una
unidad adicional de A, se requerirdn 4 libras mds de material, de lo que resul-
tan 3 = 2 unidades menos de B. Por tanto, cuando x aumenta en una unidad, el
valor correspondiente de y disminuye en 2 unidades. Para hacer el bosquejo de

la gréafica de y = —2x + 50, podemos utilizar la interseccién con el eje y (0,
50),y el hecho de que cuando x = 10, y = 30 (véase la fig. 4.13).
I—

Curvas de demanda y de oferta

Para cada nivel de precio de un producto existe una cantidad correspondiente
de ese producto, que los consumidores demandaran (esto es, compraran) du-
rante algiin periodo. Por lo general, a mayor precio la cantidad demandada es
menor; cuando el precio baja la cantidad demandada aumenta. Si el precio por
unidad del producto estd dado por p, y la cantidad correspondiente (en unida-
des) esta dada por g, entonces una ecuacion que relaciona p y g se llama ecuacion
de demanda. Su grifica es la curva de demanda. La figura 4.14(a) muestra una
curva de demanda. De acuerdo con la préctica de la mayoria de los economis-
tas, el eje horizontal es el eje g y el vertical es el eje p. Supondremos que el pre-
cio por unidad est4d dado en ddlares y el periodo es una semana. Asi, el punto
(a, b) en la figura 4.14(a) indica que a un precio de b ddlares por unidad, los
consumidores demandardn a unidades por semana. Como los precios o canti-
dades negativas no tienen sentido, a y b deben ser no negativos. Para la mayo-
ria de los productos, un incremento en la cantidad demandada corresponde a
una disminucion en el precio. Asi que, por lo general, una curva de demanda
desciende de izquierda a derecha, como en la figura 4.14(a).

o] o]
Curva de demanda Curva de oferta

] ]
o sSdp--------—- (¢, d)
c = |
2 2 |
B bf--m--- 3 :
o i o !
e i L |

i |

a qa c q

(Cantidad por unidad de tiempo) (Cantidad por unidad de tiempo)

(a) (b)

FIGURA 4.14 Curvas de demanda y de oferta.

Como respuesta a los diferentes precios, existe una cantidad correspon-
diente de productos que los productores estan dispuestos a proveer al merca-
do durante algtn periodo. Por lo general, a mayor precio por unidad es mayor
la cantidad que los productores estdn dispuestos a proveer; cuando el precio
disminuye también lo hace la cantidad suministrada. Si p denota el precio por
unidad y g la cantidad correspondiente, entonces una ecuacion que relaciona p
y ¢ se llama ecuacion de oferta, y su grafica es una curva de oferta. La figura
4.14(b) muestra una curva de oferta. Si p estd en délares y el periodo es una se-
mana, entonces el punto (¢, d) indica que a un precio de d ddlares cada una, los
productores proveeran ¢ unidades por semana. Al igual que antes, ¢ y d son no
negativos. Una curva de oferta casi siempre asciende de izquierda a derecha,
como en la figura 4.14(b). Esto indica que un fabricante suministrara mas de
un producto a precios mayores.
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—*® Principios en prdctica 2
Determinacion de una
ecuacion de demanda

La demanda semanal de televiso-
res de 26 pulgadas es 1200 unida-
des cuando el precio es de $575
cada uno, y 800 unidades cuando
el precio es de $725 cada uno. De-
termine la ecuacion de demanda
para los televisores, suponiendo
un comportamiento lineal.

Ahora centraremos la atencién en las curvas de oferta y de demanda que
son lineas rectas (véase la fig. 4.15); se les denomina curvas de oferta lineal y
de demanda lineal. Tales curvas tienen ecuaciones en las que p y g estan rela-
cionadas de manera lineal. Puesto que una curva de demanda por lo general
desciende de izquierda a derecha, una curva de demanda lineal tiene pendien-
te negativa [véase la fig. 4.15(a)]. Sin embargo, la pendiente de una curva de
oferta lineal es positiva, ya que la curva asciende de izquierda a derecha [véa-
se la fig. 4.15(b)].

o o
Curva de demanda Curva de
lineal oferta lineal
Pendiente Pendiente
negativa positiva
q q
(a) (b)

FIGURA 4.15 Curvas de demanda y oferta lineales.

EJEMPLO 2 Determinacion de una ecuacion de demanda

Suponga que la demanda por semana de un producto es de 100 unidades, cuan-
do el precio es de $58 por unidad, y de 200 unidades a un precio de $51 cada
una. Determinar la ecuacion de demanda, suponiendo que es lineal.

Solucion:

Estrategia: ya que la ecuacion de demanda es lineal, la curva de demanda
debe ser una linea recta. Tenemos que la cantidad ¢ y el precio p estan rela-
cionados linealmente de tal modo que p = 58 cuando g = 100y p = 51
cuando g = 200. Por lo que los datos dados pueden representarse en un
plano de coordenadas g, p [véase la fig. 4.15 (a)] por los puntos (100, 58) y
(200, 51). Con estos puntos podemos encontrar una ecuacion de la recta,
esto es, la ecuacion de demanda.

La pendiente de la recta que pasa por (100, 58) y (200, 51) es
_S51—=58 _ 7
"7 200 — 100 100

Una ecuacién de la recta (forma punto-pendiente) es

p—p=m(q— q),
7

A T

(g — 100).

Al simplificar, se obtiene la ecuacién de demanda

7
P = —@q + 65. (1)
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FIGURA 4.16 Grafica de la
funcion de demanda
p=-— ﬁq + 65.

1000

0

—® Principios en prdctica 3
Graficas de funciones lineales

Una compaififa que repara compu-
tadoras, cobra por un servicio una
cantidad fija més una tarifa por
hora. Si x es el nimero de horas
necesarias para un servicio, el cos-
to total se describe por medio de
la funcién f(x) = 40x + 60. Ha-
ga una grafica de la funcién deter-
minando y graficando dos puntos.
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Por costumbre, una ecuacion de demanda (asi como una ecuacion de oferta)
expresa p en términos de ¢, lo que en realidad define una funcién de q. Por
ejemplo, la ecuacién (1) define p como una funcién de g y por ello se le llama
la funcion de demanda para el producto (véase la fig. 4.16).

Funciones lineales

En la secciéon 3.2 se describié una funcion lineal. A continuacién se presenta
una definicién formal.

Definicion
Una funcién fes una funcion lineal siy s6lo si f(x) puede escribirse en la for-
ma f(x) = ax + b,en donde a y b son constantes y a 7 0.

Suponga que f(x) = ax + b esuna funcion lineal y que y = f(x). Enton-
ces y = ax + b,lacual es la ecuacidon de una recta con pendiente a e intersec-
cion con el eje y b. Asi, la grafica de una funcién lineal es una recta. Decimos
que la funcién f(x) = ax + b tiene pendiente a.

EJEMPLO 3 Graficacion de funciones lineales

a. Graficar f(x) = 2x — L.

Solucion: aqui fes una funcién lineal (con pendiente 2), de modo que su
gréfica es una recta. Como dos puntos determinan una recta, s6lo necesi-
tamos graficar dos puntos y después dibujar una recta que pase por ellos
[véase la fig.4.17(a)]. Observe que uno de los puntos graficados es la inter-
seccion con el eje vertical, —1, que ocurre cuando x = 0.

f(x)

f(x)=2x—1
3
x[f(x) i t]g(t)
o -1 L L x o] 5
2] 3 —1/6 2 6] 1
(a) (©)

FIGURA 4.17 Graficas de funciones lineales.

15 — 2t
b. Grafique g(t) = —3

Solucion: observe que g es una funcidn lineal porque podemos expre-
sarla en la forma g(¢) = at + b.

15 — 2t 15 2t 2
A T T T T

La grafica de g se muestra en la figura 4.17(b). Ya que la pendiente es — 3,
observe que cuando ¢ aumenta en 3 unidades, g(t) disminuye en 2.
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—*= Principios en prdctica 4
Determinacion de una funcion
lineal

La altura de nifios entre las edades
de 6 a 10 afios puede modelarse
por medio de una funcién lineal de
la edad ¢, en afios. La altura de una
nifia cambia 2.3 pulgadas por afo;
ella mide 50.6 pulgadas de altura a
la edad de 8 afos. Determine una
funcién que describa la altura de
esta nifia a la edad de ¢ afios.

—® Principios en prdctica 5
Determinacion de una funcion
lineal

Un collar antiguo se espera que
tenga un valor de $360 después de
3 afos y de $640 al cabo de 7 afios.
Determine una funcién que des-
criba el valor del collar después
de x afios.

EJEMPLO 4 Determinacion de una funcion lineal

Suponer que f es una funcion lineal con pendiente 2y f(4) = 8. Hallar f(x).

Solucion: ya que fes lineal, tiene la forma f(x) = ax + b.La pendiente es
2,de modo que a = 2y tenemos

f(x) =2x + b. )

Ahora determinamos b. Como f(4) = 8, en la ecuacién (2) reemplazamos x
por 4 y resolvemos para b.

£(4) =2(4) + b,
8§ =8+ b,
0 =b.

De aqui que, f(x) = 2x.

EJEMPLO 5 Determinacion de una funcion lineal

Si y = f(x) es una funcién lineal tal que f(—2) = 6y f(1) = —3, encontrar
f(x).

Solucion:

Estrategia: los valores de la funcidn corresponden a puntos sobre la gra-
fica de f. Con estos puntos podemos determinar una ecuacién de la recta
y, por tanto, de la funcién lineal.

La condicién f(—2) = 6 significa que cuando x = —2, entonces y = 6. Por
tanto, (—2, 6) pertenece a la grafica de f, que es una recta. De manera similar,
f(1) = —3 implica que (1, —3) también pertenece a la recta. Si hacemos (x;,
y1) = (—2,6) y (x5, ¥,) = (1, —3),la pendiente de la recta esta dada por

»w—wn _ —3—6 _;9:

= = -3.
x2 - xl 1 - (_2) 3

m =

Podemos encontrar una ecuacion de la recta por medio de la forma punto-
pendiente:
y =y =m(x — x),
y —6==3x—(=2)],
y—6="3x — 6,
y = —3x.

Puesto que y = f(x), f(x) = —3x. Por supuesto, se obtiene el mismo resulta-
do si hacemos (xy, y;) = (1,—3).

I— |

En muchos estudios los datos se retdnen y grafican en un sistema de coor-
denadas. Un anilisis de los resultados puede indicar que hay una relacién fun-
cional entre las variables involucradas. Por ejemplo, los datos pueden ser
aproximados por puntos en una recta. Esto indicaria una relacién funcional
lineal, tal como en el ejemplo 6 que sigue.
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[ pre——— .
EJEMPLO 6 Dieta para gallinas

En pruebas hechas en una dieta experimental para gallinas, se determiné que el
peso promedio w (en gramos) de una gallina fue, segiin las estadisticas, una
funcion lineal del niimero de dias d después de que se inicié la dieta, donde
0 = d = 50. Suponer que el peso promedio de una gallina al inicio la dieta fue
de 40 gramos, y 25 dias después fue de 675 gramos.

w(peso) a. Determinar w como una funcién lineal de d.

6751 (25, 675) Solucion: como w es una funcion lineal de d, su grafica es una linea recta.
Cuando d = 0 (al inicio de la dieta), w = 40. Por tanto, (0, 40) pertenece
a la grafica (véase la fig. 4.18). De manera similar, (25, 675) pertenece a la
grafica. Si hacemos (d;, w;) = (0,40) y (d,, w,) = (25, 675), 1a pendiente
de la recta es

40 — d(dias) w, —w; _ 675 —40 _ 635 _ 127
25 50 m= = =22 _ el
d, — d; 25—0 25 5
FIGURA 4.18 Funcién lineal Utilizando la forma punto-pendiente, tenemos
que describe la dieta para
gallinas. w— w, = m(d — d,),
127
w— 40 = —(d — 0),
5
12
w — 40 = Jd,
5
12
w = %d + 40,

que expresa w como una funcién lineal de d.

b. Determinar el peso promedio de una gallina cuando d = 10.

Solucién: cuando d = 10, tenemos w = Z(10) + 40 = 254 + 40
= 294. Asi, el peso promedio de una gallina 10 dias después del inicio de
la dieta es de 294 gramos.

g Ejercicio 4.2

En los problemas del 1 al 6 determine la pendiente y la interseccion con el eje vertical de la funcion lineal; haga un bosquejo de
la grdfica.
1. y = f(x) = —4x. 2. y= f(x)=x+ 1 3. g(t) =2t — 4.

2
4 g(t) =2(4 —1). 5. h(g) = T". 6. h(q) = 05q + 0.25.

En los problemas del 7 al 14 determine f(x), si f es una funcion lineal que tiene las propiedades dadas.

7. Pendiente = 4, f(2) = 8. 8. f(0) =3, f(4) =-5.
9. f(1) =2, f(-2)=28. 10. Pendiente = —4, f(3) = —2.
11. Pendiente = —3, f(—3) = 4. 12. f(1) =1, f(2) =2

13. f(=2) =1, f(—4) =3 14. Pendiente = 0.01, f(0.1) = 0.01.
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Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

Ecuacion de demanda Suponga que los clientes de-
mandaran 40 unidades de un producto cuando el precio
es de $12 por unidad, y 25 unidades cuando el precio es
de $18 cada una. Halle la ecuacién de la demanda, su-
poniendo que es lineal. Determine el precio por unidad
cuando se requieren 30 unidades.

Ecuacion de demanda La demanda semanal para un li-
bro que se vende mucho es de 26,000 ejemplares cuando
el precio es $16 cada uno, y de 10,000 libros cuando el
precio es de $24 cada uno. Determine una ecuacién de
demanda para el libro, suponiendo que aquélla es lineal.

Ecuacion de oferta Un fabricante de refrigeradores
produce 3000 unidades cuando el precio es de $940 y
2200 unidades cuando el precio es $740. Suponga que el
precio, p, y la cantidad, ¢, producidas estan relacionadas
de manera lineal. Determine la ecuacién de oferta.

Ecuacion de oferta Suponga que un fabricante de
zapatos colocard en el mercado 50 mil pares cuando

el precio es 35 (d6lares por par) y 35 mil pares de zapa-
tos cuando el precio es 30 délares. Determine la ecuacién
de oferta, suponiendo que el precio p y la cantidad g
estan relacionadas de manera lineal.

Ecuacion de costo  Suponga que el costo para produ-
cir 10 unidades de un producto es $40 y el costo para 20
unidades es $70. Si el costo, ¢, esta relacionado de ma-
nera lineal con la produccidn, ¢, determine el costo de
producir 35 unidades.

Ecuacién de costo  Un anunciante va con un impresor
y éste le cobra $79 por 100 copias de un volante y $88
por 400 copias de otro volante. Este impresor cobra un
costo fijo, mds una tarifa por cada copia de volantes de
una sola pdgina. Determine una funcién que describa el
costo de un trabajo de impresion, si x es el nimero de
copias que se hacen.

Tarifas de electricidad Una compaiiia de electricidad
cobra a clientes residenciales 12.5 centavos por kilowatt-
hora més un cargo base mensual. La factura mensual
de un cliente viene con $51.65 por 380 kilowatt-hora.
Determine una funcién lineal que describa el monto
total por concepto de electricidad, si x es el nimero de
kilowatt-hora utilizados en un mes.

Terapia por medio de radiaciéon Un paciente con
cancer recibira terapias mediante firmacos y radiacion.
Cada centimetro cibico de la droga que serd utilizada
contiene 200 unidades curativas, y cada minuto de expo-
sicién a la radiacién proporciona 300 unidades curativas.
El paciente requiere 2400 unidades curativas. Si se
administran d centimetros cibicos y r minutos de radia-
cion, determine una ecuacion que relacione d y r. Haga
la grafica de la ecuacion parad = Oyr = 0;marque
el eje horizontal como d.

Depreciacion Suponga que el valor de una pieza de
magquinaria disminuye cada afio en 10% de su valor

24.
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original. Si el valor original es $8000, determine una
ecuacion que exprese el valor v de la maquinaria ¢ afios
después de su compra, en donde 0 = ¢ = 10. Haga un
bosquejo de la ecuacion, seleccione ¢ como el eje hori-
zontal y v como el eje vertical. ;Cudl es la pendiente de
la recta resultante? Este método de considerar el valor
del equipo se denomina depreciacion lineal.

Depreciacion Un televisor nuevo se deprecia $120
por aiio, y tiene un valor de $340 después de 4 afios.

Determine una funcién que describa el valor de este
televisor, si x es la edad, en anos, de la television.

Apreciacion Un nuevo edificio de apartamentos se
vendié por $960,000 cinco afios después de que se com-
pro. Los propietarios originales calcularon que el edifi-
cio se apreciaba $45,000 por afio, mientras ellos fuesen
los propietarios. Determine una funcion lineal que des-
criba la apreciacion del edificio, si x es el nimero de
afos desde la compra original.

Apreciacion Una casa comprada en $198,000 se espe-
ra que duplique su valor en 18 afios. Determine una
ecuacion lineal que describa el valor de la casa después
de x anos.

Precios por reparacion Una compania que repara co-
piadoras comerciales, cobra por un servicio una canti-
dad fija mds una tarifa por hora. Si un cliente tiene una
factura de $150 por un servicio de una hora y $280 por
un servicio de tres horas, determine una funcién lineal
que describa el precio de un servicio, en donde x es el
nimero de horas del servicio.

Longitud de lana de ovejas Para regular su temperatu-
ra en relacién con el calor ambiental, las ovejas aumentan
su ritmo respiratorio, r (por minuto), cuando la longitud
de la lana, / (en centimetros) disminuye.2 Suponga que
una oveja con una longitud de lana de 2 cm tiene un rit-
mo (promedio) respiratorio de 160, y aquéllas con una
longitud de lana de 4 cm tienen un ritmo respiratorio de
125. Suponga que ry / estan relacionadas linealmente.
(a) Determine una ecuacién que proporcione r en tér-
minos de /. (b) Determine el ritmo respiratorio de una
oveja que tiene una longitud de lana de 1 cm.

Linea de isocostos En anélisis de produccién, una /i-
nea de isocosto es una linea cuyos puntos representan
todas las combinaciones de dos factores de produccién
que pueden comprarse por la misma cantidad. Su-
ponga que un granjero tiene asignados $20,000 para la
compra de x toneladas de fertilizante (con un costo de
$200 por tonelada) y y acres de tierra (con un costo
de $2000 por acre). Determine una ecuacién de la li-
nea de isocosto que describa las distintas combinacio-
nes que pueden comprarse con $20,000. Observe que ni
x ni y pueden ser negativas.

2Adaptado de G. E. Folk, Jr., Textbook of Environmental Physiology.
2a. ed. (Philadelphia: Lea & Febiger, 1974.)
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Linea de isoutilidad Un fabricante produce los produc-
tos X'y Y para los cuales las ganancias por unidad son de
$4 y $6, respectivamente. Si se venden x unidades de X
y y unidades de Y, entonces la ganancia total P esta
dada por P = 4x + 6y,donde x, y = 0. (a) Haga el
bosquejo de la grafica de esta ecuacion para P = 240.
El resultado se conoce como linea de isoutilidad, y sus
puntos representan todas las combinaciones de ventas
que producen una utilidad de $240. (b) Determine la
pendiente para P = 240. (¢) Si P = 600, determine
la pendiente. (d) ¢Las rectas de isoutilidad para los
productos X'y Y son paralelas?

Escala de calificaciones Por razones de comparacion,
un profesor quiere cambiar la escala de las calificacio-
nes de un conjunto de exdmenes escritos, de modo que
la calificacion maxima siga siendo 100, pero la media
(promedio) sea 80 en lugar de 56. (a) Determine una
ecuacion lineal que prediga esto. [Sugerencia: quiere
que 56 se convierta en 80 y 100 permanezca como 100.
Considere los puntos (56, 80) y (100, 100), y de manera
mas general, (x, y), donde x es la calificacién anterior y
y la nueva. Encuentre la pendiente y utilice la forma
punto-pendiente. Exprese y en términos de x.] (b) Si en
la nueva escala 60 es la calificaciéon mds baja para acre-
ditar, ;cudl fue la calificacion mds baja para acreditar
en la escala original?

Psicologia El resultado del experimento psicolégico
de Sternberg?® sobre la recuperacién de informacion,
es que el tiempo de reaccion, R, de una persona, en
milisegundos, de acuerdo con las estadisticas es una
funcién lineal del tamafio del conjunto de memoria N
como sigue:

R = 38N + 397.

Haga el bosquejo de la grafica paral = N = 5. ;Cual
es la pendiente?

Psicologia En cierto experimento de aprendizaje
que involucra repeticién y memoria,” se estimé que la
proporcién p de elementos recordados se relacionaba
linealmente con un tiempo de estudio efectivo ¢ (en se-
gundos), donde ¢ estd entre 5y 9. Para un tiempo de
estudio efectivo de 5 segundos, la proporcién de ele-
mentos recordados fue de 0.32. Por cada segundo mas
en el tiempo de estudio, la proporcién recordada au-
mentaba en 0.059. (a) Determine una ecuacién que
proporcione p en términos de ¢. (b) ;Qué proporcién
de elementos se recordaron con 9 segundos de tiempo
efectivo de estudio?

Dieta para cerdos En pruebas realizadas en una dieta
experimental para cerdos, se determiné que el peso
(promedio) # (en kilogramos) de un cerdo, estadisti-

3G.R. Loftus y E. E. Loftus, Human Memory: The Processing of Infor-
mation (Nueva York: Lawrence Erlbaum Associates, Inc., distribuido
por Halsted Press, Division de John Wiley & Sons, Inc., 1976).

“D. L. Hintzman, “Repetition and Learning”, en The Psychology of
Learning, vol. 10, ed. G. H. Brower (Nueva York: Academic Press,

Inc.

,1976,p.77).
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camente era una funcién lineal del nimero de dias, d,
después de iniciada la dieta, donde 0 = d = 100. Siel
peso de un cerdo al inicio de la dieta fue de 20 kg,y a
partir de ahi gand 6.6 kg cada 10 dias, determine z co-
mo una funcién de d; calcule el peso de un cerdo para
50 dias después que inicio la dieta.

Chirrido de grillos Los bidlogos han encontrado que
el nimero de chirridos por minuto hechos por los grillos
de cierta especie estdn relacionados con la temperatura.
La relacion es casi lineal. A diferencia de los grillos que
se mencionaron al inicio del capitulo 1, estos grillos chi-
rrian todo el verano. A 68°F, los chirridos de los grillos
son casi 124 por minuto. A 80°F son alrededor de 172
por minuto. (a) Determine una ecuacion que dé la tem-
peratura Fahrenheit, 7, en términos del nimero de chi-
rridos, ¢, por minuto. (b) Si usted cuenta los chirridos
sOlo durante 15 segundos, ;cémo puede estimar rapida-
mente la temperatura?

\
J

Circuitos eléctricos En un circuito eléctrico el voltaje,
V (en volts), y la corriente, i (en amperes), estan rela-
cionados linealmente. Cuando i = 4,V = 2;cuando
i= 12,V = 6.

a. Determine V como una funcién de i.
b. Encuentre el voltaje cuando la corriente es de 10.

Fisica La presion, P, de un volumen constante de gas,
en centimetros de mercurio, esta relacionada lineal-
mente con la temperatura, 7, en grados Celsius. En un
experimento con aire seco, se encontré que P = 90
cuando T = 40,y que P = 100 cuando 7 = 80. Expre-
se P como una funcion de 7.

Teoria eléctrica Cuando una gréfica de la diferencia
de potencial, V, en volts, de una celda de Daniell se gra-
fica como una funcién de la corriente, i, en amperes, que
se envia a un resistor externo, se obtiene una linea rec-
ta. La pendiente de esta recta es el negativo del valor
de la resistencia interna de la celda. Para una celda par-
ticular con resistencia interna de 0.06 ohms, se encontré
que V = 0.6 volts cuando i = 0.12 amperes. Exprese V/
como una funcion de i.

Hidraulica Una férmula utilizada en hidraulica es

QO = 3.340b° + 1.8704b%x,

donde b es una constante.

a. ;La grafica de esta ecuacién es una linea recta?
b. De ser asf, ;cudl es la pendiente cuando b = 1?



144 Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

LRIV Hacer el bosquejo de
las pardbolas que surgen de fun-
ciones cuadraticas.

4.3 FUNCIONES CUADRATICAS

En la seccion 3.2 se describid a una funcion cuadrdtica como una funcién poli-
nomial de grado 2. A continuacién se presenta una definicion formal.

Definicion
Una funcidn fes una funcion cuadratica si y sélo si f(x) puede escribirse en la
forma f(x) = ax*> + bx + ¢, donde a, b y ¢ son constantes y a # 0.

Por ejemplo, las funciones f(x) = x> — 3x + 2y F(t) = —3¢* son cua-
1
dréticas. Sin embargo, g(x) = —; no es cuadrética, ya que no puede escribirse
X
en la forma g(x) = ax* + bx + c.

La gréfica de la funcién cuadrdtica y = f(x) = ax* + bx + ¢ se llama
parabola y tiene una forma parecida a las curvas de la figura 4.19.Sia > 0, la
gréfica se extiende hacia arriba de manera indefinida y decimos que la para-
bola abre hacia arriba [véase la fig. 4.19(a)]. Si a < 0, entonces la parabola
abre hacia abajo [véase la fig. 4.19(b)].

Parabola: y = f(x) = ax® + bx+ ¢
y y

s
Fo]

a> 0, abre hacia arriba a< 0, abre hacia abajo

(a) (b)

Eje Vértice — |

wa
\/

™ Vértice

s

FIGURA 4.19 Parabolas.

Cada pardbola en la figura 4.19 es simétrica con respecto a una recta verti-
cal, llamada el eje de simetria de la parabola. Esto es, si la pagina fuera doblada
en una de estas rectas, entonces las dos mitades de la pardbola correspondiente
coincidirian. El eje (de simetria) no es parte de la pardbola, pero es una ayuda
util para hacer su bosquejo.

La figura 4.19 también muestra puntos marcados como vértice, donde el
eje corta a la pardabola. Sia > 0, el vértice es el punto “mds bajo” de la pardbola.
Esto significa que f(x) tiene un valor minimo en ese punto. Si hacemos mani-
pulaciones algebraicas sobre ax® + bx + ¢ (lo que se conoce como completar
el cuadrado), podemos determinar no sélo este valor minimo, sino también en
dénde ocurre. Tenemos

f(x) = ax* + bx + ¢ = (ax* + bx) + c.

2
Sumando y restando 12 5 obtiene
a
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f(x)=<ax2+bx+b2>+c_bz

da da

b b b?
=a<x2+x+2> +c——,
a 4a 4a

de modo que

b 2
Puesto que (x + 2a> = 0Oya > 0,sesigue que f(x) tiene un valor minimo

b b
cuando x + 2 = 0, esto es, cuando x = — o La coordenada y correspon-
a a

. b . .
diente a este valor de x es f <— 2) . Asi, el vértice estd dado por
a

vértice = (—b f(— b))
2a’ 2a))

Este también es el vértice de la parabola que abre hacia abajo (a < 0), pero
b
en este caso f ( - Za) es el valor maximo de f(x). [véase la fig. 4.19(b).]

El punto en donde la pardbola y = ax*> + bx + c interseca al eje y (esto
es, la interseccion y) se da cuando x = 0. La coordenada y de este punto es c,
de modo que la interseccion con el eje y es (0, ¢) o, simplemente, c. En resu-
men, tenemos lo siguiente.

Grafica de una funcion cuadratica

La grafica de la funcion cuadrética y = f(x) = ax? + bx + c es una pa-
rabola.

1. Sia > 0,la pardbola abre hacia arriba. Si a < 0, abre hacia abajo.

b b
2. El vérti =—fl==):
vértice es ( 2a’f< 2a>>

3. La interseccion y es c.

Podemos hacer un rdpido bosquejo de la gréfica de una funcién cuadra-
tica localizando primero el vértice, la interseccién y y unos cuantos puntos
mads, aquéllos en donde la pardbola interseca al eje x. Las intersecciones x se
encuentran al hacer y = 0y resolver para x. Una vez que las intersecciones
y el vértice se encuentran, es relativamente fécil trazar la pardbola apropia-
da a través de estos puntos. En el caso de que las intersecciones con el eje x
estén muy cercanas al vértice o que no existan intersecciones con el eje x, de-
terminamos un punto en cada lado del vértice, de modo que podamos hacer
un bosquejo razonable de la pardbola. Tenga en cuenta que una recta vertical
(con linea punteada) a través del vértice da el eje de simetria. Si graficamos
puntos a un lado del eje, podemos obtener por simetria los correspondientes
del otro lado.
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—#® Principios en prdctica 1
Grafica de una funcion
cuadratica

La utilidad diaria de un concesio-
nario de automdviles por la venta
de un tipo de minivan estd dada
por P(x)=—x>+ 2x + 399, en
donde x es el nimero de minivans
vendidas. Determine el vértice de
la funcién y sus intersecciones con
los ejes, y haga una grafica de la
funcién.

EJEMPLO 1 Graficacion de una funcion cuadratica

Graficar la funcién cuadritica y = f(x) = —x* — 4x + 12
Solucion: aquia = —1,b = —4yc = 12. Como a < 0, la pardbola abre ha-
cia abajo y, por tanto, tiene un punto mas alto. La coordenada x del vértice es

b —4

—— = =-2.

2a 2(—1)
La coordenada y es f(—2) = —(—2)* — 4(—2) + 12 = 16. Asf, el vértice es
(—2,16), de modo que el valor maximo de f(x) es 16. Ya que ¢ = 12,1a inter-
seccién y es 12. Para encontrar las intersecciones x, hacemos y igual a 0 en
y = —x? — 4x + 12 y resolvemos para x:

0=—x>—4x + 12,

0=—(x*+ 4x — 12),

0=—(x+6)(x—2).
Asix = —60x = 2,de modo que las intersecciones x son —6 y 2. Ahora traza-
mos el vértice, el eje de simetria y las intersecciones [véase la fig. 4.20(a)]. Como
(0,12) estd a dos unidades a la derecha del eje, existe un punto correspondien-
te dos unidades a la izquierda del eje con la misma coordenada y. Por tanto,

obtenemos el punto (—4, 12). Al unir todos los puntos, trazamos una parabola
que abre hacia abajo [véase la fig. 4.20(b)].

y y

I
Vértice —¢ 16

I

I

12¢

(o]
I
N
N -

(a) (b)

FIGURA 4.20 Gréfica de la parabola y = f(x) = —x* — 4x + 12.

EJEMPLO 2 Graficacion de una funcion cuadratica

Graficar p = 2q>

Solucion: aqui p es una funcién cuadrética de g,dondea = 2,b = Oyc = 0.
Como a > 0, la pardabola abre hacia arriba y, por tanto, tiene un punto mas ba-
jo.La coordenada g del vértice es

_b__ 0
24 2(2)

y la coordenada p es 2(0)* = 0. En consecuencia, el valor minimo de p es 0y
el vértice es (0,0). En este caso, el eje p es el eje de simetria. Una pardbola que



p
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0=2
218 d
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2| 2

FIGURA 4.21 Griéficade la
pardbola p = 24>

El ejemplo 3 ilustra que la determi-
nacioén de las intersecciones puede
requerir el uso de la férmula
cuadrética.

—® Principios en prdctica 2
Grafica de una funcion
cuadratica

Un hombre que esta parado en el
monticulo del lanzador lanza una
bola recta con una velocidad ini-
cial de 32 pies por segundo. La al-
tura de la bola, en pies, t segundos
después de que fue lanzada se des-
cribe por medio de la funcién A(t)
= —16¢> + 32t + 8, para t = 0.
Determine el vértice y las inter-
secciones con los ejes de la funcion,
y haga una gréfica de la funcién.

9(x)

.

g(x) =x2—6x+7

FIGURA 4.22 Graficade la
parabola g(x) = x> — 6x + 7.
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abre hacia arriba con vértice en (0, 0) no puede tener ninguna otra intersec-
cién. De aqui que para hacer un buen bosquejo de esta pardbola, graficamos
un punto a cada lado del vértice. Si ¢ = 2, entonces p = 8. Esto da el punto
(2, 8),y por simetria el punto (—2, 8) (véase la fig.4.21).

| |
EJEMPLO 3 Graficacion de una funcion cuadratica
Graficar g(x) = x> — 6x + 7.
Solucion: aqui g es una funcion cuadratica, donde a = 1,b = —6yc = 7.

La parabola abre hacia arriba, ya que a > 0. La coordenada x del vértice (el
punto mas bajo) es
b —6

T2 2 Y

y g(3) = 3> — 6(3) + 7 = —2, que es el valor minimo de g(x). Por tanto, el
vértice es (3,—2). Ya que ¢ = 7, la interseccion con el eje vertical es 7. Para
encontrar las intersecciones x, hacemos g(x) = 0.

0=x*—6x+7.

Ellado derecho no se puede factorizar con facilidad, de modo que usaremos la
féormula cuadratica para hallar los valores de x:

L bEVE —dac _ —(=6)£V(=6)* — 4(1)(7)

2a 2(1)
_6+xV8 _ 6£V4-2  6+2V2
2 2 2
:gi¥ =3+V2

Por tanto, las intersecciones x son 3 + V2 'y 3 — V2. Después de graficar el
vértice, las intersecciones y (por simetria) el punto (6, 7), dibujamos la parédbo-
la que se abre hacia arriba como se muestra en la figura 4.22.

EJEMPLO 4 Graficacion de una funcion cuadratica

Graficar y = f(x) = 2x* + 2x + 3y determinar el rango de f

Solucion: esta funcién es cuadriticacona = 2,b = 2yc = 3. Comoa > 0
la grafica es una pardbola que se abre hacia arriba. La coordenada x del vér-
tice es

b2 1
2a

y la coordenada y es 2(—3)> + 2(—3) + 3 = 5. Asi, el vértice es (— 3,3). Co-
mo ¢ = 3, la interseccién y es 3. Una pardbola que abre hacia arriba con su
vértice arriba del eje x no tiene intersecciones x. En la figura 4.23 graficamos
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La férmula para el ingreso total
debe sumarse a su repertorio de
relaciones para negocios y
economia.

Rango: y =2

FIGURA 4.23 Gréficade y = f(x) = 2x* + 2x + 3.

la interseccion y, el vértice y un punto adicional (=2, 7) a la izquierda del vér-
tice. Por simetria, también obtenemos el punto (1, 7). Trazando una pardbola a
través de estos puntos se obtiene la grafica deseada. Con base en la figura, ve-
mos que el rango de fes toda y = 3, esto es, el intervalo [%, 00).

| T —— P
EJEMPLO 5 Ingreso maximo

La funcion de demanda para un producto es p = 1000 — 2q, donde p es el pre-
cio (en dolares) por unidad cuando q unidades son demandadas (por semana)
por los consumidores. Encontrar el nivel de produccion que maximice el ingre-
so total del productor, y determinar ese ingreso.

Solucion:

Estrategia: para maximizar el ingreso, debemos determinar la funcién de
ingreso,r = f(q). Utilizando la relacion

ingreso total = (precio)(cantidad),
tenemos
r = pq.

Por medio de la ecuacién de demanda, podemos expresar p en términos de
q, de modo que r sea estrictamente una funcién de g.

Tenemos
r=rprq
= (1000 — 2q)q.
r = 1000g — 24>
Observe que r es una funcién cuadrdtica de g, cona = —2,b = 1000y ¢ = 0.

Ya que a < 0 (la parabola abre hacia abajo), r es maximo en el vértice (q, r),
donde
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Ingreso maximo
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b0 o
2a

- 2(—2)

El valor maximo de r estd dado por

La funcién de demanda para la li-
nea de libros de cocina de un edi-
tores p = 6 — 0.003g, en donde
p es el precio (en ddlares) por uni-
dad cuando los consumidores de-
mandan ¢ unidades (por dia).
Determine el nivel de produccion
que maximizard el ingreso total
del fabricante y determine este in-
greso.

125,000

r=1000g — 2q2

= 1000(250) — 2(250)2
= 250,000 — 125,000 = 125,000.

Asi, el ingreso maximo que el fabricante puede recibir es de $125,000, que ocu-
rre en un nivel de produccién de 250 unidades. La figura 4.24(a) muestra la
gréfica de la funcidn de ingreso. S6lo la parte paralaqueg = Oyr = 0se di-
buja, ya que la cantidad y el ingreso no pueden ser negativos.

150,000

(2] (S . B (1111 600

250
(a)

FIGURA 4.24

500
(b)

Grifica de la funcién de ingreso.

El valor maximo (o minimo) de una funcién puede en-
contrarse con una calculadora grafica, utilizando las
caracteristicas de trazado y acercamiento, o bien con la
operacién de “maximo” (o “minimo”). La figura 4.24(b)

muestra la pantalla para la funcién de ingreso del
ejemplo 5, esto es, la gréfica de y = 1000x — 2x% Ob-
serve que remplazamos 7 por y y g por x.

g Ejercicio 4.3

En los problemas del 1 al 8 establezca si la funcion es cuadrdtica o no.

1

1. f(x) - 5x2, 2. m

gx) =

5. h(q) = (q + 4)° 6. f(t) =2t (3 —1t) + 4

En los problemas del 9 al 12 no haga una grdfica.
9. (a) Parala pardbola y = f(x) = —4x* + 8x + 7,
encuentre el vértice. (b) ;El vértice corresponde
al punto mds bajo o al mas alto de la grafica?

11. Parala pardbola y = f(x) = x> + 2x — 8, encuentre
(a) la interseccion y, (b) las intersecciones x, y
(c) el vértice.

3. g(x) =7 — 6.

10. Repita el problema 9,siy = f(x) = 8x* + 4x — 1.

12. Repita el problema 11,siy = f(x) = 3 + x — 2x%
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En los problemas del 13 al 22 grafique cada funcion. Obtenga el vértice y las intersecciones, y determine el rango.

13. y = f(x) = x> — 6x + 5.
15. y = g(x) = —2x* — 6x.

17. s = h(t) = >+ 2t + 1.
19. y = f(x) = —9 + 8x — 2x%
21t = f(s) = s — 8 + 14.

14. y = f(x) = —4x%

16. y = f(x) = x* — 1.

18. s = h(t) =202 + 3t — 2.
20, y= H(x)=1—x — x2
2. 1= f(s) =5+ 65 + 11.

En los problemas del 23 al 26 establezca si f (x) tiene un valor mdximo o minimo y encuentre ese valor.

23. f(x) = 100x*> — 20x + 25.
25. f(x) = 4x — 50 — 0.1x%

24. f(x) = —2x* — 16x + 3.
26. f(x) = x(x +3)—12.

27. Ingreso La funcién de demanda para el fabricante de
un productoes p = f(q) = 1200 — 3¢q, donde p es el
precio (en ddlares) por unidad cuando se demandan g
unidades (por semana). Encuentre el nivel de produc-
cién que maximiza el ingreso total del fabricante y de-
termine este ingreso.

28. Ingreso La funcién de demanda para una linea de re-
glas de plastico de una compaiiia de articulos de oficina
esp = 0.9 — 0.0004¢, en donde p es el precio (en déla-
res) por unidad cuando los consumidores demandan ¢
unidades (diarias). Determine el nivel de produccion
que maximizard el ingreso total del fabricante y deter-
mine este ingreso.

29. Ingreso La funcion de demanda para la linea de lap-
tops de una compafiia de electrénica es p = 2400 — 6q,
en donde p es el precio (en délares) por unidad cuando
los consumidores demandan g unidades (semanales).
Determine el nivel de produccién que maximizar4 el in-
greso total del fabricante y determine este ingreso.

30. Mercadeo Una compaiiia de investigaciéon de merca-
dos estima que n meses después de la introduccién de
un nuevo producto, f(n) miles de familias lo usaran, en
donde

f(n) =¥n(12 — n), 0=n=12.

Estime el nimero maximo de familias que usaran el

producto.

31. Utilidad La utilidad diaria de la venta de arboles para
el departamento de jardineria de un almacén estd dada
por P(x) = —x? + 18x + 144,en donde x es el nime-
ro de arboles vendidos. Determine el vértice y las inter-
secciones con los ejes de la funcidn, y haga la grafica de
la funcién.

32. Psicologia Una prediccion hecha por la psicologia, re-
laciona la magnitud de un estimulo, x, con la magnitud
de la respuesta, y, lo cual se expresa por la ecuacién
y = kx? en donde k es una constante del experimento.
En un experimento sobre reconocimiento de patrones,
k = 2. Determine el vértice de la funcién y haga la
grafica de su ecuacion (suponga que no hay restriccion
sobre x).

33. Biologia Unos bi6logos estudiaron los efectos nutri-
cionales sobre ratas que fueron alimentadas con una
dieta que contenia un 10% de protel'na.5 La proteina
consistia en levadura y harina de maiz. Al variar el por-
centaje P de levadura en la mezcla de proteina, el grupo
de bidlogos estimaron que el peso promedio ganado
(en gramos) por una rata en un periodo fue

f(P)=—5P>+2P +20, 0=P=100.
Encuentre el peso maximo ganado.

34. Altura de una pelota Suponga que la altura, s, de una
pelota lanzada verticalmente hacia arriba desde el piso
estd dada por

s = —4.9¢> + 58.81,

donde s estd en metros y ¢ es el tiempo transcurrido

en segundos (véase la fig. 4.25). ; Al cabo de cudntos
segundos la pelota alcanza su altura maxima? ;Cudl es
la altura méaxima?

Max O

s=OL

FIGURA 4.25 Pelota
lanzada verticalmente
hacia arriba (problema 34).

5Adaptado de R. Bressani, “The Use of Yeast in Human Foods”,
en Single-Cell Protein, ed. R. 1. Mateles y S. R. Tannenbaum
(Cambridge, MA: MIT Press, 1968).



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Arqueria Un muchacho que estd parado en una colina,
dispara una flecha directamente hacia arriba con una
velocidad inicial de 80 pies por segundo. La altura, A,
de la flecha en pies, f segundos después de que se soltd,
se describe por la funcién a(t) = —16¢> + 80t + 32.
(Cudl es la altura maxima alcanzada por la flecha?
(Cudntos segundos después de que se suelta, alcanza
esta altura?

Lanzamiento de muiieca Una nifia de 6 afios de edad
que esta parada sobre una caja de juguetes lanza una
muifieca directamente hacia arriba, con una velocidad
inicial de 16 pies por segundo. La altura 4 de la muifieca
en pies, ¢ segundos después de que se solté se describe
por medio de la funcién A(t) = —16¢> + 16t + 4.
(Cudnto tiempo le toma a la mufieca alcanzar su altura
maxima? ;Cuadl es la altura méxima?

Lanzamiento de un cohete Un cohete de juguete se
lanza verticalmente hacia arriba desde el techo de una
cochera con una velocidad inicial de 80 pies por segun-
do. La altura, &, del cohete en pies, t segundos después
que fue lanzado, se describe por medio de la funciéon
h(t) = —16t> + 80t + 16. Determine el vértice y las
intersecciones con los ejes de la gréfica, y haga la grafi-
ca de la funcion.

Cable en suspension La forma del cable principal de
un puente colgante puede describirse por medio de la
funcién

1 1
y = f(x) = —x* + —x + 10,

= 500 50 —100 = x = 100,

en donde f(x) es la altura del cable (en pies) por arriba
del terraplén, y x es la distancia horizontal (en pies) me-
dida desde el centro del puente. Haga la grafica de la
funcién y determine su rango.

Fisica El desplazamiento de un objeto desde un punto
de referencia en el tiempo ¢ estd dado por

s =322 — 16t + 287,

donde s esta en metros y ¢ en segundos.

a. (Para qué valor de t ocurre el desplazamiento minimo?
b. (Cudl es el desplazamiento minimo del objeto, medi-
do a partir del punto de referencia?

Fuerza Durante una colision, la fuerza, F (en newtons),
que actda sobre un objeto varia con el tiempo ¢, de
acuerdo con la ecuacién F = 87t — 21¢%, donde t est4
en segundos.

a. (Para qué valor de r es médxima la fuerza?
b. ;Cual es el valor maximo de la fuerza?

Viga con carga Cuando una viga horizontal de longitud
[ es cargada uniformemente, la ecuacién del momento es

wx?

wlx
M=—-—
2 27
donde w estd relacionada con la carga, y x es la medida
desde el extremo izquierdo de la viga.

a. ;Para qué valor de x es M un méaximo? (Suponga
w > 0.)

42.

43.

4.
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b. ;Cuadl es el valor maximo de M?

c. (Para qué valores de x se tiene M = 0?

Area Exprese el drea del rectangulo mostrado en
la figura 4.26 como una funcién cuadratica de x. ;Pa-
ra qué valor de x el drea serd méxima?

11—x

X

FIGURA 4.26 Diagrama para
el problema 42.

Terreno cercado Un constructor de edificios quiere
cercar un terreno rectangular adyacente a un rio rec-
to, utilizando la orilla del rio como un lado del drea
encerrada (véase la fig. 4.27). Si el constructor tiene
200 pies de cerca, encuentre las dimensiones del drea
maxima que se puede encerrar.

FIGURA 4.27 Diagrama para el
problema 43.

Encuentre dos niimeros cuya suma es 40 y su pro-
ducto es un maximo.

. A partir de la graficade y = 1.4x*> — 3.1x + 4.6,

determine las coordenadas del vértice. Redondee los
valores a dos decimales. Verifique su respuesta utili-
zando la férmula para el vértice.

. Encuentre los ceros de f(x) = —V2x2 + 3x + 85

por inspeccién de su grafica. Redondee los valores a
dos decimales.

. Determine el nimero de ceros reales de cada una de

las siguientes funciones cuadréticas:

a. f(x) = 4.2x* — 8.1x + 10.4.
b. f(x) = 5x*> — 2V35x + 7.

_ 51 —72x — x?

¢ f(x) 48

. Encuentre el valor maximo (redondeado a dos deci-

males) de la funcién f(x) = 5.4 + 12x — 4.1x°a
partir de su gréfica.

. Encuentre el valor minimo (redondeado a dos deci-

males) de la funcién f(x) = 20x> — 13x + 7 a par-
tir de su grafica.
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Resolver sistemas de
ecuaciones lineales con dos y tres
variables por medio de la técnica
de eliminacién por adicién o por
sustitucion (en el capitulo 6 se
mostraran otros métodos).

Un punto de
Y interseccion

L, (%o, Yo)

N
PN I N

FIGURA 4.28 Sistema lineal
(una solucién).

y L,
L,

/Ao hay punto

de interseccion
V4 / X

FIGURA 4.29 Sistema lineal
(no hay solucién).

y
L, L, Numero infinito
de puntos de
\ interseccién
X

FIGURA 4.30 Sistema lineal
(un nimero infinito de
soluciones).

4.4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Sistemas con dos variables

Cuando una situacién debe describirse matemdticamente, no es raro que surja
un conjunto de ecuaciones. Por ejemplo, suponga que el administrador de una
fabrica establece un plan de produccién para dos modelos de un producto
nuevo. El modelo A requiere de 4 piezas del tipo I y 9 piezas del tipo II. El
modelo B requiere de 5 piezas del tipo [ y 14 piezas del tipo II. De sus provee-
dores, la fabrica obtiene 335 piezas del tipo I y 850 piezas del tipo II cada dia.
(Cudntos productos de cada modelo debe producir cada dia, de modo que todas
las piezas del tipo 1 y piezas del tipo II sean utilizadas?

Es buena idea construir una tabla que resuma la informacién importante.
La tabla 4.2 muestra el nimero de piezas del tipo 1 y piezas del tipo II requeri-
das para cada modelo, asi como el nimero total disponible.

TABLA 4.2
Modelo Modelo Total
A B disponible
Piezas tipol 4 5 335
Piezas tipo Il 9 14 850

Suponga que hacemos x igual al nimero de articulos del modelo A fabri-
cados cada dia, y y igual al numero de articulos del modelo B. Entonces éstos
requieren de 4x + Sy piezas del tipo Iy 9x + 14y piezas del tipo II. Como es-
tan disponibles 335 y 850 piezas del tipo I y II, respectivamente, tenemos

{4x + Sy = 335, @
9x + 14y = 850. (2)

A este conjunto de ecuaciones le llamamos sistema de dos ecuaciones li-
neales en las variables (o incégnitas) x y y. El problema es encontrar valores
de x y y para los cuales ambas ecuaciones sean verdaderas de manera simultd-
nea. Estos valores se llaman soluciones del sistema.

Como las ecuaciones (1) y (2) son lineales, sus graficas son lineas rectas;
llamémoslas L, y L,. Ahora, las coordenadas de cualquier punto sobre una linea
satisfacen la ecuacion de esa linea; esto es, hacen a la ecuacién verdadera. Por
tanto, las coordenadas de cualquier punto de interseccion de L, y L, satisfacen
ambas ecuaciones. Esto significa que un punto de interseccién da una solucién
del sistema.

Si L,y L, se dibujan en el mismo plano, existen tres posibles situaciones:

1. L,y L, pueden intersecarse en exactamente un punto, digamos (x,, o).
(Véase la fig. 4.28). Por tanto, el sistema tiene la solucién x = x,yy = y,.

2. L,y L, pueden ser paralelas y no tener puntos en comtn (véase la fig. 4.29).
En este caso no existe solucion.
3. L,y L, pueden ser la misma recta (véase la fig. 4.30). Por tanto, las coorde-

nadas de cualquier punto sobre la recta son una solucién del sistema. En
consecuencia, existe un numero infinito de soluciones.

Nuestro objetivo principal aqui es estudiar los métodos algebraicos para
resolver un sistema de ecuaciones lineales. En esencia, remplazamos de manera
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sucesiva un sistema por otro que tenga la misma solucién (esto es, remplazamos
el sistema original por sistemas equivalentes), pero cuyas ecuaciones tengan una
forma progresivamente mds adecuada para determinar la solucién. En términos
mds precisos, buscamos un sistema equivalente que contenga una ecuacion en la
que una de las variables no aparezca (esto es, eliminar una de las variables).
Ilustraremos este procedimiento para el sistema propuesto originalmente:

{4x + 5y =335, A3)
9x + 14y = 850. @)

Para empezar, obtendremos un sistema equivalente en el que x no apa-
rezca en una ecuacion. Primero encontramos un sistema equivalente en el que
los coeficientes de los términos en x en cada ecuacion sean iguales excepto por
el signo. Multiplicando la ecuacién (3) por 9 [esto es, multiplicando ambos
miembros de la ecuacién (3) por 9] y multiplicando la ecuacién (4) por —4 se
obtiene

{ 36x + 45y = 3015, 5)
—36x — 56y = —3400. ()

Los miembros izquierdo y derecho de la ecuacion (6) son iguales, de modo que
cada miembro puede sumarse al correspondiente de la ecuacion (5). Esto tie-
ne como resultado

—11y = —385,

que so6lo tiene una variable, como se planed. Resolviéndola se obtiene

y = 35,
asi obtenemos el sistema equivalente
{ y = 35, @)
—36x — 56y = —3400. ®)

Al remplazar y en la ecuacién (8) por 35, obtenemos
—36x — 56(35) = —3400,
—36x — 1960 = —3400,
—36x = —1440,
x = 40.

Por tanto, el sistema original es equivalente a

{y = 35,

x = 40.

Podemos verificar nuestra respuesta sustituyendo x = 40y y = 35 en am-
bas ecuaciones originales. En la ecuacion (3) obtenemos 4(40 + 5(35) = 335,
0 335 = 335. En la ecuacion (4) obtenemos 9(40) + 14(35) = 850, o bien,
850 = 850. Por tanto, la solucion es

x =40y y = 35.

Cada dia el administrador debe planear la fabricaciéon de 40 productos del
modelo A y 35 del modelo B. El procedimiento efectuado se conoce como
eliminacion por adicion. Aunque elegimos eliminar primero x, pudimos haber
hecho lo mismo para y, mediante un procedimiento similar.
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—® Principios en prdctica 1
Método de eliminacion por
adicion

Un especialista en computadoras
tiene invertidos $200,000 para su
retiro, parte al 9% y parte al 8%.
Si el ingreso anual total por las in-
versiones es de $17,200, ;cudnto
estd invertido en cada tasa?

y
2“3y< 3x— 4y =13

(3,-1)

X

d

FIGURA 4.31 Sistema lineal del
ejemplo 1; una solucién.

EJEMPLO 1 Método de eliminacion por adicion

Utilizar eliminacion por adicion para resolver el sistema.

{3x—4y= 13,
3y + 2x = 3.

Solucion: por conveniencia alineamos los términos en x y en y para obtener

{3x — 4y = 13, )

2x + 3y = 3. 10)
Para eliminar y, multiplicamos la ecuacién (9) por 3 y la ecuacién (10) por 4:

{9x — 12y = 39, (§8))

8x + 12y = 12. (12)

Sumando la ecuacién (11) a la (12) se obtiene 17x = 51, de la cual x = 3.
Tenemos el sistema equivalente

{9x — 12y = 39, 13)
x = 3. 14
Al remplazar x por 3 en la ecuacion (13) se obtiene
9(3) — 12y = 39,
—12y = 12,
y=-1

de modo que el sistema original es equivalente a

{y =-1,
x = 3.
Lasoluciénes x = 3y y = —1.Lafigura 4.31 muestra una grafica del sistema.
I—— |
El sistema del ejemplo 1,
{3x — 4y = 13, as)
2x + 3y = 3, (106)

puede resolverse de otra manera. Primero elegimos una de las ecuaciones,
por ejemplo, la ecuacion (15), y despejamos una de las incognitas en términos
de la otra, digamos x en términos de y. Asi la ecuacion (15) es equivalente a
3x =4y + 13,0

4 13
= — —|— _—
T T
y obtenemos
r=3+L2 (17)
2x + 3y = 3. (s)

Sustituyendo el valor de x de la ecuacion (17) en la ecuacion (18) se obtiene

4 13
20y + — | + 3y = 3. 19
EE ”



—® Principios en prdctica 2
Método de eliminacién por
sustitucion

A dos especies de ciervos, A y B,
que viven en un refugio de vida sal-
vaje se les da alimento extra en in-
vierno. Cada semana reciben 2
toneladas de alimento en forma de
croqueta y 4.75 toneladas de heno.
Cada ciervo de la especie A requie-
re 4 libras de croquetas y S libras de
heno. Cada ciervo de la especie B
requiere 2 libras de las croquetas y
7 libras de heno. ;Cuantos ciervos
de cada especie se podran susten-
tar con el alimento, de modo que
todo el alimento se consuma cada
semana?
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De este modo ya eliminamos x. Resolviendo la ecuacién (19), tenemos

8 26
Sy+ 43y =3
3y 3 y b

8y +26 + 9y =09
17y = —17,

(eliminando fracciones),

y=—1

Al remplazar y en la ecuacién (17) por —1, se obtiene x = 3,y el sistema origi-
nal es equivalente a
{x =3,
y = -1,

como vimos antes, este método se llama eliminacién por sustitucion.

EJEMPLO 2 Método de eliminacion por sustitucion

Utilizar eliminacion por sustitucion para resolver el sistema

{x+2y—8=0,
2x +4y + 4 =0.

Solucion: es fécil resolver la primera ecuacién para x. Esto da el sistema
equivalente

{x =2y + 3§, (20)

2x +4y +4=0. 21)

Al sustituir —2y + 8 por x en la ecuacién (21) se obtiene

2(—2y + 8) +4y + 4 =0,
—4y + 16 + 4y + 4 = 0.

Esta ultima ecuacion se simplifica a 20 = 0. Por tanto, tenemos el sistema

{x =2y + 8§, (22)
20 = 0. 23)
Ya que le ecuacion (23) nunca es verdadera, no existe solucion para el sistema

original. La razon es clara si observamos que las ecuaciones originales pueden
escribirse en la forma pendiente-ordenada al origen como

1
y=—5x+4
y
1
yz—gx — 1.

Estas ecuaciones representan lineas rectas que tienen pendientes de — 3, pero
diferentes intersecciones y, 4 y —1. Esto es, especifican rectas paralelas dife-
rentes (véase la fig. 4.32).
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—® Principios en prdctica 3
Un sistema lineal con un
ndmero infinito de soluciones

Dos especies de peces, A y B, estdn
cridndose en una granja piscicola,
en donde se les alimenta con dos
suplementos vitaminicos. Todos los
dias reciben 100 gramos del pri-
mer suplemento y 200 gramos del
segundo suplemento. Cada pez de
la especie A requiere 15 mg del
primer suplemento y 30 mg del se-
gundo suplemento. Cada pez de la
especie B requiere 20 mg del pri-
mer suplemento y 40 mg del se-
gundo suplemento. ;Cudntos peces
de cada especie puede sustentar la
granja de modo que todos los su-
plementos se consuman cada dia?

X+2y—8=0

Rectas paralelas

2x+4y+4=0 distintas

~.

FIGURA 4.32 Sistema lineal del ejemplo 2; no hay
solucién.

EJEMPLO 3 Un sistema lineal con un nimero infinito de soluciones
Resolver
x + 5y =2, 24)
1 5
zx + zy = 1. (25)
Solucion: empezamos eliminando x de la segunda ecuacién. Multiplicando

la ecuacion (25) por —2, tenemos

{ x + 5y =2, (26)

—x — S5y = —2. 27)
Sumando la ecuacion (26) a la (27) se obtiene

{x + 5y =2, (28)

0=0. 29)

Puesto que la ecuacion (29) siempre es cierta, cualquier solucién de la ecua-
cion (28) es una solucion del sistema. Ahora veamos como podemos expresar
nuestra respuesta. De la ecuacién (28) tenemos x = 2 — Sy, donde y puede
ser cualquier nimero real, digamos r. Por tanto, podemos escribir x = 2 — 5r.
La solucién completa es

x =2 — 5r,
y=r,

donde r es cualquier nimero real. En esta situacion, r se denomina un parame-
tro, y decimos que tenemos una familia de soluciones con un pardmetro. Cada
valor de r determina una solucion particular. Por ejemplo, si » = 0, entonces
x = 2yy = 0,es una solucién;sir = 5,entonces x = —23yy = 5 es otra so-
lucién. Es claro que el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.

Es ttil notar que al escribir las ecuaciones (24) y (25) en sus formas pen-
dientes-interseccion al origen, obtener 10s el sistema equivalente

1 2
y =5 + 5
1 2
y =g + 5

en el que ambas ecuaciones representan a la misma recta. De aqui que las rec-
tas coincidan (véase la fig. 4.33) y las ecuaciones (24) y (25) sean equivalen-
tes. La solucion al sistema consiste en las parejas de coordenadas de todos los
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puntos sobre la recta x + 5y = 2, puntos que estdn dados por nuestra solu-
cién paramétrica.

FIGURA 4.33 Sistema lineal del
ejemplo 3; un ndmero infinito de
soluciones.

Resolver de manera grdfica el sistema

{ 9x + 4.1y =7,

26x — 3y =18
10 4

Solucion: primero resolvemos cada ecuacion para y
de modo que cada ecuacion tenga la forma y = f(x).

1
y = H(7 = Ohe)).

FIGURA 4.34 Solucién grafica del
sistema.

y= —%(18 A 0r)

Abhora introducimos estas funciones como Y; y Y, y
las desplegamos sobre el mismo rectdngulo de visuali-
zacion (véase la fig. 4.34). Por dltimo, ya sea utilizando
la caracteristica de trazado y acercamiento, o bien, la
de interseccion, estimamos la soluciéon como x = 2.52
y = —3.82.

T
EJEMPLO 4 Mezcla

Un fabricante de productos quimicos debe surtir una orden de 500 litros de solu-
cion de dcido al 25% (25 % del volumen es dcido). Si en existencia hay disponibles
soluciones al 30% y al 18 %, ;cudntos litros de cada una debe mezclar para surtir
el pedido?

Solucion: sean xy y,respectivamente, el nimero de litros de las soluciones al
30% y 18% que deben mezclarse. Entonces

x + y = 500.

Para ayudar a visualizar la situacién, dibujamos el diagrama en la figura 4.35. En
500 litros de una solucién al 25 %, habrd 0.25(500) = 125 litros de 4cido. Este
acido proviene de dos fuentes: 0.30x litros de la solucién al 30% y 0.18y litros
provienen de la solucién al 18 %. De aqui que,

0.30x + 0.18y = 125.
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500  0.30x + 0.18y =125

Y

‘m&a\/

X+ y=50-\(-)qa\

0 —={500
0

FIGURA 4.36 Grafica para el
ejemplo 4.

—® Principios en prdctica 4
Resolucion de un sistema
lineal de tres variables

Una cafeteria se especializa en
mezclas de café. Con base en café
de tipo A, tipo B y tipo C, el duefio
quiere preparar una mezcla que
vendera en $8.50 por una bolsa de
una libra. El costo por libra de es-
tos cafés es de $12, $9 y $7, respec-
tivamente. La cantidad del tipo B
debe ser el doble de la cantidad
del tipo A. ;Cudnto café de cada
tipo estard en la mezcla final?

550 litros

MAAAANAAANAAA

X litros y litros

0.30x 0.18y 0.25(500)
es acido es acido es acido

Solucion al 30% Solucioén al 18% Solucioén al 25%

FIGURA 4.35 Problema de la mezcla.

Estas dos ecuaciones forman un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas. Si resolvemos la primera para x obtenemos x = 500 — y. Sustitu-
yendo en la segunda se obtiene

0.30(500 — y) + 0.18y = 125.

Resolviendo ésta para y, encontramos que y = 208} litros. Asi x = 500 — 208}
= 2915 litros (véase la fig. 4.36).

Sistemas con tres variables

Los métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos variables
también pueden utilizarse para resolver sistemas de ecuaciones lineales con
tres variables. Una ecuacion lineal general con tres variables x, y y z es una
ecuacién que tiene la forma

Ax + By + Cz = D,

donde A, B, C y D son constantes y A, B'y C no son todas cero. Por ejemplo,
2x — 4y + z = 2 es una de tales ecuaciones. Una ecuacién lineal general
con tres variables representa geométricamente un plano en el espacio, y una
solucién al sistema de tales ecuaciones es la interseccién de los planos. El
ejemplo 5 muestra cémo resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con
tres variables.

EJEMPLO 5 Resolucion de un sistema lineal con tres variables
Resolver
2x + y+ z=23, (30)
—x + 2y +2z=1, 31
x— y—3z=—6. (32)

Solucion: este sistema estd constituido por tres ecuaciones lineales con tres
variables. De la ecuacién (32), x = y + 3z — 6. Sustituyendo este valor para
x en las ecuaciones (30) y (31), obtenemos

20y +3z—6)+y+z=3
—(y+3z2—6)+2y+2z=1,
x=y+3z—6.
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Simplificando, se obtiene

3y + 7z = 15, (33)
y —z=-5, (34)
x=y+3z—6. 35)

Observe que x no aparece en las ecuaciones (33) y (34). Puesto que cualquier
solucién del sistema original debe satisfacer las ecuaciones (33) y (34), prime-
ro debemos considerar su solucién:
{3y + 77 = 15, (33)
y— z=-5 34
De la ecuacion (34), y = z — 5. Esto significa que podemos remplazar la ecua-
cion (33) por

3(z—5)+7z=15 o0 z=3.

Como z es 3, podemos remplazar la ecuacion (34) por y = —2. De aqui que el
sistema anterior sea equivalente a
-
y = —2.

El sistema original se transforma en

z =3,

y = -2,

x=y+3z—6,
de lo cual x = 1. La solucién es x = 1,y = —2,y z = 3, que usted puede
verificar.

Al igual que un sistema de dos variables puede tener una familia de solu-
ciones con un parametro, un sistema con tres variables puede tener una fami-
lia de soluciones con uno o dos pardmetros.® Los dos ejemplos siguientes lo
ilustran.

EJEMPLO 6 Familia de soluciones con un parametro
Resolver
x — 2y =4, 35)
2x — 3y + 2z = —2, (36)
4x — Ty + 2z = 6. 37

Solucion: observe que, ya que la ecuacion (35) puede escribirse como x — 2y
+ 0z = 4, podemos considerar a las ecuaciones (35) a (37) como un sistema
de tres ecuaciones lineales en las variables x, y y z. De la ecuacién (35) tene-
mos x = 2y + 4. Podemos emplear esta ecuaciéon y el método de sustitucion
para eliminar x de las ecuaciones (36) y (37):

x =2y + 4,
22y +4) — 3y + 2z = -2,
42y +4) — 7y + 2z = 6.

®Nota para el profesor: los ejemplos 6 y 7 pueden omitirse sin pérdida de continuidad.
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Son posibles otras representaciones
paramétricas de la solucion.

O de manera mas sencilla,

x =2y + 4, (38)
y + 2z = —10, 39
y + 2z = —10. (40)

Multiplicando la ecuacién (40) por —1 se obtiene

x =2y + 4,
y + 2z = —10,
—y — 2z = 10.

Sumando la segunda ecuacion a la tercera se obtiene

x =2y + 4,
y + 2z = —10,
0=0.

Como la ecuacién 0 = 0 siempre es verdadera, en esencia podemos tratar con
el sistema

{ x =2y + 4, 41)
y + 2z = —10. (42)
Resolviendo la ecuacion (42) para y, tenemos

y =—10 — 2z,

que expresa a y en términos de z. También podemos expresar a x en términos
de z. De la ecuacion (41),

x=2y+4
=2(—10 —2z) + 4
= —16 — 4z.
Por tanto, tenemos
{x = —16 — 4z,
y=—10 — 2z

Como no hay restricciones sobre z, esto sugiere una familia de soluciones pa-
ramétricas. Haciendo z = r, tenemos la familia de soluciones siguiente para el
sistema dado:

=—10 — 2r,

:r,

N =

donde r puede ser cualquier nimero real. Entonces, vemos que el sistema dado
tiene un nimero infinito de soluciones. Por ejemplo, haciendo r = 1 se obtie-
ne la solucién particular x = =20,y = —12yz = 1.

EJEMPLO 7 Familia de soluciones con dos parametros

Resolver el sistema

{x+2y+ 7 =4,
2x + 4y + 2z = 8.
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Solucion: éste es un sistema de dos ecuaciones lineales con tres variables.
Eliminaremos x de la segunda ecuacién multiplicindola primero por — :

{ x+ 2y +z =4,
—x — 2y —z=—4.
Sumando la primera ecuacién a la segunda se obtiene
{x + 2y +z=4,
0=0.
De la primera ecuacién, obtenemos
=4 -2y —z

Como no existe restriccion sobre y o z, éstos pueden ser nimeros reales arbi-
trarios, lo que nos da una familia de soluciones con dos pardmetros. Haciendo
y = ryz = s,encontramos que la solucion del sistema es

x=4—2r — s,
y=r,
=39,

donde r y s pueden ser cualesquiera nimeros reales. Cada asignacion de valo-
res a ry a s da una solucion del sistema, de modo que existe un nimero infini-
to de soluciones. Por ejemplo, haciendo » = 1y s = 2 se obtiene la soluciéon
particular x = 0,y = 1lyz = 2.

En los problemas del 1 al 24 resuelva algebraicamente los sistemas.

{x+4y=3
3x — 2y = —5.
2x — y =1,
x+2y=17.
x =2y =-—7,
S5x + 3y = —0.

4.

~

10.
D=3y +2%y+2

4p + 12q = 6,

2p + 6qg = 3.

:
|
i
{ - _
{ y+ z .
=
[

13.

9.

x—2y— z=0,
2x —4y — 2z =0,
—x +2y+ z=0.

5x+7y+2—9y—4x+6,

{4x+2y=9, 3, {3x—4y—13
Sy —4x =5. 2x +3y =3
s {5v+2w—36, 6. {p— q=-3
T8 — 3w = —54 3p +2q = 19.
8 {3x+5y=7, 9, {4x—3y—2—3x—7y,
T x+9y =7 x+5y—2=y+4
,_i_l =2 1 _ 1, 1
1. {;x > 12. {2 W
Xty =7 z+iw=2=%
2x + y + 6z =3,
5x —3y=2
14. {_1O§+6y:’ IS{x— y+4z=1,
y=* 3x + 2y — 27 = 2.
5x — 7y + 4z =2, 3x =2y + z=0,
17. §3x + 2y — 2z =3, 18. { 2x + y — 3z =15,
2x— y+3z=4 5x + 3y + 4z = 10.
x— y+2z=0,
2y + 3z =
20. {3y_4z_0’ 1. {2x+ y— z=0
o x+2y—3z2=0.
2x + 2y — z = x + 2y —3z=—4,
723.{ 724.{
4x + 4y — 2z = 6. 2x + y—3z=4

"Hace referencia a los conceptos de los ejemplos 6 y 7.
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Mezcla Un fabricante de productos quimicos desea
surtir un pedido de 700 galones de una solucion de 4ci-
do al 24%. En existencia tiene soluciones al 20% y 30%.
(Cudntos galones de cada solucién debe mezclar para
surtir el pedido?

Mezcla Un jardinero tiene dos fertilizantes que con-
tienen diferentes concentraciones de nitrégeno. Uno
tiene 3% de nitrégeno y el otro tiene 11% de nitrégeno.
(Cudntas libras de cada fertilizante debe mezclar para
obtener 20 libras con una concentracién de 9%?

Tejidos Una fabrica de tejidos produce un tejido he-
cho a partir de diferentes fibras. Con base en algodon,
poliéster y nylon, el propietario necesita producir un te-
jido combinado que cueste $3.25 por libra fabricada. El
costo por libra de estas fibras es de $4.00, $3.00 y $2.00,
respectivamente. La cantidad de nylon debe ser la mis-
ma que la cantidad de poliéster. ; Cudnto de cada fibra
debe tener el tejido final?

Impuesto Una compaiiia tiene ingresos gravables por
$312,000. El impuesto federal es el 25% de la parte que
queda después que el impuesto estatal ha sido pagado.
El impuesto estatal es un 10% de la parte que queda
después que el federal ha sido pagado. Encuentre los
impuestos federal y estatal.

Velocidad de un aeroplano Un aeroplano recorre 900
millas en 3 horas con viento a favor. Le toma 3 horas 36
minutos el viaje de regreso volando en contra del vien-
to. Encuentre la velocidad del aeroplano sin viento,
calcule también la velocidad del viento.

Velocidad de una balsa En un viaje en balsa tomé 3

de hora recorrer 12 millas rio abajo. El viaje de regreso
tomé 13 horas. Encuentre la velocidad de la balsa con el
agua en calma, y calcule la velocidad de la corriente.

Venta de muebles Un fabricante de comedores pro-
duce dos estilos, Early American y Contemporaneo. Por
su experiencia, el administrador ha determinado que
pueden venderse 20% més comedores Early American
que Contempordneo. En cada venta de un Early Ameri-
can hay una utilidad de $250, mientras que se gana $350
en cada Contemporadneo. Si en el afio préximo, el admi-
nistrador desea una ganancia total de $130,000, ;cudntas
unidades de cada estilo deben venderse?

Encuesta A Encuestas Nacionales se le concedié un
contrato para realizar una encuesta de preferencia de
producto para Crispy Crackers. Un total de 250 perso-
nas fueron entrevistadas. Encuestas Nacionales reportd
que a 62.5% mads de las personas les gustaba Crispy

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Crakers que a las que no les gustaba. Sin embargo, el
reporte no indic6 que el 16% de las personas entrevis-
tadas no habian contestado. ;A cudntas de las personas
entrevistadas les gustd Crispy Crakers? ;A cudntas no?
(Cudntas no contestaron?

Costo de igualacion Productos Unidos, S. A., fabrica
calculadoras y tiene plantas en las ciudades de Exton y
Whyton. En la planta de Exton, los costos fijos son de
$7000 por mes, y el costo de producir cada calculadora
es de $7.50. En la planta de Whyton, los costos fijos son
de $8800 por mes y cada calculadora cuesta $6 produ-
cirla. Si el mes siguiente, Productos Unidos debe pro-
ducir 1500 calculadoras, ;cudntas debe producir cada
planta si el costo total en cada una debe ser el mismo?
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Mezcla de café Un comerciante de café mezcla tres ti-
pos de café que cuestan $2.20, $2.30 y $2.60 por libra,
para obtener 100 Ib de café que vende a $2.40 por libra.
Si utiliza la misma cantidad de los dos cafés mas caros,
,cuanto de cada tipo debe utilizar en la mezcla?

Comisiones Una compaiiia paga a sus agentes de ven-
tas con base en un porcentaje de los primeros $100,000

en ventas, mds otro porcentaje sobre cualquier cantidad
que rebase esos $100,000. Si un agente recibié $8500 por
ventas de $175,000, y otro recibié $14,800 por ventas de
$280,000, encuentre los dos porcentajes.

Utilidades anuales En reportes financieros, las utilida-
des de una compaiiia en el afio actual (7") con frecuen-
cia son comparadas con las del afio anterior (L), pero
los valores reales de T'y L no siempre son dados. Este
afio una compaiiia tuvo una utilidad de $20 millones
mads que el afio pasado. Las utilidades fueron 25% ma-
yores. A partir de estos datos determine 7'y L.

Produccion La compaiifa Controles Universales
fabrica unidades de control. Sus modelos nuevos son

el Argén Iy el Argén I1. Para fabricar cada unidad de
Argon I, usan 6 medidores y 3 controladores. Para fa-
bricar cada unidad de Argén II, usan 10 medidores y 8
controladores. La compaiiia recibe un total de 760 me-
didores y 500 controladores diarios de sus proveedores.
(Cudntas unidades de cada modelo puede producir dia-
riamente? Suponga que se utilizan todas las partes.

Inversiones Una persona tiene dos inversiones y el
porcentaje de ganancia por afio en cada una de ellas

es el mismo. Del total de la cantidad invertida 7 de
ella mas $600 se invirtieron en una empresa de riesgo,
y al final de un afio la persona recibié un rendimiento
de $384 de esa empresa. Si el rendimiento total después



de un afio fue de $1120, encuentre la cantidad total in-
vertida.
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tanques de almacenamiento, A y B. El disolvente de
A se bombea a una velocidad de 20 gal/min. El disol-
vente B se bombea a una velocidad de 30 gal/min.

39. Produccion Una compaiiia produce tres tipos de mue- . .
bles para patio: sillas, mecedoras y sillones reclinables. E_n general, ambas bombas operan al ISmo tiempo.
Cada uno requiere de madera, plastico y aluminio, co- Sin embargo,.a causa de un qu]p]e fum.ildo,la bomba
mo se indica en la tabla siguiente. La compaiifa tiene en en A estuvo sin funcionar 10 mmutqs. 6Cuant0§ &a-
existencia 400 unidades de madera, 600 unidades de lones de cada tanque de almacenamlepto se utiliza-
pléstico y 1500 unidades de aluminio. Para la corrida de ran para llenar el tanque del ferrocarril?
fin de temporada, la compaiiia quiere utilizar todas sus
existencias. Para hacer esto, ;cudntas sillas, mecedoras y
sillones debe fabricar? A —
| Aceite
Madera Plastico Aluminio -
Silla 1unidad 1unidad 2 unidades = =
Mecedora 1unidad 1unidad 3 unidades
Sillon reclinable 1 unidad 2 unidades 5 unidades = 43, Verifique su respuesta al problema 1 utilizando su
calculadora gréfica.
40. Inversiones Un total de $35,000 se invirtieron a tres ta- 44. Verifique su re/spuesta al problema 11 utilizando su
sas de interés: 7,8 y 9%. El interés en el primer afio fue calculadora grafica.
de $28.30., que no se rean}rtlo. El segundo aio la canti- % 45. Resuelva de manera gréfica el sistema.
dad originalmente invertida al 9% devengé un 10%, y
las otras tasas permanecieron iguales. El interés total en .
el segundo afio fue de $2960. ;Cudnto se invirtié a cada {0.24x 0.34y = 0.04,
tasa? 0.11x + 021y = 0.75.
41. Contratacion de trabajadores Una compania paga a = 46. Resuelva de manera grafica el sistema
sus trabajadores calificados $15 por hora en su departa-
mento de ensamblado. Los trabajadores semicalificados x+ y=2
en ese departamento ganan $9 por hora. A los emplea- {1x NP >
dos de envios se les paga $10 por hora. A causa de un 4 Y73
incremento en los pedigios, la compaiiia necesita contra- Redondee los valores de x y y a dos decimales.
tar un total de 70 trabajadores en los departamentos de = . .
ensamblado y envios. Pagara un total de $760 por hora -~ 47. Resuelva de manera gréfica el sistema
a estos empleados. A causa de un contrato con el sindi-
cato, deben emplearse el doble de trabajadores semica- {0-5736)6 — 0.3420y = 0,
lificados que de trabajadores calificados. ; Cudntos 0.8192x + 0.9397y = 20.
trabajadores semicalificados, calificados y empleados de
envios debe contratar la compaiifa? Redondee los valores de x y y a un decimal.
42. Almacenamiento de un disolvente Un tanque de ferro-

ORI Utilizar la sustituciéon
para resolver sistemas de ecua-

carril de 10,000 galones se llenard con disolvente de dos

4.5 SISTEMAS NO LINEALES

Un sistema de ecuaciones en el que al menos una ecuacion es no lineal se lla-

ma sistema no lineal. Con frecuencia podemos resolver un sistema no lineal
por sustitucién, como se hizo con los sistemas lineales. Los ejemplos siguientes
lo ilustran.

ciones no lineales.

EJEMPLO 1 Solucion de un sistema no lineal

Resolver

{x2—2x+y—7=0, @
3x —y+1=0. )
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X

y
3x—y+1=0
2,7)
X2 —2x+y-7=0
(-3,-8)

FIGURA 4.37 Sistema de
ecuaciones no lineales.

Este ejemplo ilustra la necesidad de

verificar todas las “soluciones”.

1
Inkerseckion ™
H=z L y=z °

]

-2

FIGURA 4.38 Sistema no
lineal del ejemplo 2.

10

Solucion:

Estrategia: si un sistema no lineal contiene una ecuacion lineal, en general
despejamos una de las variables de la ecuacion lineal y sustituimos esa va-
riable en la otra ecuacion.

Si resolvemos la ecuacién (2) para y se obtiene
y=3x+ 1 3)
Sustituyendo en la ecuacién (1) y simplificando, tenemos
x?=2x+ Bx+1)—7=0,
X+ x—6=0,
(x +3)(x —2) =0,
x=—3 o x=2

Si x = —3, entonces la ecuacion (3) implica que y = —8;si x = 2, entonces
y = 7.Debe verificar que cada pareja de valores satisfaga el sistema dado. De
aqui que las soluciones seanx = —3,y = —8yx = 2,y = 7.Lasolucién geo-
métrica se presenta en la grafica del sistema de la figura 4.37. Observe que la
grafica de la ecuacidn (1) es una pardbola y la de la ecuacién (2) una recta. Las
soluciones corresponden a los puntos de interseccion (—3,—8) y (2, 7).
I— |

EJEMPLO 2 Resolucion de un sistema no lineal

Resolver
{ y=Vx + 2,
x+y=4
Solucion: al resolver la segunda ecuacion, que es lineal, para y se obtiene

y=4-—x @)

Sustituyendo en la primera ecuacion se obtiene

Vx + 2,

x+2

4 — x

16 — 8x + x?

(elevando al cuadrado ambos lados),
x*—9x + 14 = 0,
(x =2)(x—=7)=0.

Por tanto, x = 2 0 x = 7. De la ecuacién (4), si x = 2, entonces y = 2; si
x = 7, entonces y = —3. Puesto que realizamos la operacion de elevar al
cuadrado en ambos miembros, debemos verificar nuestros resultados. Mien-
tras que la parejax = 2y y = 2 satisface ambas ecuaciones originales, éste
no es el caso para x = 7y y = —3. Por tanto, la solucién es x = 2,y = 2
(véase la fig. 4.38).
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FIGURA 4.39 Solucién de
0.5x> + x = 3.

Resolver grdficamente la ecuacion 0.5x*> + x = 3, don-
de x = 0.

Solucion: para resolver la ecuacién, podriamos en-
contrar los ceros de la funcién f(x) = 0.5x*> + x — 3.
De manera alterna, podemos pensar en este problema
como la solucién del sistema no lineal

=10} Sty ===t
y =3.

En la figura 4.39, se estima que el punto de interseccion
esx = 1.65, y = 3.Observe que la graficadey = 3es
una recta horizontal. La solucién de la ecuacion dada
esx = 1.65.

g Ejercicio 4.5

En los problemas del 1 al 14 resuelva el sistema no lineal dado.

3x +y=0. x—y=0.
= 2 2 _ :0
5.{x v 6.{ P —q=0,
y=x 3g —2p—1=0.
9 {P:\/a 10 7= 4/w,
“lp =4 3z =2w + 2.
$2
= +1
13 {x=y-|—6, 14 ] ’
Cly=3Vx+4 y = 1
x—1

2=5— 2 42 =98
3. {P & 4.{y * ’
p=gq+ 1 x— y =14,
{y=4x—x2+8, s{xz—yz&
y = x? — 2x. Ty —x2=0.
2=+ 13 24y —2xy =1
1. {x o PR S St
y = x> — 15. 3x —y=25.

15. Decoracion La forma de una serpentina suspendi-
da por encima de una pista de baile, puede describirse
por medio de la funcién y = 0.01x> + 0.01x + 7,
en donde y es la altura de la serpentina (en pies) por
encima del piso, y x es la distancia horizontal (en pies)
desde el centro del salén. Una cuerda descrita por medio
de la funciéon y = 0.01x + 8.0,y que sujeta otra deco-
racion toca a la serpentina. ;) En dénde toca la cuerda a
la serpentina?

16. Marquesina La forma de una marquesina decorativa
sobre una fachada puede describirse por medio de la
funcién y = 0.06x> + 0.012x + 8, en donde y es la al-
tura del borde de la marquesina (en pies) por encima
de la acera, y x es la distancia (en pies) medida desde el
centro del portal de la tienda. Un vdndalo mete un palo
a través de la marquesina, perforando en dos lugares.
La posicién del palo puede describirse por medio de la
funcién y = 0.912x + 5. ;En qué parte de la marquesi-
na estdn los agujeros que hizo el vandalo?

] . e , .
“ 17. Determine de manera grafica, el nimero de solucio-
nes que tiene el sistema

| —

s

2 — 4.

= =

y
y
= 18. Resuelva en forma gréfica el sistema
{y =X,
y=6—x2

con un decimal de precision.
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“ 19. Resuelva en forma gréfica el sistema = 20. Resuelva en forma gréfica el sistema
{y=x2—2x+1, {y=x3—x,
y=x>+x*—2x+3 y =4dx

con un decimal de precision.

con un decimal de precision.

En los problemas del 21 al 23 resuelva grdficamente la ecuacion tratandola como un sistema. Redondee las respuestas a dos decimales.

21. 0.8x%> + 2x = 6,donde x = 0.

23. X —3x2=x — 8.

ORI Resolver sistemas
que describen situaciones de
equilibrio y puntos de equilibrio.

22. Vx+2=5—nx

4.6 APLICACIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Equilibrio

Recuerde de la seccidn 4.2 que una ecuacion que relaciona el precio por uni-
dad y la cantidad demandada (suministrada), se llama ecuacion de demanda
(ecuacion de oferta). Suponga que para un producto Z la ecuacion de deman-
daes

1
P= "1 T 12 1)
y la ecuacién de oferta es
1
P=3004 8 (2

donde g, p = 0. Las correspondientes curvas de demanda y oferta son las li-
neas de las figuras 4.40 y 4.41, respectivamente. Al analizar la figura 4.40, ve-
mos que los clientes comprardn 540 unidades por semana cuando el precio sea
de $9 por unidad, 1080 unidades cuando el precio sea $6 y asi sucesivamente.
La figura 4.41 muestra que cuando el precio es de $9 por unidad, los productores
colocaran 300 unidades por semana en el mercado, a $10 colocaran 600 unida-
des, y asi sucesivamente.

p p
12
(600, 10)
g 8 8K (300,9)
< o
Ne) Nel
a a
=~ ~ 4 -
| | | q 1 | 1 q
500 1000 1500 500 1000 1500
(Unidades/semana) (Unidades/semana)
Ecuacién de demanda: p = — ﬂﬁq +1 Ecuacion de oferta: p = ;Rq +8
FIGURA 4.40 Curva de demanda. FIGURA 4.41 Curva de oferta.

Cuando las curvas de demanda y oferta de un producto se representan en el
mismo plano de coordenadas, el punto (1, n) en donde las curvas se intersecan
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se llama punto de equilibrio (véase la fig. 4.42). El precio, n, llamado precio de
equilibrio, es el precio al que los consumidores comprardn la misma cantidad
de un producto, que los productores ofrezcan a ese precio. En resumen, n es el
precio en que se da una estabilidad entre productor y consumidor. La cantidad
m se llama cantidad de equilibrio.

p Curva de oferta
<
]
kel
S
qg)_ np------- 1Km, n) Punto de equilibrio
P i
° i
.g ! Curva de demanda
Q |
o l

= q

Cantidad de equilibrio = m

FIGURA 4.42 Equilibrio.

Para determinar con precisién el punto de equilibrio, resolvemos el siste-
ma formado por las ecuaciones de oferta y demanda. Hagamos esto para los
datos anteriores, es decir, el sistema

p= —11%61 + 12 (ecuacién de demanda),

_ 1 eUACiG —
P = 3504 + 8 (ecuacion de oferta).

Sustituyendo p por 300

q + 8enlaecuaciéon de demanda, obtenemos

1 1
g+ 8=-—(g+12
300 4 180 ¢ :

1 1
(300+180>q_4’

g = 450  (cantidad de equilibrio).

Por tanto,
= L(450) + 8
P~ 300
= 9.50 (precio de equilibrio),

y el punto de equilibrio es (450, 9.50). Por tanto, al precio de $9.50 por unidad,
los fabricantes producirian exactamente la cantidad (450) de unidades por
semana que los consumidores comprarian a ese precio (véase la fig. 4.43).
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p
p= 7-q+8
Precio de 12
equilibrio
B 710 e (450, 9.50) Punto de equilibrio

450 1000

?

Cantidad de equilibrio

FIGURA 4.43 Equilibrio.

EJEMPLO 1 Efecto de los impuestos sobre el equilibrio

Sea p = 155q + 50 la ecuacion de oferta para el producto de un fabricante y

suponga que la ecuacion de demanda es p = — 155q + 65.

a. Si se cobra al fabricante un impuesto de $1.50 por unidad, ;como se afectard
el precio de equilibrio original si la demanda permanece igual?

Solucion: antes del impuesto, el precio de equilibrio se obtiene resolvien-
do el sistema

_ 8
P = 1004 + 50,
__ 1
P="1004 + 65.
Por sustitucion,
7 8
— g+ 65=-——q+50
1007 1007 " %
15
15 ="
> = 100
100 = gq,
y
= —(100) + 50 = 58.
p = 155(100) + 50 = 58

Por tanto, $58 es el precio de equilibrio original. Antes del impuesto el fa-
bricante ofrecia ¢ unidades a un precio de p = 1559 + 50 por unidad.
Después del impuesto vendera las mismas g unidades con el $1.50 adicio-
nal por unidad. El precio por unidad serd (755¢ + 50) + 1.50, de modo
que la nueva ecuacién de oferta es

8 .+ 5150

T
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La resolucién del sistema

8

P = 1004 + 51.50,
p= —qu + 65
dar4 el nuevo precio de equilibrio:
%q + 51.50 = —%q + 65,
%q = 13.50,
q = 90,
P =100 (90) + 51.50 = 58.70.

El impuesto de $1.50 por unidad incrementé el precio de equilibrio en
$0.70 (véase la fig. 4.44). Observe que también existe una disminucién en la
cantidad de equilibrio,de ¢ = 100 a ¢ = 90, a causa del cambio en el pre-
cio de equilibrio (en los ejercicios se le pide que determine el efecto de un
subsidio dado al fabricante, lo cual reducird el precio del producto).

70

Curva de oferta después del impuesto
Curva de oferta antes del impuesto

2 Curva de demanda

I I
100 200 9

FIGURA 4.44 Equilibrio antes y después del
impuesto.

b. Determinar el ingreso total obtenido por el fabricante en el punto de equili-

brio antes y después del impuesto.

Solucion: sise venden g unidades de un producto a un precio de p délares
cada una, entonces el ingreso total esta dado por

YR = P9
Antes del impuesto, el ingreso en (100, 58) es (en ddlares)

yrr = (58)(100) = 5800.
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Después del impuesto es
yrr = (58.70)(90) = 5283,

que es una disminucion.

EJEMPLO 2 Equilibrio con demanda no lineal

Encontrar el punto de equilibrio si las ecuaciones de oferta y demanda de un

8000
producto son p = 410 +10yp =

Solucion: aqui la ecuacién de demanda no es lineal. Al resolver el sistema

, respectivamente.

p =45+ 10,
_ 8000
q
por sustitucion se obtiene
8000 q
— = + 10,
q 40

320,000 = g* + 400g (multiplicando ambos miembros por 40q),
q*> + 400g — 320,000 = 0,
(g + 800)(g — 400) = 0,
g = —800 o g = 400.
Descartamos ¢ = —800, ya que g representa una cantidad. Eligiendo g = 400,

tenemos p = (8000/400) = 20, de modo que el punto de equilibrio es (400, 20).
(Véase la fig. 4.45.)

Demanda

(400, 20)
20

10

1 I 1 1 I I
80 160 240 320 400

FIGURA 4.45 Equilibrio con demanda no lineal.

Puntos de equilibrio

Suponga que un fabricante produce un producto A y lo vende a $8 por unidad.
Entonces, el ingreso total yry recibido (en ddlares) de la venta de ¢ unidades es

yir = 84 (ingreso total).
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La diferencia entre el ingreso total recibido por ¢ unidades y el costo total de
g unidades, es la utilidad del fabricante (o pérdida si es negativa):

utilidad (o pérdida) = ingreso total — costo total.

El costo total, yrr, es la suma de los costos totales variables yyc, y los costos
totales fijos ygc.

Yrc = Yve T Yec

Los costos fijos son aquellos costos que bajo condiciones normales no depen-
den del nivel de produccion; esto es, en algiin periodo permanecen constantes
en todos los niveles de produccion (ejemplos son renta, salario de los oficinistas
y mantenimiento normal). Los costos variables son los que varian con el nivel
de produccién (como el costo de materiales, salarios, mantenimiento debido al
uso y desgaste, etc.). Suponga que, para g unidades de producto A,

Yrc = 5000 (costo fijo)
22
y YveT g4 (costo variable).
Entonces
22
Yre = 94 + 5000 (costo total).

Las graficas del costo total y del ingreso total aparecen en la figura 4.46. El
eje horizontal representa el nivel de produccion, g, y el eje vertical representa
el valor total, en ddlares, del ingreso o del costo. El punto de equilibrio es el
punto en que el ingreso total es igual al costo total (TR = TC); ocurre cuando
los niveles de produccién y de ventas tienen como resultado cero pérdidas y
cero utilidades. En el diagrama, llamado diagrama del punto de equilibrio, esta
el punto (m, n), en el que las graficas de y;g = 8q'y yrc = 2¢ + 5000 se in-
tersecan. Llamamos a m la cantidad de equilibrio y a n el ingreso de equilibrio.
Cuando el costo total y el ingreso total estdn relacionados de manera lineal
con la produccién, como es nuestro caso, para cualquier nivel de produccién
mayor que m, el ingreso total es mayor que el costo total, lo que trae como re-
sultado una utilidad. Sin embargo, en cualquier nivel menor de m unidades, el
ingreso total es menor que el costo total, lo que trae como resultado una
pérdida. Para una produccion de m unidades la utilidad es cero. En el ejemplo
siguiente examinaremos nuestros datos con mayor detalle.

y (Ingreso, costos

en délares) Punto de equilibrio
Yrc = 22.q+ 5000
(m, n)
5000
Yra=8q
I I q
500 1000

FIGURA 4.46 Diagrama de equilibrio.
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EJEMPLO 3 Punto de equilibrio, utilidad y pérdida.

Un fabricante vende un producto a $8 por unidad, y vende todo lo que produce.
El costo fijo es de $5000 y el variable por unidad es de % (délares).

a. Encontrar la produccion y el ingreso total en el punto de equilibrio.

Solucion: a un nivel de producciéon de g unidades, el costo variable es
Yve = 2qy el ingreso total es yrg = 8¢. De aqui que

yr = 8¢,
22
Yre = Yve T Yec = ?CI + 5000.

En el punto de equilibrio, el ingreso total es igual al costo total. Ahora re-
solvemos el sistema formado por las ecuaciones anteriores. Como

YR = YT1COS
Tenemos
22
8q = Eq + 5000,
8000 50
—q = 5000,

Costo tow 9

q = 900.
Ingreso total Asi que la produccién deseada es de 900 unidades, lo que resulta en un in-

"

- greso total (en ddlares) de

0 1000

FIGURA 4.47 Punto de (Véase la fig. 4.47.)

equilibrio (900, 7200). b. Encontrar la utilidad cuando se producen 1800 unidades.

Solucion: ya que utilidad = ingreso total — costo total, cuando g = 1800
tenemos

22
yrr — Yrc = 8(1800) — [9(1800) + 5000]
= 5000.

La utilidad cuando se producen y venden 1800 unidades es de $5000.

c. Encontrar la pérdida cuando se producen 450 unidades.

Solucion: cuando g = 450,
22
YR — Ytc = 8(450) — [9(450) + SOOO} = —2500.
Ocurre una pérdida de $2500 cuando el nivel de produccién es de 450

unidades.

d. Encontrar la produccion requerida para obtener una utilidad de $10,000.



y
Yrc=2g+ 1200
3000 -
2000 ~<~—— Puntos
de equilibrio
B Y =100g
| |
400 900
FIGURA 4.48 Dos puntos de
equilibrio.
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Solucion: para obtener una utilidad de $10,000 tenemos

utilidad = ingreso total — costo total,

22
10,000 = 8¢ — (9q + 5000),

50
15,000 =

s 9 q,

q = 2700.

Asi, deben producirse 2700 unidades.

EJEMPLO 4 Cantidad de equilibrio

Determinar la cantidad de equilibrio de Fabricaciones XYZ dada la informa-
cion siguiente: costo fijo total, $1200; costo variable por unidad, $2; ingreso total
por la venta de q unidades, yrg = 100Vq.

Solucion: por g unidades de produccion,

yrr = 100V,
Yre = 2q + 1200.

Igualando el ingreso total al costo total se obtiene
100Vg = 2q + 1200,
50Vq = q + 600 (dividiendo ambos lados entre 2).
Elevando al cuadrado ambos miembros, tenemos
2500 = ¢* + 1200g + (600)?,
= g* — 1300 + 360,000.

Por medio de la férmula cuadratica,

1300 /250,000

q= 5 :
_ 13004500
2 9

g =400 o g = 900.

Aunque tanto g = 400, como g = 900 son cantidades de equilibrio, observe
en la figura 4.48 que cuando g > 900, el costo total es mayor que el ingreso to-
tal,de modo que siempre se tendra una pérdida. Esto ocurre porque aqui el in-
greso total no estd relacionado linealmente con la produccion. Por tanto,
producir mds de la cantidad de equilibrio no necesariamente garantiza una
utilidad.
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En los problemas del 1 al 8 se le da una ecuacion de oferta y una de demanda para un producto. Si p representa el precio por
unidad en dolares y q el niimero de unidades por unidad de tiempo, encuentre el punto de equilibrio. En los problemas 1 y 2,
plantee el sistema.

1.

Oferta: p = 1359 + 2,

Demanda: p = — 1&g + 12.

. Oferta:35g — 2p + 250 = 0,
Demanda: 65¢ + p — 537.5 = 0.

. Oferta: p = 2q + 20,
Demanda: p = 200 — 24>

. Oferta: p = Vg + 10,

Demanda: p = 20 — g.

2.

Oferta: p = ﬁq + 3,

Demanda: p = — 35 + 2.

Oferta: 246p — 3.25q — 2460 = 0,
Demanda: 410p + 3q — 14,452.5 = 0.
Oferta: p = (q + 10)?,

Demanda: p = 388 — 16g — ¢

Oferta: p = %q + 7,
3240
Demanda: p = 7+ 20

En los problemas del 9 al 14 yy representa el ingreso total en délares y y; el costo total en dolares para un fabricante. Si q repre-
senta tanto el niimero de unidades producidas como el niimero de unidades vendidas, encuentre la cantidad de equilibrio. Esque-
matice un diagrama de equilibrio en los problemas 9 y 10.

9.

12.

15.

16.

17.

YR — 3(1, 10. yig = 14q,

yre = 2q + 4500. Yre = £g + 1200.
1000

YR — 0.25q, 13. VIR — 100 — m,

yrc = 0.16g + 360. yre = q + 35.

11. yrg = 0.05¢,
yre = 0.85¢ + 600.

14. yr = 0.1¢> + 7q,

Negocios Las ecuaciones de oferta y demanda para
cierto producto son

3¢ — 200p + 1800 = 0

3g + 100p — 1800 = 0,

respectivamente, donde p representa el precio por uni-
dad en ddlares y g el nimero de unidades vendidas por
periodo.

a. Encuentre algebraicamente el precio de equilibrio y
deduzcalo por medio de una gréfica.

b. Encuentre el precio de equilibrio cuando se fija un
impuesto de 27 centavos por unidad al proveedor.

Negocios Un fabricante vende todo lo que produce.
Su ingreso total estd dado por yrg = 7qy el costo total
es yrc = 6g + 800, donde g representa el nimero de
unidades producidas y vendidas.

a. Encuentre el nivel de produccién en el punto de
equilibrio y dibuje el diagrama de equilibrio.

b. Encuentre el nivel de produccién en el punto de
equilibrio, si el costo total se incrementa en 5%.

Negocios Un fabricante vende un producto a $8.35

por unidad, y vende todo lo que produce. Los costos fi-
jos son de $2116 y el costo variable es de $7.20 por uni-
dad. ;A qué nivel de produccién existirdn utilidades de

18.

19.

20.

$4600? ; A qué nivel de produccién habré una pérdida
de $1150? ; A qué nivel de produccién ocurre el punto
de equilibrio?

Negocios El punto de equilibrio de mercado para un
producto ocurre cuando se producen 13,500 unidades a
un precio de $4.50 por unidad. El productor no proveera
unidades a $1 y el consumidor no demandard unidades
a $20. Encuentre las ecuaciones de oferta y demanda si
ambas son lineales.

Negocios Un fabricante de juguetes para nifios alcan-
zara el punto de equilibrio en un volumen de ventas de
$200,000. Los costos fijos son de $40,000 y cada unidad
de produccion se vende a $5. Determine el costo varia-
ble por unidad.

Negocios La compaiifa Sandalias Cémodas fabrica
sandalias para las que el costo del material es de $0.80
por par,y el costo de mano de obra es de $0.90 por par.
Hay costos adicionales por par de $0.30. Los costos fijos
son de $70,000. Si cada par se vende a $2.50, ;cudntos
pares se deben vender para que la compaiiia llegue al
equilibrio?

~ ”

1 111 N

A
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\ |




21.

22.

23.

24.

Negocios Encuentre el punto de equilibrio para la
compaiiia Z, que vende todo lo que produce, si el costo
variable por unidad es de $2, los costos fijos de $1050
y ytr = 50V{q, donde g es el nimero de unidades pro-
ducidas.

Negocios Una compaiifa determiné que la ecuacion
de demanda para su producto es p = 1000/g, donde p
es el precio por unidad para g unidades en algin perio-
do. Determine la cantidad demandada cuando el precio
por unidad es (a)$4, (b)$2 y (¢)$0.50. Para cada uno de
estos precios calcule el ingreso total que la compania
recibird. ;Cudl serd el ingreso sin importar el precio?
(Sugerencia: encuentre el ingreso cuando el precio es p
dolares.)

Negocios Utilizando los datos del ejemplo 1, determi-
ne como se afectara el precio de equilibrio original, si la
compaiiia recibe un subsidio del gobierno de $1.50 por
unidad.

Negocios La compafiia Aceros Forjados vende un pro-
ducto de acero corrugado a Fabricaciones Modelo, y
compite para hacer estas ventas con otros proveedores.
El vicepresidente de ventas de Aceros Forjados cree
que reduciendo el precio del producto, se podria asegu-
rar un 40% de incremento en el volumen de unidades
vendidas a Fabricaciones Modelo. Como administrador
del departamento de costos y andlisis, a usted se le ha
consultado para que analice la propuesta del vicepre-
sidente, y exponga sus recomendaciones de si ésta es
financieramente benéfica. Se le pide que determine
especificamente:

a. Ganancia o pérdida neta con base en el precio pro-
puesto.

b. Volumen de ventas de unidades que, bajo el precio
propuesto, se requieren para obtener las mismas uti-
lidades de $40,000 que se reciben con el precio y vo-
lumen de ventas actuales.

Ultilice la siguiente informacion en su andlisis:

Propuesta del
Operaciones vicepresidente
actuales de ventas
Precio unitario $2.50 $2.00
Volumen de ventas 200,000 280,000
unidades unidades
Costo variable
Total $350,000 $490,000
Por unidad $1.75 $1.75
Costo fojo $110,000 $110,000
Ganancia $40,000 ?
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25.

26.

27.
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Negocios Suponga que los productos A y B tienen
ecuaciones de demanda y oferta que estdn relacionadas
una con otra. Si g, y g son las cantidades producidas

y vendidas de A y B, respectivamente,y p, y pg Sus res-
pectivos precios, las ecuaciones de demanda son

dr =8 — pat+ ps

qs = 26 + py — pg,

y las ecuaciones de oferta son

Ga = =2+ 5ps — ps

gg = —4 — pa + 3ps.
Elimine g, y gg para obtener los precios de equilibrio.

Negocios La ecuacion de oferta para un producto es

p = 03g¢* + 14.6,

y la ecuacién de demanda es

_ 352
P =1 ¥ 03¢

Aqui p representa el precio por unidad en ddlares, y ¢q
el nimero de unidades (en miles) por unidad de tiem-
po. Grafique ambas ecuaciones y a partir de su grédfica
determine el precio y la cantidad de equilibrio a un
decimal.

Negocios
total es

Para un fabricante la ecuacion de ingreso

y la ecuacién de costo total es

yre = 0.02¢° + 104,

donde g representa (en miles) tanto el nimero de unida-
des producidas como el de unidades vendidas. Grafique
un diagrama de equilibrio y encuentre la cantidad de
equilibrio.
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"REPASO

Términos y simbolos importantes

Seccion 4.1 pendiente de una recta

ecuacion lineal generalen xy y

ecuacion de demanda
ecuacion lineal

Seccion 4.2

Seccion 4.3 funcién cuadratica parédbola

Seccion 4.4  sistema de ecuaciones sistemas equivalentes
sustitucién pardmetro
Seccion 4.5  sistema no lineal
Seccion 4.6 punto de equilibrio precio de equilibrio
costo fijo costo variable punto de equilibrio
Resumen

forma punto-pendiente
relacion lineal

curva de demanda

eje de simetria

forma pendiente-ordenada al origen

ecuacion de oferta curva de oferta

vértice

eliminacién por adicién eliminacién por

ecuacion lineal generalen x,yy z

cantidad de equilibrio
cantidad de equilibrio

ganancia costo total
ingreso de equilibrio

La orientacién de una recta no vertical esta caracteri-
zada por su pendiente y la recta estd dada por
=N
m - 7,
X2 T X

donde (x;, y;) y (x,,y,) son dos puntos diferentes sobre
la recta. La pendiente de una recta vertical no esta defi-
nida, y la pendiente de una recta horizontal es cero.
Rectas que ascienden tienen pendiente positiva; rectas
que descienden tienen pendiente negativa. Dos rec-
tas son paralelas si y sélo si tienen la misma pendiente o
son verticales. Dos rectas con pendientes m1, y m, son
perpendiculares entre si, si y sélo si m; = — ;. Una rec-
ta horizontal y una vertical son perpendiculares entre sf.

Formas basicas de las ecuaciones de rectas son las
siguientes:

y —yn = m(x — x;) (formapunto-
pendiente)
y=mx + b (forma pendiente-

ordenada al origen)

xX=a (recta vertical)

y=25b (recta horizontal)

Ax + By + C =0 (general)

La funcién lineal f(x) = ax + b (a # 0),tiene como
grafica una linea recta.

En economia, las funciones de oferta y demanda
tienen la forma p = f(g) y desempeiian un papel im-

Problemas de repaso

portante. Cada una da una correspondencia entre el

precio p de un producto, y el nimero de unidades g del

producto que los fabricantes (o consumidores) ofrece-

rdn (o comprardn) a ese precio durante algtn periodo.
Una funcidn cuadratica tiene la forma

f(x) =ax*+bx+c (a#0).

Su gréfica es una parabola que se abre hacia arriba si
a > 0y hacia abajo sia < 0. El vértice es

b b s
o Ja 2a
y c es la interseccidn y. El eje de simetria, asi como las
intersecciones x y y son utiles para hacer el bosquejo
de la grafica.

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolver-
se con los métodos de eliminacién por adicion y elimi-
nacion por sustitucién. Una solucién puede incluir uno
0 mas parametros. La sustitucién también es util en la
solucién de sistemas no lineales.

La solucion de un sistema formado por las ecua-
ciones de oferta y demanda para un producto, da el
punto de equilibrio, que indica el precio al que los
clientes compraran la misma cantidad de un producto
que los productores desean vender a ese precio.

Las utilidades son el ingreso total menos el costo
total, donde el costo total es la suma de los costos fijos
y los costos variables. El punto de equilibrio es el pun-
to en donde el ingreso total iguala al costo total.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color se sugiere utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

1. La pendiente de la recta que pasa por (2,5) y (3, k) es 4.
Encuentre k.

2. La pendiente de la recta que pasa por (2,3) y (k,3) es 0.
Encuentre k.

En los problemas del 3 al 9 determine la forma pendiente-ordenada al origen y una forma general de una ecuacion de la recta

que tiene las propiedades indicadas.

3. Pasa por (3,—2) y tiene interseccién y igual a 1.

4. Pasapor (—1,—1) yes paralelaalarectay = 3x — 4.
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5. Pasa por (10,4) y tiene pendiente 3. 6. Pasa por (3,5) y es vertical.
7. Pasa por (—2,4) y es horizontal. 8. Pasapor (1,2) y es perpendicular a la recta
9. Tiene interseccion y igual a 2y es perpendicular a y + 3x = 2. By +5x =7

10. Determine si el punto (0, —7) pertenece a la recta que pasa por (1,—3) y (4,9).

En los problemas del 11 al 16 determine si las rectas son paralelas, perpendiculares o ninguna de éstas.

1. x +4y +2=0, 8& —2y —2=0. 120 y—2=2(x—1), 2x +4y —3=0.
13. x —3=2(y +4), y=4dx+ 2. 14. 3x + 5y +4 =0, 6x + 10y = 0.
15. y=1Ix +5 2x =4y — 3. 16. y=7x, y=1.

En los problemas del 17 al 20 escriba cada recta en la forma pendiente-ordenada al origen y haga un bosquejo de su grifica. ;Cudl
es la pendiente de la recta?
17. 3x — 2y = 4. 18. x = -3y + 4. 19. 4 — 3y =0. 20. y = 2x.

En los problemas del 21 al 30 grafique cada funcién. Para las que sean funciones lineales, también obtenga la pendiente y la inter-
seccion con el eje vertical. Para las cuadrdticas obtenga todas las intersecciones y el vértice.

21. y = f(x) =4 — 2x. 22 s=g(t) =8 —2t — 1.
23. y = f(x) =9 — x°, 24. y=f(x) =3x—17
25.y = h(t) = > — 4 — 5. 26. y=h(t) =1+ 3¢
27. p = g(t) = 3t. 28. y=F(x) = (2x — 1)
29. y = F(x) = —(x> + 2x + 3). 30. y=f(x) = g —2.
En los problemas del 31 al 44 resuelva el sistema dado.
2x — y = — 4y = 4x + Sy =
) { X y =6, o {Sx y =17, 33 { x + 5y =3,
3x +2y =5. =2x — 4. 3x +4y =2
1.3, o1, 1
et 6o 4v T2 ’ 3T T
{4x+8y:1’2 R ESOVR B 3614, 13,23
X y = 12. Xty =28 3X y=3
2y + x
X = 14,
3x =2y +z2=-2, 6 2= y+2x=7,
37. {2x + y+z= 1, 38. +3x+y_20 39. 24 y=5
x+3y-—z= 3 YT ' Yo
18
YT x v @ o [x+2z=-2, A
40. 41. L4 5 42. (x —y+z=0,
— = X = .
x—y+7=0. yTz x+z=0.
343.{)‘_ y— z=0, s, {Zx— 5y + 6z =1,
2x — 2y + 3z =0. 4x — 10y + 12z = 2.
45. Suponga que a y b estdn relacionadas de manera lineal, de 220,y a una temperatura de 32°C su frecuencia car-
de modo que a = 1cuando b = 2,y a = 2 cuando diaca fue de 150. Si r estd relacionada linealmente con
b = 1. Encuentre una forma lineal general de una T,en donde T estd entre 26 y 38°C, (a) determine una
ecuacion que relacione a y b. También encuentre a ecuacion para r en términos de 7, y (b) determine la
cuando b = 3. frecuencia cardiaca a una temperatura de 28°C.

46. Temperatura y frecuencia cardiaca Cuando la tempe-
ratura 7 (en grados Celsius) de un gato se reduce, la
frecuencia cardiaca del gato r (en latidos por minuto)
disminuye. Bajo condiciones de laboratorio, un gato a
una temperatura de 37°C tuvo una frecuencia cardiaca

8Se refiere a los conceptos vistos en los ejemplos 6y 7 de la seccién 4.4.
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

54.

Suponga que fes una funcion lineal tal que f(1) = S,y
f(x) disminuye 4 unidades por cada incremento de 3
unidades en x. Encuentre f(x).

Si fes una funcién lineal tal que f(—1) = 8y f(2) = 5,
encuentre f(x).

Ingreso maximo La funcion de demanda para el fabri-
cante de un producto es p = f(g) = 200 — 2q, donde
p es el precio (en dolares) por unidad cuando se de-
mandan ¢ unidades. Determine el nivel de producciéon
que maximiza el ingreso total del fabricante y calcule
este ingreso.

Impuesto sobre ventas La diferencia en el precio de
dos articulos antes de que un impuesto sobre la venta
de 5% se les imponga es de $4. La diferencia en el pre-
cio después del impuesto es de $4.20. Encuentre el
precio de cada articulo antes del impuesto.

Precio de equilibrio Si las ecuaciones de oferta y de-
manda de cierto producto son 125p — ¢ — 250 = 0y
100p + g — 1100 = 0, respectivamente, encuentre el
precio de equilibrio.

Psicologia En psicologia el término memoria semdnti-
ca se refiere al conocimiento del significado y la rela-
cién de las palabras, asi como al significado con el que
almacenamos y recuperamos tal informacién.’ En un
modelo de red de memoria semdntica, hay una jerarquia
de niveles en los que se almacena la informacién. En un
experimento de Collins y Quillian basado en un modelo
de red, los datos se obtuvieron sobre el tiempo de reac-
cién para responder a preguntas sencillas acerca de sus-
tantivos. La gréfica de los resultados muestra que en
promedio, el tiempo de reaccion R (en milisegundos) es
una funcién lineal del nivel L en el que una propiedad
caracteristica del sustantivo es almacenada. En el nivel
0 el tiempo de reaccién es de 1310; en el nivel 2 el tiempo
de reaccion es de 1460. (a) Encuentre la funcion lineal.
(b) Encuentre el tiempo de reaccion en el nivel 1. (¢)
Encuentre la pendiente y determine su significado.

. Punto de equilibrio Un fabricante de cierto producto

vende todo lo que produce. Determine el punto de
equilibrio, si el producto se vende en $16 por unidad, el
costo fijo es $10,000 y el costo variable estd dado por
Yve = 8¢, en donde ¢ es el nimero de unidades produ-
cidas (yyc se expresa en dolares).

Conversion de temperatura La temperatura Celsius,
C, es una funcion lineal de la temperatura Fahrenheit, F.
Utilice el hecho de que 32 °F es lo mismo que 0°Cy que
212°F es lo mismo que 100°C para hallar esta funcioén.
También encuentre C cuando F = 50.

°G. R. Loftus y E. F. Loftus, Human Memory: The Processing of
Information (Nueva York: Laurence Erlbaum Associates, Inc., distri-
buido por Halsted Press, Division de John Wiley and Sons, Inc., 1976).

Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

55. Contaminacion En una provincia de una nacién
desarrollada, la contaminacion del agua se analiza
utilizando un modelo de oferta-demanda. La ecuacion

0.0042

de oferta ambiental L = 0.0183 — describe el
gravamen por tonelada, L (en délares), como una
funcion de la contaminacién total, p (en toneladas
por kilémetro cuadrado), para p = 0.2295. La ecua-

cion de demanda ambiental, L = 0.0005 + 0'0378,
p

describe el costo por tonelada de disminucién, como
una funcién de la contaminacién total para p > 0.
Determine el nivel de equilibrio de la contaminacién
total a dos decimales.'”

56. 56. Resuelva en forma gréfica el sistema lineal

{Sx + 4y = 20,
7x + 5y = 64.

57. Por medio de una gréfica, resuelva el sistema lineal

{O.Zx + 03y =7,
0.3x + 0.5y = 4.

Redondee x y y a dos decimales.

%' 58. Mediante una gréfica, resuelva el sistema no lineal
2
y = —,donde x > 0,
X
y=x>—6.

Redondee x y y a dos decimales.

59. Resuelva graficamente el sistema no lineal

{y=x3+1,
y=2—x%

Redondee x y y a dos decimales.

60. Resuelva en forma grafica la ecuacion

x>+ 4=x>—3x

tratandola como un sistema. Redondee x a dos
decimales.

10y ¢ase Hua Wang y David Wheeler, “Pricing Industrial Pollution in
China: An Economic Analysis of the Levy System”, World Bank
Policy Research Working Paper #1644, septiembre de 1996.



Aplicacion practica
Planes de cobro en telefonia
celular

lanes de cobro en telefonia celular. En décadas re-
cientes, los cambios en la tecnologia y la ley han
transformado la industria de la comunicacién. Algu-
nos de los cambios han tenidos sus pros y sus contras.
Por ejemplo, considere el problema de elegir un plan
de telefonia celular. En la mayoria de las dreas urbanas,
los usuarios de teléfonos celulares, literalmente tienen
docenas de planes para elegir. Los planes incluyen ta-
rifas de accesos mensuales, minutos libres, cobros por
tiempo aire adicional, tarifas por roaming regional, ta-
rifa por roaming nacional, tarifas por horas pico y ho-
ras no pico, y tarifas por larga distancia (sin mencionar
costos por activacidn, gastos por cancelacion y cosas
por el estilo). Dados todos estos factores, ;como pue-
de un consumidor hacer una eleccion inteligente?
Aunque encontramos que la mejor eleccién garan-
tizada requiere de un arduo trabajo, realizar una elec-
cién razonable sdlo requiere de pocas matemadticas.
Considere los planes ofrecidos por una sola compafiia
de telecomunicaciones, denominada Compaiia XY &Z,
y suponga que la mayor parte de las llamadas son loca-
les, hechas (o recibidas) en la ciudad durante las horas
pico. En otras palabras, ignoraremos las cuotas por
roaming, tasas en horas no pico y tarifas de larga dis-
tancia. En diciembre de 2000, esta compaiiia ofrecid
los planes siguientes:

Biésico: $19.99 mensual compra 60 minutos. El tiempo
adicional cuesta $0.40 por minuto.

Advantage I: $29.99 mensual compra 120 minutos. El
tiempo adicional cuesta $0.30 por minuto.

Advantage II: $39.99 mensual compra 200 minutos. El
tiempo adicional cuesta $0.30 por minuto.

Advantage III: $49.99 mensual compra 400 minutos.
El tiempo adicional cuesta $0.30 por minuto.

Premier: $59.99 mensual compra 450 minutos. El tiem-
po adicional cuesta $0.35 por minuto.

Para representar en forma matemadtica estos planes,
tenemos que escribir el costo mensual total como una
funcién del tiempo para cada plan. Para el plan Bésico,
el costo mensual, B, dependerd del nimero total de
llamadas de acuerdo con la funcién

19.99 sit = 60,
B(t) = .
19.99 + 0.40(r — 60) sit > 60.
De manera similar, representamos los tres planes Ad-

vantage con Al, A2 y A3, respectivamente, y el plan
Premier por P, asi, tenemos estas funciones:

29.99 si t = 120,

Al(r) =
(t) {29.99 + 0.30(¢r — 120) si t > 120.

39.99 sit = 200,

A2(t) =
(t) {39.99 + 0.30(¢ — 200) si ¢ > 200.

A3(1) = {49.99 si't = 400,
49.99 + 0.30(t — 400) si ¢ > 400.

PU) = {59.99 si ¢ = 450,
59.99 + 0.35(t — 450) si t > 450.

Con toda esta vasta informacion, es recomendable
construir una grafica para tener una perspectiva gene-
ral del problema. Podriamos realizar esto en forma
manual, pero aqui estd una buena oportunidad para
utilizar la capacidad de una calculadora gréfica. Intro-
ducimos la funcién B(f) como

Y1 = 19.99 + 0.40(X — 60)(X > 60).

El simbolo > viene en el mentd TEST, y la expresion
(X > 60) es igual a 1 o 0, dependiendo si x es, 0 no,
mayor que 60. Introduciendo las otras cuatro funcio-
nes de manera similar y graficindolas juntas, obtene-
mos la pantalla que se muestra en la figura 4.49.

Cuadl plan es mejor depende de la cantidad de
tiempo de llamadas, para cualquier tiempo aire men-
sual dado, el mejor plan es aquél en que la gréfica es la
mas baja en ese punto.

Para un tiempo muy breve de llamadas, el plan
Basico es mejor, pero en algin punto se vuelve mads ca-
ro que el plan Advantage I. Encontramos en donde
ocurre esto —el valor de ¢ en el que las gréficas de esos
dos planes se intersecan. Obsérvese que si no hubié-
semos graficado todas las funciones, no sabriamos qué
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FIGURA 4.49 Costos de los
diferentes planes.

parte de cada definiciéon de funcién utilizar; tal como
estdn las cosas, podemos ver que utilizamos la segunda
parte de la definicién de B(¢) (la parte cuya grafica es
inclinada), y la primera parte de la definicién de A1(r)
(la parte cuya grafica es plana). En otras palabras, re-
solvemos el sistema de ecuaciones

B(t) = 19.99 + 0.40(t — 60),
Al(t) = 29.99.
B(t) = Al(r),

Por medio de sustitucidn, esto se simplifica a una sola
ecuacién que se resuelve rapidamente:

19.99 + 0.40(¢ — 60) = 29.99,
0.40r — 24 = 10,
0.40r = 34,
t = 85.

De modo que el plan Advantage I se vuelve mejor que
el plan Bésico para mas de 85 minutos de tiempo men-
sual de llamadas.

Con base en la gréfica, también podemos ver que
en algiin punto el plan Advantage II empieza a ser el
mejor plan,y que en un punto posterior, a su vez, el plan
Advantage III se vuelve mejor. Sin embargo, note algo
interesante en los planes Advantage III y Premier: el
plan Advantage 111 es mejor al principio, y luego el plan
Premier es mejor por un lapso, pero para tiempos muy
altos de uso, el plan Advantage III es nuevamente
mejor."! Encontramos el Gltimo punto de cambio. Es
el valor de ¢ en el que las dos partes inclinadas de las
graficas de A3(¢) y P(¢) se intersecan. En lugar de resol-
verla en forma algebraica, esta vez utilizamos la calcula-
dora para determinar de manera automadtica el punto
de interseccion.

"Los planes también difieren de manera significativa en tarifas por
roaming regional, pero no estamos considerandolos.
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Nuestro resultado se muestra en la fig. 4.50.
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FIGURA 4.50 Planes
Advantage III y Premier.

De modo que el plan Advantage III es mejor que el
plan Premier para més de 550 minutos de llamadas.

De lo que conocemos hasta ahora, podemos cons-
truir la tabla parcial siguiente.

Tiempo aire (min) Mejor plan

0a85 Basico
Advantage |
Advantage IT
Advantage III
Premier

550 y més Advantage III

La terminacion de esta tabla se deja para los ejercicios.
Para buscar planes de servicio de teléfonos celula-
res en diferentes areas, visite www.point.com.

Ejercicios
1. Copie la tabla anterior en una pagina aparte. Des-
pués utilice las técnicas de solucién algebraicas
para llenar las dos primeras lineas en blanco de la
columna de tiempo aire.

2. Utilice una calculadora grafica para llenar las dos
lineas en blanco restantes.

3. ;Qué sucede cuando trata de utilizar la calculado-
ra para determinar un punto de interseccion, pero
no es cuidadoso con su aproximacién inicial?

4. ;Por qué la compaiia XY &Z ofrece cinco diferen-
tes planes, en lugar de ofrecer un solo plan que pro-
porcione a la compafiia una utilidad para cualquier
tiempo aire del consumidor?



5.1
5.2
5.3

5.4

5.5

Funciones exponenciales
Funciones logaritmicas

Propiedades de los
logaritmos

Ecuaciones logaritmicas
y exponenciales

Repaso

Aplicacion practica
Dosis de medicamento

CAPITULO 5

Funciones exponencial
y logaritmica

ligual que los virus bioldgicos se propagan a través del contacto entre
A organismos, también los virus de computadora se propagan cuando las
computadoras interactian por medio de redes o correo electrénico. Mientras
los cientificos estudian como luchar contra los virus de computadora, que
causan mucho dafio por la forma en que borran o alteran archivos, también
disefian modelos matematicos de la rapidez con que se propagan los virus.
Por ejemplo, el viernes 26 de marzo de 1999 se reportd el primer caso del
virus conocido como Melissa; para el lunes 29 de marzo, Melissa habia
alcanzado a mas de 100,000 computadoras.

Las funciones exponenciales, que este capitulo estudia en detalle,
proporcionan un modelo plausible. Considere un virus de computadora
que se oculta en un archivo adjunto de correo electrénico; una vez que el
archivo se baja, de manera automatica se envia un mensaje con un archivo
adjunto similar a todas las direcciones en la libreta de direcciones de correo
electrénico de la computadora anfitriona. Si la libreta de direcciones comtn
contiene 20 direcciones, y si el usuario comtn de computadora revisa su correo
electronico una vez por dia, entonces un virus en una sola maquina habra
infectado a 20 maquinas en un dia, 20> = 400 maquinas al cabo de dos dias,
20° = 8000 después de tres dias y, en general, después de ¢ dias, el nimero N
de computadoras infectadas estard dado por la funcién exponencial
N(t) = 20",

Este modelo supone que todas las computadoras implicadas estdn ligadas
unas con otras, via su lista de direcciones, en un solo grupo bien conectado.
Los modelos exponenciales son mds precisos para pequeiios valores de ¢; este
modelo en particular, ignora el descenso que ocurre cuando la mayoria de
los correos electronicos iniciales van a computadoras que ya estdn infectadas;
lo cual sucede cuando pasan varios dias. Por ejemplo, nuestro modelo nos
dice que después de siete dias infectard a 20’ = 1.28 miles de millones de
computadoras —japroximadamente todas las computadoras en la Tierra!
Pero a pesar de sus limitaciones, los modelos exponenciales explican el
porqué con frecuencia los nuevos virus infectan a miles de maquinas antes

de que los expertos en antivirus tengan tiempo de reaccionar.
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182 Capitulo 5 = Funciones exponencial y logaritmica

Estudiar las fun-
ciones exponenciales y sus apli-
caciones en temas como interés
compuesto, crecimiento pobla-
cional y decaimiento radiactivo.

No confunda la funcién exponencial
y = 2% con la funcion potencia

y = X2 que tiene una base variable
y un exponente constante.

Si desea revisar exponentes, consulte
la seccién 0.5.

Principios en prdctica 1
Crecimiento de bacterias
El nimero de bacterias en
un cultivo que duplica su
numero cada hora, estd dado por
N(t) = A-2, en donde A es el
numero presente originalmente y ¢
es el nimero de horas que las bac-
terias se han estado duplicando.
Utilice una calculadora grafica
para trazar esta funcién para dife-
rentes valores de A > 1. ;En qué
se parecen las graficas? ;Cdémo
altera el valor de A la gréfica?

D

5.1 FUNCIONES EXPONENCIALES

Existe una funcién que desempefia una funcién importante no s6lo en matema-
ticas, sino también en finanzas, economia y otras dreas de estudio. Incluye una
constante elevada a un exponente variable, como f(x) = 2*. A tales funciones
les llamamos funciones exponenciales.

Definicion
La funcién f definida por
f(x) = b
donde b > 0,b # 1,y el exponente x es cualquier nimero real, se llama
funcién exponencial con base b.!

Ya que el exponente de b* puede ser cualquier nimero real, podria sor-
prenderle como le asignamos un valor a algo como 2\6, donde el exponente
es un numero irracional. Simplemente utilizamos aproximaciones. Como
V2 = 1.41421...,2V2 es casi 214 = 275 = /27, que si estd definido. Aproxi-

100,
maciones mejores son 214! = 21410 =\/2141 "y a5f sucesivamente. De esta
manera el significado de 2V2 se vuelve claro. El valor que da una calculadora

para 2V2es (aproximadamente) 2.66514.

Cuando se trabaja con funciones exponenciales puede ser necesario apli-
car las reglas de los exponentes. Estas reglas se presentan a continuacion, en
ellas m y n son nimeros reales y a y b son positivos.

Reglas de los exponentes

T, @gf? = e 2. a7 = G
a
3. (a")" = ™ 4. (ab)" = a"b"
5. Z) =%. 6. a' =a
1
7. ao = 1. 8. a" = T
a

Algunas funciones que no parecen tener la forma exponencial b* pueden poner-
se en esa forma aplicando las reglas anteriores. Por ejemplo,2* = 1/(2%) = (3)*
y 32x — (32)x = oY,

EJEMPLO 1 Crecimiento de bacterias

El niimero de bacterias presentes en un cultivo después de t minutos estd dado por
4\
N(t) = 300(3> .

4\
Observe que N(t) es un multiplo constante de la funcién exponencial (3) .

ISi b = 1,entonces f(x) = 1* = 1. Esta funci6n es de tan poco interés, que no le llamamos fun-
cién exponencial.



—*= Principios en prdctica 2
Graficacion de funciones
exponenciales con b > 1

Suponga que una inversiéon au-
menta 10% cada afio. Construya
una tabla del factor por el cual
la inversion aumenta a partir de la
cantidad inicial para 0 a 4 afios.
Para cada afio, escriba una expre-
sién para el aumento como una
potencia de alguna base. ;Qué ba-
se utilizaria? ;Coémo se relaciona
esa base con el problema? Utilice
su tabla para graficar el aumento
multiplicativo como una funcién
del nimero de afos. Utilice su
gréfica para determinar cuando se
duplica la inversion.

x | 2%
_2 1
-1 :

0 1

1 2

2 4

3| 8
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a. ¢Cudntas bacterias estdn presentes al inicio?

Solucion: aqui queremos determinar N(7) cuando ¢t = 0. Tenemos
4 0
N(0) = 300(3) = 300(1) = 300.

Asi que 300 bacterias estdn presentes al inicio.
b. En forma aproximada, ;cudntas bacterias estin presentes después de 3
minutos?

Solucion:

43 64 6400
N(3) 300<3> 300(27> 5 7

Por lo que casi 711 bacterias estan presentes después de 3 minutos.

Graficas de funciones exponenciales

EJEMPLO 2 Graficacion de funciones exponenciales con b > 1

Graficar las funciones exponenciales f(x) = 2y f(x) = 5~
Solucion: al trazar puntos y conectarlos obtenemos las graficas de la figura
5.1.Para la gréfica de f(x) = 5%, como consecuencia de la unidad de distan-

cia seleccionada sobre el eje y, no se muestran los puntos (—2,3), (2,25) y
(3,125).

y ) X | 5%
8_
—2 2‘75
5r 1 ;
41
L/t =2 f(x) = 5% o1
1 5
4—-0/1’) L1 X ,,/ | X
2-1 [ 1 2 38 -1 1 2 125
3 |125

(@) (o)

FIGURA 5.1 Graéficasde f(x) = 2%y f(x) = 5%

Vamos a hacer algunas observaciones acerca de estas gréficas. El domi-
nio de cada funcién es el conjunto de todos los nimeros reales, y el rango
todos los nimeros reales positivos. Cada gréfica tiene interseccion con el eje y
(0,1). Ademas, estas graficas tienen la misma forma general. Cada una ascien-
de de izquierda a derecha. Conforme x aumenta, f(x) también aumenta. De
hecho, f(x) aumenta sin limite. Sin embargo, en el primer cuadrante, la gréfica
de f(x) = 5" asciende mas rapido que f(x) = 2%, ya que la base en 5* es mayor
que la base en 2 (esto es 5 > 2). En el segundo cuadrante vemos que cuando
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—® Principios en prdctica 3
Graficacion de una funcion
exponencial con 0 < b < 1

Suponga que el valor de un auto-
movil se deprecia 15% cada afio.
Construya una tabla del factor
por el cual disminuye de su monto
original para 0 a 3 afios. Para cada
afo, escriba una expresion para la
disminucién como una potencia
de alguna base. ;Qué base utiliza-
ria? ;Como se relaciona esa base
con el problema? Utilice su tabla
para graficar la disminucién mul-
tiplicativa como una funcién del
nimero de afios. Utilice su gréfica
para determinar cudando el auto-
movil disminuye su valor a la mi-
tad de su precio original.

Existen dos formas basicas para

las gréficas de las funciones expo-
nenciales, éstas dependen de la base
incluida.

f(x) = b*
b>A1

X

La grafica asciende
de izquierda
a derecha

f(x) = b*
O<b<1
1\»
X
La gréfica desciende

de izquierda

a derecha
(b)

FIGURA 5.3 Formas generales
de f(x) = b*.

x se hace més negativa, las graficas de ambas funciones se aproximan al eje x.’
Esto implica que los valores de las funciones se hacen muy cercanos a 0.

Las observaciones realizadas en el ejemplo 2 son ciertas para todas las
funciones exponenciales cuya base b es mayor que 1. En el ejemplo 3 se exa-
minara el caso de una base entre 0y 1 (0 < b < 1).

EJEMPLO 3 Graficacion de una funcion exponencial con 0 < b < 1
1 X
Graficar la funcién exponencial f(x) = <2> .

Solucion: al trazar puntos y conectarlos, obtenemos la grafica de la figura 5.2.
Observe que el dominio equivale a todos los nimeros reales y el rango a todos
los niimeros reales positivos. La gréfica tiene interseccion y (0, 1). Si compara-
mos con las gréficas del ejemplo 2, vemos que aqui la gréfica desciende de iz-
quierda a derecha. Esto es, conforme x aumenta f(x) disminuye. Observe que
cuando x toma valores positivos cada vez mas grandes, f(x) toma valores muy
cercanos a cero y la gréfica se aproxima al eje x. Sin embargo, cuando x se
vuelve muy negativa los valores de la funcién no estdn acotados.

I |
y
8_
X
x | B
-3 8
-2 4
1 2 4r
- X
. 1 fx) = (2)
2L
1 . 1
L1 \I\"‘ X
5 1 321 | 12

FIGURA 5.2 Gréfica de f(x) = (3)*.

En general, la grafica de una funcién exponencial tiene una de las dos for-
mas comunes, dependiendo del valor de la base b. Esto se ilustra en la figura
5.3. Las propiedades bdsicas de una funcion exponencial y su grafica se resu-
men en la tabla 5.1.

Recuerde de la seccion 3.6 que la gréfica de una funcién puede estar relacio-
nada con otra por medio de cierta transformacion. Nuestro ejemplo siguiente se
refiere a este concepto.

“Decimos que el eje x es una asintota para cada grafica.



El ejemplo 4 hace uso de las trans-
formaciones de la tabla 3.2.

—® Principios en prdctica 4
Transformaciones
de funciones exponenciales

Después de observar el crecimiento
del dinero de su hermana durante
tres afios en un plan con 8% anual,
George abri6 una cuenta de ahorros
con el mismo plan. Si y = 1.08' re-
presenta el aumento multiplicativo
en la cuenta de su hermana, escriba
una ecuacién que representard el
aumento multiplicativo en la cuen-
ta de George, utilizando la misma
referencia de tiempo. Si George tie-
ne una grafica de aumento multipli-
cativo del dinero de su hermana en
el tiempo ¢ desde que ella inici6 su
ahorro, jcomo podria €l utilizar la
grafica para proyectar el incremen-
to en su dinero?

y

x| 0] 1 2

y| 1| 3|81

FIGURA 5.6 Grafica de
y = 3¥,

y=3°
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TABLA 5.1 Propiedades de la funcién exponencial f(x) = b*

1. El dominio de una funcion exponencial es el conjunto de todos los nimeros
reales. El rango es el conjunto de todos los nimeros positivos.

2. La grafica de f(x) = b* tiene interseccion con el eje y (0, 1).
No existe interseccion con el eje x.

3.Sib > 1,la grafica asciende de izquierda a derecha.
Si0 < b < 1,la gréfica desciende de izquierda a derecha.

4.Sib > 1,la grafica se aproxima al eje x conforme x toma valores negativos cada
vez mads grandes en valor absoluto.
Si0 < b < 1,la grafica se aproxima al eje x conforme x toma valores positivos
cada vez mds grandes.

EJEMPLO 4 Transformaciones de funciones exponenciales

a. Utilizar la grdfica de y = 2" para graficary = 2* — 3.

Solucion: la funcién tiene la forma f(x) — ¢, donde f(x) = 2*y ¢ = 3.
Asi que su grafica se obtiene recorriendo la grafica de f(x) = 2* tres uni-
dades hacia abajo (véase la fig. 5.4).

b. Utilizar la grdfica de y = (3)* para graficar y = (3)**.

Solucién: la funcién tiene la forma f(x — c), donde f(x) = (3)*yc = 4.
De aqui que su grafica se obtenga recorriendo la grafica de f(x) = (3)%,
cuatro unidades hacia la derecha (véase la fig. 5.5).
| |
y
f(x) = 2%
y
- _ (1) x
[ ) yezea (0=
e L
il A X B
A +
- [ I 3%
4-/ N

FIGURA 5.4 Gréfica de FIGURA 5.5 Graficade y = (3)**.
y=2°—3.

EJEMPLO 5 Grafica de una funcion con una base constante

Graficar y = 3¥,

Solucion: aunque ésta no es una funcion exponencial, tiene una base constan-
te. Vemos que al reemplazar x por —x resulta la misma ecuacién. Asi, la gréfi-
ca es simétrica con respecto al eje y. Al trazar algunos puntos y utilizar la
simetria se obtiene la gréfica de la figura 5.6.
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10

Siy = 4% considere el problema de encontrar x cuando

y = 6.Una manera de resolverlo es encontrar la inter-

-10

y

seccion de las graficasdey = 6yy = 4% La figura 5.7

- muestra que x es aproximadamente igual a 1.29.

Inkerseckion
n=1.28z481% |¥=8

-10

FIGURA 5.7 Resolucion de la ecuacion

6 = 4%

Interés compuesto

Las funciones exponenciales estan implicadas en el interés compuesto, en el
cual el interés que genera una cantidad de dinero invertida (capital o princi-
pal), se invierte nuevamente de modo que también genere intereses. Asi, el in-
terés es convertido (o compuesto) en capital y, por tanto, hay “interés sobre el
interés”.

Por ejemplo, suponga que se invierten $100 a una tasa de 5% compuesto
(capitalizable) cada afio. Al final del primer afio, el valor de la inversion es el
capital original ($100), mas el interés sobre el capital [100(0.05)]:

100 + 100(0.05) = $105.

Esta es la cantidad sobre la cual se genera el interés para el segundo afo. Al fi-
nal del segundo afio, el valor de la inversion es el capital del final del primer
ano ($105), mas el interés sobre esa cantidad [105(0.05)]:

105 + 105(0.05) = $110.25.

Asi, cada afio el capital se incrementa en 5%. Los $110.25 representan el capi-
tal original més todo el interés acumulado; esta cantidad se llama monto acu-
mulado o monto compuesto. La diferencia entre el monto compuesto y el
capital original se conoce como interés compuesto. Aqui, el interés compuesto
es 110.25 — 100 = 10.25.

De manera mads general, si un capital de P ddlares se invierte a una tasa de
1007 por ciento, compuesto anualmente (por ejemplo, a 5%, r es 0.05), la canti-
dad compuesta después de un afio es P + Pr, o factorizando, P(1 + r). Al fi-
nal del segundo afio la cantidad compuesta es

P(1+7r)+ [P+ r)r
=P+ r)[1 +r] (factorizando)
= P(1 + r)~
Este patrén continda. Después de 3 afios la cantidad compuesta es P(1 + r)>.

En general, el monto compuesto S del capital P al final de r afios a una tasa de
r compuesta anualmente, esta dado por

S=P0 + rn @)
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S=1000(1.06)"
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FIGURA 5.8 Grafica de
S = 1000(1.06)".

—® Principios en prdctica 5
Monto compuesto
e interés compuesto

Suponga que $2000 se invirtieron
a 13% capitalizable anualmente.
Determine el valor de la inversion
después de cinco afios. Determine
el interés devengado durante los
primeros cinco afios.

| | | n

La abreviatura T.P.A. es comun, y se
encuentra en los contratos de tarje-
tas de crédito y en anuncios.
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Observe en la ecuacién (1) que para un capital y una tasa dados, S es una fun-
cion de n. En efecto, S es una funcion exponencial con base 1 + r.

[ ——— . p
EJEMPLO 6 Monto compuesto e interés compuesto

Suponga que se invierten $1000 durante 10 afios a 6% compuesto anualmente.

a. Encontrar el monto compuesto.

Solucion: utilizamos la ecuacién (1) con P = 1000, » = 0.06,y n = 10:

S = 1000(1 + 0.06)" = 1000(1.06)! ~ $1790.85.

La figura 5.8 muestra la grafica de § = 1000(1.06)". Observe que confor-
me pasa el tiempo, el monto compuesto crece de manera impresionante.

b. Encontrar el interés compuesto.

Solucion: utilizando los resultados del inciso (a), tenemos

interés compuesto = § — P
= 1790.85 — 1000 = $790.85.

e —

Suponga que el capital de $1000 en el ejemplo 6 se invierte durante 10
aflos como antes, pero esta vez se compone cada 3 meses (esto es, trimestral-
mente) a una tasa de 13% por trimestre. Entonces hay cuatro periodos de in-
terés o periodos de capitalizacion o conversion por afio, y en 10 afios son
10(4) = 40 periodos de interés. Asi, el monto compuesto con r = 0.015
ahora es

1000(1.015)* ~ $1814.02,

y el interés compuesto es $814.02. En general, la tasa de interés por periodo de
capitalizacion se establece como una tasa anual. Aqui hablariamos de una tasa
anual de 6% compuesta trimestralmente, de modo que la tasa del interés en
cada periodo, o tasa periédica, es 6% /4 = 1.5%. Esta tasa anual cotizada de 6%
se llama tasa nominal o tasa de porcentaje anual (TPA). A menos que se diga
otra cosa, todas las tasas de interés se supondran tasas anuales (nominales).
Asi, una tasa de 15% compuesta mensualmente corresponde a una tasa perio-
dica de 15% /12 = 1.25%.

Con base en nuestro estudio, podemos generalizar la ecuacion (1). La
féormula

S = P1 + r) @)

proporciona el monto acumulado S de un principal P al final de n periodos de
interés a una tasa periodica de r.

Hemos visto que un capital de $1000, a una tasa nominal de 6% en un
periodo de 10 afos, compuesto anualmente, tiene como resultado un interés
compuesto de $790.85, y compuesto cada trimestre da un interés de $814.02.
Es comin que para una tasa nominal dada, entre més frecuentemente se com-
ponga, mayor seré el interés compuesto. Sin embargo, conforme el niimero de
periodos de interés aumente, el efecto tiende a ser menos significativo. Por
ejemplo, con una composicion semanal el interés compuesto es

0.06 62
1ooo<1 + 52> — 1000 ~ $821.49,
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—® Principios en prdctica 6
Capitalizacion semestral

Suponga que $2000 se invirtieron a
una tasa nominal de 6.5% capitali-
zable semestralmente. Determine
el valor de la inversion después de
cinco afios. Determine el interés
devengado durante los primeros
cinco anos.

—® Principios en prdctica 7
Crecimiento de poblacion

Una compaiifa nueva con cinco
empleados espera que el nimero
de empleados crezca a una tasa de
120% cada afo. Determine el nu-
mero de empleados dentro de
cuatro anos.

y compuesto de forma diaria es

0.06 10(365)
1000(1 + 365) — 1000 ~ $822.03.

Aqui la diferencia no es muy significativa.

ﬁ Advertencia Una tasa nominal de 6% no significa necesariamente
que una inversiéon aumente en 6% en cada afo. El incremento depende
de la frecuencia de la capitalizacion.

A veces la frase “valor del dinero” se usa para expresar una tasa de interés
anual. Por lo que, al decir que el dinero vale 6% compuesto por trimestre, nos
referimos a una tasa anual (nominal) de 6% compuesto cada trimestre.

EJEMPLO 7 Capitalizacion semestral

Suponga que $3000 se ponen en una cuenta de ahorros. Si el dinero tiene un valor
de 6% compuesto semestralmente, ;cudl es el saldo después de 7 afios? (Supon-
ga que no se hacen otros depdsitos ni retiros.)

Solucion: aqui P = 3000. Con dos periodos de interés por afio, tenemos un
totalden = 7(2) = 14 periodos de interés. La tasa periddica res 0.06/2 = 0.03.
Por la ecuacién (2) tenemos

S = 3000(1.03)" ~ $4537.77.

Un estudio més detallado del interés compuesto y de matematicas finan-
cieras se presenta en el capitulo 8.

Crecimiento poblacional

La ecuacion (2) puede aplicarse no sé6lo al aumento del dinero, sino también a
otros tipos de crecimiento, como al de poblacion. Por ejemplo, suponga que la
poblacién P de una ciudad con 10,000 habitantes, crece a una tasa de 2% por
afio. Entonces P es una funcién del tiempo ¢, donde ¢ estd en afios. Es comtn
indicar esta dependencia funcional mediante

P = P(¢).

Aqui la letra P se utiliza en dos formas. En el lado derecho, P representa la
funcidn; en el lado izquierdo P representa la variable dependiente. De la ecua-
cién (2), tenemos

P(t) = 10,000(1 + 0.02)" = 10,000(1.02)"

EJEMPLO 8 Crecimiento de poblacion

La poblacién de una ciudad de 10,000 habitantes crece a razon de 2% anual.

Calcular la poblacién dentro de 3 afios.
Solucion: del estudio anterior,

P(1) = 10,000(1.02)".
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P(t) = 10,000(1.02)!
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FIGURA 5.9 Gréfica de la
funcién de poblacion
P(t) = 10,000(1.02)".

Debe familiarizarse con la grafica de
la funcién exponencial natural de la
figura 5.10.

—® Principios en prdctica 8
Graficas de funciones que
incluyen a e

La disminucién multiplicativa en el
poder de compra P después de ¢
afios de inflacién a 6%, puede mo-
delarse por medio de P = e %%,
Haga la gréfica de la disminucion
del poder de compra como una fun-
cion de ¢ afios.
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Para ¢t = 3 tenemos

P(3) = 10,000(1.02)° ~ 10,612.
Por tanto, dentro de 3 anos la poblacién serd de 10,612 habitantes (véase la
fig. 5.9).

Funcion exponencial con base e

Uno de los nimeros més ttiles como base de una funcién exponencial es cier-
to nimero irracional denotado por la letra e, en honor del matematico suizo
Leonardo Euler (1707-1783):

e = 2.71828....

La funcién exponencial con base e se conoce como funcién exponencial na-
tural.

Aunque e puede parecer una base extrafia, surge de manera natural en
célculo (como se verd mas adelante en otro capitulo). También surge en el anéli-
sis econdmico y en problemas que implican crecimiento o decaimiento natura-
les, como estudios poblacionales, interés compuesto y decaimiento radiactivo.
Valores aproximados de e* pueden encontrarse con calculadora. La gréfica de
y = e*se muestra en la figura 5.10. La tabla adjunta a la figura indica los valo-
res de y con dos decimales. Por supuesto, la grafica tiene la forma general de
una funcién exponencial con base mayor que 1.

y
9
8
7
X Y 6 y=ex
-2 | 0.14 5
4
-1 | 037 3
0 | 1 2
1 2.72 4‘/7/ %
—2 -1
2 7.39
FIGURA 5.10 Gréfica de la funcién exponencial
natural.

EJEMPLO 9 Graficas de funciones que incluyen a e

a. Graficar y = e ™.

1\* 1
Solucion: comoe ™ = <e> y0 < - < 1,la grafica es la de una funcién

exponencial que desciende de izquierda a derecha (véase la fig. 5.11).
De manera alterna, podemos considerar la gréfica de y = ¢~ * como una
transformacion de la grafica de f(x) = e*. Puesto que ¢ * = f(—x), la
graficade y = e *so6lo es la reflexion de la gréfica de f con respecto al eje
y (compare las graficas de las figuras 5.10 y 5.11).



190

Capitulo 5 = Funciones exponencial y logaritmica

y
y
ol
ol i
X y B 7L
y=e
2 | 739 6l
5L
1 | 272 al
o | 1 3r
ol
1 0.37
! \Y\; B
L L
2 0.14 2 1 1 2 X L
FIGURA 5.11 Gréficade y = e FIGURA 5.12 Griéficade y = e* 2.

b. Graficar y = e*".

Solucion: la grafica de y = ¢ estd relacionada con la de f(x) = e
Como e**?es f(x + 2), podemos obtener la grafica de y = ¢**? mediante
un corrimiento horizontal de dos unidades a la izquierda, de la gréfica de
f(x) = e (véase la fig. 5.12).

EJEMPLO 10 Crecimiento poblacional

La poblacion proyectada, P, de una ciudad estd dada por

P = 100,000e*%,
donde t es el niimero de afios después de 1990. Pronosticar la poblacién para el
aiio 2010.
Solucion: el nimero de afios desde 1990 hasta 2010 es 20, de modo que hace-
mos ¢t = 20. Entonces
P = 100,000¢*%?% = 100,000¢! = 100,000e ~ 271,828.

Muchos pronésticos estan basados en estudios de poblacion.
I— |

En estadistica, una funciéon importante que se utiliza como modelo para
describir la ocurrencia de eventos en la naturaleza es la funcion de distribu-
cion de Poisson:

R
flx) = 2 ,x=0,1,2, ....

El simbolo p (1éase “mu”) es una letra griega. En ciertas situaciones f(x) da la
probabilidad de que exactamente x eventos ocurran en un intervalo de tiempo
o espacio. La constante p es la media o nimero promedio de ocurrencias en di-
cho intervalo. El ejemplo siguiente ilustra la distribucion de Poisson.

EJEMPLO 11 Hemocitometro y células

Un hemocitometro es una camara de conteo dividida en cuadrados que se uti-
liza para el estudio del niimero de estructuras microscopicas en un liquido. En
un experimento muy conocido,’ células de levadura se diluyeron y mezclaron

R.R.Sokal y F.J. Rohlf, Introduction to Biostatistics (San Francisco: W. H. Freeman and Company,
Publishers, 1973).
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perfectamente en un liquido, y la mezcla se colocé en un hemocitémetro. Con
un microscopio se contaron las células de levadura existentes en cada cuadrado.
La probabilidad de que hubiera exactamente x células en cada cuadrado del he-
mocitometro se encontro que se ajustaba a una distribucion de Poisson con
= 1.8. Determinar la probabilidad de hallar exactamente cuatro células en un
cuadrado en particular.

Solucion: utilizamos la funcién de distribuciéon de Poisson con p = 1.8
yx =4

) ="
eS8yt
f(4) = =~ 0072

Por ejemplo, esto significa que en 400 cuadrados esperariamos que
400(0.072) = 29 cuadrados contuvieran exactamente 4 células (en el experi-
mento, en 400 cuadrados el nimero real observado fue de 30).

Decaimiento radiactivo

Los elementos radiactivos tienen la particularidad de que su cantidad dismi-
nuye con respecto al tiempo. Decimos que un elemento radiactivo decae. Si N
es la cantidad en el tiempo ¢, entonces puede demostrarse que

N = Ne ™, A3)

donde N,y A (letra griega “lambda”) son constantes positivas. Observe que N
incluye una funcién exponencial de ¢. Decimos que N sigue una ley de decai-
miento exponencial. Si = 0, entonces N = Nye” = N,-1 = N,. Asi, la
constante N, representa la cantidad del elemento presente en el tiempo ¢ = 0
y se le llama la cantidad inicial. La constante A depende del elemento particu-
lar de que se trate, y es llamada la constante de decaimiento.

Como N disminuye conforme el tiempo pasa, suponga que 7T es el tiempo
que tarda el elemento en disminuir a la mitad de su cantidad inicial. Entonces
enelt = T,tenemos N = N,/2.La ecuacién (3) implica que

Ny
20 N
2 o€

Ahora utilizamos este hecho para demostrar que en cualquier intervalo de
longitud 7, decaera la mitad de la cantidad del elemento. Considere el interva-
lo desde el tiempo t hasta t + T, que tiene longitud 7. En el tiempo ¢, la canti-
dad de elemento es Nye™*,y en el tiempo ¢t + Tes

Noe—)\(H-T) — Noe—/\te—AT — (Noe—)\T)e—M
No -
— 7@ AL — 2(N0€ )\t)’

que es la mitad de la cantidad en el tiempo ¢. Esto significa que si la cantidad
inicial presente N, fuese de 1 gramo, en el tiempo 7T habria ; gramo, en el tiem-
po 2T habria § de gramo, y asf sucesivamente. Este valor de T se conoce como
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100

la vida media del elemento radiactivo. La figura 5.13 muestra una grafica de
decaimiento radiactivo.

No/2

No/4
No/8

FIGURA 5.13 Decaimiento radiactivo.

EJEMPLO 12 Decaimiento radiactivo

N = 1006—0.062[

'H.._______

Un elemento radiactivo decae de modo que después de t dias el niimero de mili-
gramos presentes estd dado por

N = 100700,

50 a. ;Cudntos miligramos estdn presentes inicialmente?

0

Solucion: esta ecuacién tiene la forma de la ecuacién (3); N = Nye ™,

FIGURA 5.14 Gréfica de la donde Ny, = 100 y A = 0.062. N, es la cantidad inicial y corresponde a

funcién de decaimiento
radiactivo N = 100e™ 0%

t = 0.Asi, 100 miligramos estdn presentes inicialmente (véase la fig. 5.14).

b. ¢Cudntos miligramos estdin presentes después de 10 dias?
Solucion: cuandot = 10,

N = 100e 9209 = 100e "% ~ 53.8.

Por consiguiente, en forma aproximada, 53.8 miligramos estdn presentes
después de 10 dias.

I |
s Ejercicio 5.1 |
En los problemas del 1 al 12 grafique cada funcion.
Ly=fx =4 2. y=f(x)=3" 3y =f(x) = A" 4.y = fx) = ()"
5.y = f(x) = 2(})" 6. v =flx) =3(2)" Ty =100 =37 8 y=fln =2t
9. y=f(x)=2"— 1L 10. y=f(x)=3""1-1 1. y=f(x) =27" 12. y = f(x) = {(3%).

Los problemas 13 y 14 se refieren a la figura 5.15, que muestra las grdficas dey = 0.4,y = 2*yy = 5%

13. Delas curvas A, By C, ;cudl es la graficade y = 57 14. Delascurvas A, By C, ;jcudl es la graficade y = 0.4%?



15.

16.

FIGURA 5.15 Diagrama para
los problemas 13 y 14.

Poblaciéon La poblacion proyectada de una ciudad es-
ta dada por P = 125,000(1.11)7%°, donde ¢ es el niimero
de afios a partir de 1995. ;Cual es la poblacion estimada
para el afio 2015?

Poblacion Para cierta ciudad, la poblacion P crece a
una tasa de 2% por afio. La férmula P = 1,000,000(1.02)'

17.

18.

Sec. 5.1 = Funciones exponenciales 193

proporciona la poblacién ¢ afios después de 1998. De-
termine la poblacién en (a) 1999 y (b) 2000.

Aprendizaje por asociacion de pares En un experimen-
to psicolégico sobre aprendizaje,” se pidi6 a un conjunto
de personas proporcionar respuestas especificas des-
pués de recibir ciertos estimulos. Cada estimulo fue un
par de letras y cada respuesta era un digito, 1 o 2. Des-
pués de cada respuesta se le decia al sujeto la respuesta
correcta. En este experimento de aprendizaje denomi-
nado asociacion de pares, la probabilidad tedrica P de
que el sujeto dé la respuesta correcta en el n-ésimo ensa-
yo estd dada por

P=1—-31—-¢"",

Encuentre P cuando n = 1.

n=1 0<c¢<1l

Exprese y = 2* como una funcién exponencial de base 8.

En los problemas del 19 al 27 encuentre (a) el monto compuesto y (b) el interés compuesto para la inversion y tasa anual dadas.

19.
20.
21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.

28.

29.

30.

$4000 durante 7 afios a 6% compuesto anualmente.
$5000 durante 20 afios a 5% compuesto anualmente.
$700 durante 15 afios a 7% compuesto cada semestre.
$4000 durante 12 afios a 7.5% compuesto cada semestre.

$4000 durante 15 afios a 8.5% compuesto trimestral-
mente.

$900 durante 11 afios a 10% compuesto cada trimestre.
$5000 durante 2.5 afios a 9% compuesto mensualmente.
$500 durante 5 afos a 11% compuesto semestralmente.

$8000 durante 3 afios a 6.25% compuesto diariamente
(suponga que hay 365 dias en un afio).

Inversiones Suponga que $1000 se colocan en una
cuenta de ahorros que gana intereses a una tasa de 5%
compuesto semestralmente. (a) ;Cuadl es el valor de la
cuenta al final de 4 afios? (b) Si la cuenta hubiera gene-
rado intereses a una tasa de 5% compuesto anualmente,
(cudl seria su valor después de 4 afios?

— .

\Iy

e

Inversion Un certificado de dep6sito de $6000 se com-
pra en $6000 y se conserva durante 7 afios. Si el certifi-
cado gana un 8% compuesto cada trimestre, ;cudl es su
valor al cabo de 7 afios?

Crecimiento poblacional La poblacién de una ciudad
de 5000 habitantes crece a razén de 3% anual. (a) De-
termine una ecuacién que proporcione la poblacién

*D.Laming, Mathematical Psychology (Nueva York: Academic Press,
Inc., 1973).

31.

32.

33.

34.

después de ¢ afios a partir de ahora. (b) Determine la
poblacién 3 afios después de ahora. Obtenga la respues-
ta para (b) al entero més cercano.

Crecimiento de bacterias En un cultivo se tienen
bacterias cuyo nimero se incrementa a razén de 5%
cada hora. Al inicio estaban presentes 400 bacterias.

(a) Determine una ecuacién que dé el nimero, N, de
bacterias presentes después de ¢ horas. (b) ;Cudantas bac-
terias estdn presentes después de 1 hora? (c) ;Después
de 4 horas? Dé sus respuestas a (b) y (c) al entero més
cercano.

Reduccion de bacterias Cierta medicina reduce las
bacterias presentes en una persona en 10% cada hora.
Actualmente, estan presentes 100,000 bacterias. Cons-
truya una tabla de valores para el nimero de bacterias
presentes en cada hora, desde 0 hasta 4 horas. Para cada
hora, escriba una expresion para el nimero de bacterias
como un producto de 100,000 y una potencia de 75.
Utilice las expresiones para construir una entrada en
su tabla para el nimero de bacterias después de ¢ horas.
Escriba una funcién N para el niimero de bacterias
después de t horas.

Reciclado Suponga que la cantidad de pléstico que se
reciclard aumenta 30% cada afio. Construya una tabla
del factor por el cual aumenta el reciclado sobre la can-
tidad original para O a 3 afios. Para cada afio, escriba
una expresion para el aumento como una potencia de
alguna base. ;Qué base utilizard? ;Cémo se relaciona
esa base con el problema? Utilice su tabla para graficar
el aumento multiplicativo como una funcién de los
afios. Utilice su gréfica para determinar cuando el reci-
clado se triplica.

Crecimiento poblacional Las ciudades A y B en la ac-
tualidad tienen poblaciones de 70,000 y 60,000 habitan-
tes, respectivamente. La ciudad A crece a razén de 4%
anual y la de B crece a razén de 5% anual. Determine
la diferencia entre las poblaciones al final de 5 afios. Dé
su respuesta al entero mds cercano.
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Los problemas 35 y 36 tratan sobre la disminucion poblacional. Si una poblacion disminuye a una tasa de r por periodo, entonces
la poblacion P después de t periodos estd dada por

P = PRl — r).

donde Py es la poblacion inicial (la poblacion cuando t = 0).

35. Poblacion A causa de una recesion econdmica, la po-
blacién de cierta drea urbana disminuye a razén de 1%
anual. Al inicio la poblacion era de 100,000 habitantes.
(Cudl es la poblacion después de 3 afios?

36. Fuerza de trabajo En un esfuerzo por disminuir los
costos, una compaiia reducird su fuerza de trabajo a ra-
z6n de 2% mensual durante 12 meses. Si actualmente
emplea a 500 trabajadores, jcudntos trabajadores tendra
dentro de 12 meses? Redondee al entero mds cercano.

En los problemas del 37 al 40 utilice una calculadora para encontrar el valor (redondeado a cuatro decimales) de cada expresion.
37. ' 38. & 39. . 40. ¢/

En los problemas 41 y 42 grafique las funciones.

41. y = —e". 42, y = 2¢*. 49. Decaimiento radiactivo Si una sustancia tiene una

43.

4

45.

46.

47.

48.

Llamadas telefonicas La probabilidad de que un ope-
rador de teléfonos reciba exactamente x llamadas du-
rante cierto periodo esta dada por

P 6*331

x!

Encuentre la probabilidad de que el operador reciba
exactamente tres llamadas. Redondee su respuesta a
cuatro decimales.

Distribucion normal Una funcién importante utiliza-
da en economia y decisiones de negocios es la funcion
de distribucion normal, que en forma estandar es

1 1.2
= 0
f) = =,

Evalué f(0), f(—1) y f(1). Redondee sus respuestas a
tres decimales.

Exprese ¢ en la forma b'.
1
Exprese Sren la forma b*.

Decaimiento radiactivo Un elemento radiactivo tiene
la caracteristica de que se tienen N gramos de él des-
pués de ¢ horas, donde

N = 10@70‘02&.

(a) (Cuantos gramos estan presentes inicialmente? (b)
A la décima de gramo mads cercana, jcuantos gramos

50,

51.

vida media de 8 afios, ;cudnto tiempo toma para que
un gramo decaiga a & de gramo?

Mercadotecnia Una compaiiia de ventas por co-
ITeo se anuncia en una revista nacional. La compaiiia
determina que de todas las ciudades pequenias, el
porcentaje (dado como un decimal) en el que exacta-
mente x personas respondan a un anuncio se ajusta
a una distribucién de Poisson con u = 0.5. ;En qué
porcentaje de ciudades pequeiias puede esperar la
compaifiia que respondan exactamente dos personas?
Redondee su respuesta a cuatro decimales.

Admision en cuartos de urgencia Suponga que el
nimero de pacientes admitidos en un cuarto de ur-
gencia de hospital durante cierta hora del dia tiene
una distribucién de Poisson con media 4. Encuentre
la probabilidad de que durante esa hora haya exac-
tamente dos pacientes de urgencia. Redondee su res-
puesta a cuatro decimales.

=] . _ X _ X .
permanecen después de 10 horas? (c) ;Y de 50 horas? " 52 Graflqu.e y=10"yy = (15) en l/a misma pantalla.
(d) Con base en su respuesta de la parte (c), ;cudl es su Determine el punto de interseccion.
estimacion de la vida media del elemento? = ) ) .
= 53. Grafiquey = 2'y y = 4 - 2" en la misma pantalla.

Decaimiento radiactivo A un cierto tiempo hay 100
miligramos de una sustancia radiactiva. Esta decae de
modo que después de ¢ afios el nimero de miligramos
presentes, N, estd dado por

Parece que la gréfica de y = 4 - 2* es la gréfica de
y = 2*recorrida dos unidades a la izquierda. En for-
ma algebraica pruebe que esto es cierto.

= 54. Para y = 7% encuentre x siy = 4. Redondee su res-
N = 100e 003, puesta a dos decimales.
(Cudntos miligramos estan presentes después de 20 afios? % 55, Para y = 2% determine x siy = 9. Redondee su res-

Dé su respuesta al miligramo mds cercano.

puesta a dos decimales.
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7 56. Crecimiento de células En un cultivo de células, su
nimero se incrementa a razén de 7% por hora. Al
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a. Evalde g al entero mas cercano cuando p = 10.
b. Convierta la ecuacién de demanda a la forma

inicio estan presentes 1000 células.  Después de cudn- g = 10,000¢ %%,
tas horas completas habra al menos 3000 células?

[Sugerencia: encuentre un nimero x tal que

“~ 57. Crecimiento de bacterias Con referencia al ejem- 0.95123 ~ ¢
plo ]16 (();gli)anto t,ler(I;I;f Elomzra para que eiten ]presen- c. Utilice la ecuacion de la parte (b) para evaluar g al
ge,s ima d act_erlzf[s. ,e ondee surespucsta a fa entero mds cercano cuando p = 10. Sus respues-
. ccima de minuto mas cercana. tas para las partes (a) y (c) deben ser iguales.
© 58. Ecuacion de demanda La ecuacion de demanda de = 59. Inversién Si $3000 se invierten en una cuenta de

un juguete nuevo es

ahorros que genera interés a 4.5% compuesto anual-
mente, ;jdespués de cudntos afios completos la canti-

q = 10,000(0.95123)". dad al menos se duplicara?

Introducir las fun-
ciones logaritmicas y sus graficas.
Las propiedades de los logaritmos
se estudiardn en la seccién 5.3.

FIGURA 5.17 Acciones
defyf.

5.2 FUNCIONES LOGARITMICAS

En esta seccion las funciones de interés para nosotros son las funciones loga-
ritmicas, las cuales estdn relacionadas con las funciones exponenciales. La fi-
gura 5.16(a) muestra la gréfica de la funcidn exponencial s = f(r) = 2. Aquif
convierte un ndmero de entrada ¢ en un nimero positivo de salida s:

fit > s endonde s =2

Por ejemplo, f convierte el 2 en 4.

S S
S f S s=2t
4 4
f’1
s=f(ty=2"
/ ¢ t / t t
2 2

(@) (b)

FIGURA 5.16 Graficade s = 2'.

En la misma curva de la figura 5.16(b), puede verse de las flechas peque-
flas que a cada nimero positivo s en eje vertical, podemos asociar exactamen-
te un valor de t. Por ejemplo, con s = 4 asociamos ¢ = 2. Si pensamos en §
como una entrada y  como una salida, tenemos una funcién que envia cada s a
una t. Denotaremos a esta funcién por f ! (se lee “finversa”):’

fls >t endonde s=2.

Asi, f~!(s) = t. El dominio de f~! es el rango de f (todos los niimeros reales
positivos), y el rango de f ! es el dominio de f (todos los niimeros reales).

Las funciones fy f~! estdn relacionadas. La figura 5.17 muestra que f !
invierte la accion de f, y viceversa. Por ejemplo

fenviael2al4 y f'enviael4al2.

SEl—1 en £ ' no es un exponente, de modo que f ' no significa %
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Forma logaritmica
y exponencial

Logaritmo Exponente
log, 8 =3 2%-8
base base

FIGURA 5.18 Un logaritmo
puede considerarse un ex-
ponente.

—® Principios en prdctica 1
Conversion de forma exponen-
cial a forma logaritmica

Si las bacterias se han estado du-
plicando cada hora y la cantidad
actual es 16 veces la cantidad que
se midié al inicio, entonces la si-
tuaciéon puede representarse por
16 = 2'. Represente esta ecua-
cién en forma logaritmica. ;Qué
representa t?

Mis generalmente, f(f) = sy f~' (s) = t. En términos de composicién, cuan-
do se aplica f ! o fo bien f o £~ ! a un niimero de entrada, ese mismo niimero
es obtenido en la salida a causa de los efectos inversos de £y f~!. Esto es,

(fef)0) = FH(f(0) = fi(s) = ¢

(fofD(s) = F(F71(9)) = f(1) = ».

Damos un nombre especial a f~': funcién logaritmica de base 2 y se escri-
be log, [se lee “logaritmo (o log) base 2”]. Asi f~'(4) = log,4 = 2y decimos
que el logaritmo en base 2 de 4 es 2.

En resumen

sis =2/, entonces ¢ = log,s. (§))
Ahora generalizamos nuestro estudio a otras bases. En la ecuacién (1), reem-
plazando 2 por b, s por x y ¢ por y se obtiene la siguiente definicion.
Definicion
La funcion logaritmica de base b, donde b > 0y b # 1, se denota por log, y
se define como

y = log,x siysolosi b= x.

El dominio de log, es el conjunto de todos los niimeros reales positivos y el
rango es el conjunto de todos los nimeros reales.

Puesto que una funcion logaritmica invierte la accién de la correspondien-
te funcion exponencial y viceversa, cada funcion logaritmica es llamada la
inversa de su correspondiente funcién logaritmica.

Recuerde, cuando decimos que y es el logaritmo base b de x, queremos de-
cir que b elevado a la potencia y es igual a x. Esto es,

y = log, x significa b” = x.

En este sentido, un logaritmo de un niimero es un exponente: log, x es la poten-
cia a la cual debe elevarse b para obtener x. Por ejemplo,

log, 8 =3 yaque 2° = 8.

Decimos que log, 8 = 3 es la forma logaritmica de la forma exponencial 2° = 8
(véase la fig. 5.18).

EJEMPLO 1 Conversion de forma exponencial a forma logaritmica

Forma Forma
exponencial logaritmica
a. Como 52 = 25, se concluye que logs25 = 2.
b. Como 3* =81, se concluye que log; 81 = 4.
c. Como 10° = 1, se concluye que log;, 1 = 0.



—® Principios en prdctica 2
Conversion de forma logaritmi-
ca a forma exponencial

Un terremoto que midié 8.3 en
la escala de Richter puede repre-
sentarse por
1
8.3 = logy 7>,en donde I es la
0
intensidad del terremoto e I, es
la intensidad de un terremoto de
nivel cero. Represente esta ecua-
cién en forma exponencial.

—® Principios en prdctica 3
Grafica de una funcion
logaritmica con b > 1

Suponga que una planta de reci-
clado encontr6 que la cantidad de
material que se reciclara ha au-
mentado en 50% cada afio, desde
el primer afio de operacion de la
planta. Haga la gréfica de cada afno
como una funcién del aumento
multiplicativo en el reciclado des-
de el primer aflo. Marque la grafica
con el nombre de la funcién.
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EJEMPLO 2 Conversion de forma logaritmica a forma exponencial
Forma Forma
logaritmica exponencial
a. log;, 1000 = 3 significa 10° = 1000.
1
b. loge 8 = 5 significa 6412 = 8,
c. log,— = —4 significa 274 = L
T 9% 6 & 16
I——
T —

EJEMPLO 3 Grafica de una funcién logaritmicacon b > 1

Graficar la funcion y = log, x.

Solucion: puede ser dificil sustituir valores de x y después encontrar los co-
rrespondientes valores de y. Por ejemplo, si x = 3, entonces y = log, 3,10 que
no se determina con facilidad. Una manera mads sencilla para trazar puntos es
utilizar la forma exponencial equivalente x = 2. Seleccionamos valores de y 'y
encontramos los correspondientes valores de x. Por ejemplo, si y = 0, enton-
cesx = 1. Esto da el punto (1, 0). Otros puntos se muestran en la figura 5.19.

X |y y
) L y=logyx
IE 2
1L
1 0 T N T N R N %
2 3 456 7 8
2| 1 -1+
-2
4 2
81| 3
FIGURA 5.19 Graficade y = log, x.

De la grafica puede deducirse que el dominio es el conjunto de todos lo
numeros reales positivos. Por tanto, los niimeros negativos y el cero no tienen
logaritmos. El rango es el conjunto de todos los nimeros reales. Observe que
la gréfica asciende de izquierda a derecha. Los nimeros entre 0 y 1 tienen lo-
garitmos negativos, y entre mds cercano al cero es el nimero su logaritmo es
mdés negativo. Los nimeros mayores que 1 tienen logaritmos positivos. El
logaritmo de 1 es 0, que corresponde a la interseccion x (1, 0). No existe y.
Esta grafica es representativa para una funcién logaritmica con b > 1.

I—

EJEMPLO 4 Grafica de una funcién logaritmicacon 0 < b < 1

Graficar y = log,, x.

Solucion: para trazar puntos usamos la forma exponencial equivalente
x = (3)” (véase la fig. 5.20).
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—*= Principios en prdctica 4
Grafica de una funcion
logaritmicacon 0 < b < 1

Suponga que un bote se deprecia
20% cada afo. Haga la gréfica del
numero de afios que se conserva
el bote como una funcién de la
disminucién multiplicativa de su
valor original. Marque la gréfica
con el nombre de la funcién.

y
x|y
1 3r
]2 o} ¥ =10gy2x
3|1 1
1 0 L L L L L L L X
N2 34567 8
2 |- -1+
4 | -2 —2r
8 |-3 -3r

FIGURA 5.20 Grdfica de y = log;»x.

A partir de la grafica, podemos ver que el dominio es el conjunto de todos
los nimeros reales positivos y el rango todos los ntimeros reales. La grafica
desciende de izquierda a derecha. Los nimeros entre 0 y 1 tienen logaritmos
positivos y, entre més cerca estén del 0, mayor es su logaritmo. Los nimeros
mayores que 1 tienen logaritmos negativos. El logaritmo de 1 es cero y corres-
ponde a la interseccion x (1,0). Esta grafica es representativa para una funcion
logaritmicacon 0 < b < 1.

Resumiendo los resultados de los ejemplos 3 y 4, podemos decir que la
grafica de una funcién logaritmica tiene una de dos formas generales, depen-
diendosib > 10si0 < b < 1 (véase lafig.5.21). Para b > 1 la grafica asciende
de izquierda a derecha; conforme x se acerca a 0, los valores de la funcién dis-
minuyen sin una cota y la gréfica se hace cada vez més préxima al eje y. Para
0 < b < 1,la gréfica desciende de izquierda a derecha; conforme x se acerca a
cero, los valores de la funcion crecen sin una cota y la grafica se acerca al eje y.
En cada caso note que:

Y y=log,x, y
b>1
= logy, X,
<b<1

o<

—_
—_

(a) (b)

FIGURA 5.21 Formas generales de y = log,, x.

1. El dominio de una funcién logaritmica es el intervalo (0, co). Esto es, no
existe logaritmo de ntimeros negativos ni del cero.

2. Elrango es el intervalo (—oo, o).
3. Ellogaritmo de 1 es 0, que corresponde a la interseccion x (1, 0).
Los logaritmos de base 10 son llamados logaritmos comunes. Era frecuen-

te utilizarlos para propdsitos de computo antes de la época de las calculadoras.
En general, de la notacién se omite el subindice 10:

log x significa logy, x.



FIGURA 5.22 Gréfica de la
funcién logaritmo natural.

Debe familiarizarse con la gréfica de

la funcién logaritmo natural de la
figura 5.22.

Recuerde: Un logaritmo (en cierto
sentido) es un exponente.

—® Principios en prdctica 5
Calculo de logaritmos

El nimero de afios que le toma a
una cantidad invertida a una tasa
anual de r y compuesta de mane-
ra continua, cuadriplicar su valor
es una funcion de la tasa anual r

In 4
dada por t(r) = 22 Utilice una
r

calculadora para encontrar la tasa
necesaria para cuadriplicar una
inversion en 10 afios.

—#® Principios en prdctica 6
Solucion de ecuaciones
logaritmicas y exponenciales

El aumento multiplicativo m de un
monto invertido a una tasa anual
de r, capitalizable de manera conti-
nua durante un tiempo ¢ esta dado
por m = ¢". ;Qué tasa anual es
necesaria para triplicar la inver-
sion en 12 anos?
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Los logaritmos de base e son importantes en el cdlculo y se conocen como
logaritmos naturales. Usamos la notacion “In” para tales logaritmos:

In x significa log, x.

El simbolo In x puede leerse “ele ene de x”. Su calculadora da valores aproxi-
mados para los logaritmos naturales y comunes. Por ejemplo, verifique que
In2 ~ 0.69315. Esto significa que ¢™*"> ~ 2. La figura 5.22 muestra la grafica
de y = Inx. Ya que e > 1,la grafica tiene la forma general de una funcién lo-
garitmica con b > 1 [véase la fig. 5.21(a)] y asciende de izquierda a derecha.

| pre——— .
EJEMPLO 5 Calculo de logaritmos

a. Encontrar log 100.

Solucion: aqui la base es 10. Por lo que log 100 es el exponente al que
hay que elevar a 10 para obtener 100. Como 10> = 100,log = 2.

b. EncontrarIn 1.

Solucion: aquila base es e. Puesto que ¢’ = 1,In1 = 0.

C

Encontrarlog 0.1.

Solucién: como 0.1 = 15 = 107}, log 0.1 = —1.

d. Encontrarn e .

Solucion: como In e ! es el exponente al que se debe elevar e para obte-
nere ',esclaroquelne ! = —1.

e

Encontrar logss 6.

Soluciéon: como 36"% (0 \V/36) es 6, logss 6 = 3.

Muchas ecuaciones que incluyen formas logaritmica o exponencial, pue-
den resolverse para una cantidad desconocida transformando primero de la
forma logaritmica a la exponencial o viceversa. El ejemplo 6 lo ilustra.

EJEMPLO 6 Solucion de ecuaciones logaritmicas y exponenciales

a. Resolverlog, x = 4.

Solucion: podemos obtener una expresioén explicita para x escribiendo
la ecuacion en forma exponencial. Esto da

2% = x,
de modo que x = 16.
b. ResolverIn(x + 1) = 17.

Solucion: laforma exponencial dae’ = x + 1. Asi,x = ¢’ — 1.

c. Resolverlog, 49 = 2.

Solucion: enlaforma exponencial, x> = 49, de modo que x = 7. Recha-
zamos x = —7, ya que un nimero negativo no puede ser una base de una
funcién logaritmica.

d. Resolver &* = 4.
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Solucion: podemos obtener una expresion explicita para x escribiendo
la ecuacién en forma logaritmica. Tenemos

In4 = 5x,
_n4
X 5

Decaimiento radiactivo y vida media

Del estudio de decaimiento de un elemento radiactivo de la seccién 5.1, sabe-
mos que la cantidad presente en el instante ¢ esta dada por

N = Ne™, )

donde N, es la cantidad inicial (la cantidad en el instante = 0) y A la constan-
te de decaimiento. Ahora determinemos la vida media T del elemento. En el
instante 7, la mitad de la cantidad inicial estd presente. Esto es,cuando ¢t = T,
entonces N = N,/2. Asi, de la ecuacién (2), tenemos

% = Ny M.
Resolviendo para T se obtiene
1_
) )
2 =¢M (tomando reciprocos de ambos lados).

Para obtener una expresion explicita para 7, convertiremos a la forma logarit-
mica. Esto da

NT =1n2,
r-h2
N

Resumiendo, tenemos lo siguiente:

Si un elemento radiactivo tiene una constante de decaimiento A, entonces la
vida media T del elemento estd dada por:

T A3)

EJEMPLO 7 Determinacion de la vida media

Una muestra de 10 miligramos de polonio 210 radiactivo (*'°Po) decae de
acuerdo con la ecuacion

_ —0.00501¢
N = 10e ,
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10 donde N es el niimero de miligramos presentes después de t dias (véase la fig.

\_N — 10000501t

0 300
0

FIGURA 5.23 Funcion de

decaimiento radiactivo

N — 106*0005011‘.

5.23). Determinar la vida media del *°Po.

Solucion: aqui la constante de decaimiento es A\ = 0.00501. Por la ecuacion
(3),1a vida media T estd dada por:

_In2_ In2

N 0.00501 ~ 138.4 dias.

En los problemas del 1 al 8 exprese cada forma logaritmica de manera exponencial y cada forma exponencial de manera

logaritmica.
1. 10* = 10,000. 2. 2 = log,, 144.
5. ¢* = 7.3891. 6. "B =14,

En los problemas del 9 al 16 grafique las funciones.

9. y = f(x) = logz x. 10. y = f(x) = log, 2x.
13. y = f(x) = logy(x — 4).14. y = f(x) = logy(—x).

En los problemas del 17 al 28 evaliie la expresion.

17. logg 36. 18. log, 32.

21. log, 7. 22. log 10,000.

25. logs 1. 26. logs 5.

En los problemas del 29 al 48 encuentre x.

29. logz x = 2. 30. log, x = 8.

33. logx = —1. 34. Inx = 1.

37. log, 8 = 3. 38. log,3 =1

41. log; x = —4. 42. log.(2x —3) = 1.

45. 2 + log, 4 =3x — 1.  46. logs(x + 2) = —2.

3. log, 64 = 6. 4, 85 =4,
7. In3 = 1.09861. 8. log 5 = 0.6990.

1. y = f(x) = logyyx. 12. y = f(x) = log/; x.
15. y=f(x) =—2Inx. 16. y = f(x) = In(x + 2).

19. logs; 27. 20. log 4.

23. log 0.01. 24. log, V2.

27. log, & 28. log, V4.

31. logsx = 3. 32. log, x = 0.

35. Inx = —3. 36. log, 100 = 2.

39. log, i =—1. 40. log,y = 1.

43. log, (6 — x) = 2. 4. logg64 = x — 1.

47. log.(2x + 8) = 2. 48. log,(30 — 4x — x?) = 2.

En los problemas del 49 al 52 encuentre x y y, ademds exprese su respuesta en términos de logaritmos naturales.

49. & = 2. 50. 0.1 = 0.5.

5L ¥ 4+ 1 =4 52. 6 — 1 =13

En los problemas del 53 al 56 utilice su calculadora para encontrar el valor aproximado de cada expresion. Redondee su respuesta

a cinco decimales.
53. In 5. 54. In3.12.

55. In7.39. 56. In 9.98.

57. Quimica Siel pH de una sustancia es 5.5, entonces la
concentracion de iones de hidrégeno, z, en 4tomos gramo

por litro puede representarse por medio de 5.5 = log W

Represente esta ecuacion en forma exponencial.

58. Apreciacion Suponga que una antigiiedad gana en va-
lor 10% cada afio. Haga una grafica del nimero de afios
que se retiene como una funcién del aumento multipli-
cativo de su valor original. Marque la gréfica con el
nombre de la funcién.

59. Ecuacion de costo Para una compaiia, el costo para
producir g unidades de un producto estd dado por la
ecuacion

¢ = (2qInq) + 20.
Evalde el costo cuando ¢ = 6 (redondee su respuesta a
dos decimales).

60. Ecuacion de oferta La ecuacion de oferta de un fabri-
cante es

p= 10g(10 + i),
2
donde ¢ es el nimero de unidades ofrecidas con el pre-
cio p por unidad. ;A qué precio el fabricante ofrecera
1980 unidades?
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61.

62.

63.

64.
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Terremotos La magnitud, M, de un terremoto y su
energia, E, estan relacionadas por la ecuacién®

E
1.5M = log| ——— |,
& <2.5 X 10“)
en donde M esta dada en términos de la escala de Ritcher
de 1958 y E estd en ergios. Resuelva la ecuacion
para E.

Biologia Para cierta poblacion de células, el nimero
de células en el instante ¢ estd dado por N = Ny(25),
donde N es el nimero de célulasent = 0y k es una
constante positiva. (a) Encuentre N cuando ¢t = k. (b)
(Cuadl es el significado de k? (c) Demuestre que el tiem-
po que toma tener una poblacion de N, puede escribirse
como

M

t =kl .
ngNO

Ciencias de la tierra La presion atmosférica, p, varia
con la altitud, &, sobre la superficie de la Tierra. Para al-
titudes hasta casi los 10 kilémetros, la presion p (en mi-
limetros de mercurio) estd dada en forma aproximada
por

p= 7606*0.125h

donde 4 esté en kilémetros. (a) Encuentre p a una alti-
tud de 7.3 km. (b) ;A qué altitud la presion serd de 400
mm de mercurio?

Trabajo El trabajo, en joules, realizado por una mues-
tra de | kg de gas nitrégeno cuando su volumen cambia
de un valor inicial V; a un valor final V;durante un pro-
ceso a temperatura constante, esta dado por

14
W = 8.1 X 10*In —.
Vi
Si tal muestra se expande de un volumen de 3 litros a
un volumen de 7 litros, determine el trabajo realizado
por el gas, aproxime a la centésima de joule mas
cercana.

°K. E. Bullen, An Introduction to the Theory of Seismology (Cam-
bridge, Reino Unido: Cambridge at the University Press, 1963).

LR 08 Estudiar las propie-
dades basicas de las funciones

logaritmicas.

65.

66.

67.

68.

69.

Bienes secundarios En un estudio de bienes secun-
darios, Persky’ resuelve una ecuacién de la forma

X3
uy = Aln(x;) + >

para x;, donde x, y x, son cantidades de dos productos,
uyes una medida de la utilidad y A es una constante
positiva. Determine x;.

Decaimiento radiactivo Una muestra de un gramo
de plomo 211 radiactivo (*'Pb) decae de acuerdo
con la ecuacién N = e %012 donde N es el nimero
de gramos presentes después de ¢ minutos. Determi-
ne la vida media del >!'Pb a la décima de minuto m4s
cercana.

Decaimiento radiactivo Una muestra de 100 mili-
gramos de actinio 277 radiactivo (**’ Ac) decae de
acuerdo con la ecuacion

N = 100670'03194[

donde N es el niimero de miligramos presentes des-
pués de ¢ afios. Determine la vida media del *’Ac a
la décima de afio més cercana.

Silog,x = 3ylog, x = 2,encuentre una férmula
para z como una funcién explicita que dependa sélo
de y.

Despeje a y como una funcién explicita de x si

x+ 2 — 10 =0.

. Suponga que y = f(x) = xInx. (a) ;Para qué valo-

res de x es y < 0? [Sugerencia: determine cuando la
grafica estd por debajo del eje x.] (b) Determine el
rango de f.

. Encuentre la interseccién con el eje x de y = x*In x.

. Utilice la grafica de y = ¢* para estimar In 3. Redon-

dee su respuesta a dos decimales.

. Utilice la grafica de y = In x para estimar e*. Redon-

dee su respuesta a dos decimales.

. Determine las abscisas de los puntos de interseccion

de las graficasde y = (x — 2)’yy = In x. Redon-
dee sus respuestas a dos decimales.

7A.L. Persky, “An Inferior Good and a Novel Indifference Map”,
The American Economist, XXIX, nim. 1 (primavera de 1985).

5.3 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

La funcién logaritmica tiene muchas propiedades importantes. Por ejemplo, el
logaritmo del producto de dos ntimeros es la suma de los logaritmos de esos

numeros. En forma simbdlica, log,(mn) = log, m + log, n. Para probar esto,

hacemos x = log, myy = log, n. Entonces b* =

mn = b*b’ = b*".

m, b’ = n,y

Asi mn = b*”. En forma logaritmica, esto significa que log,(mn) = x + y.
Por tanto, log,(mn) = log, m + log,n.
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1. log,(mn) = log, m + log, n.

Esto es, el logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos de los
factores.

No probaremos las dos propiedades siguientes, ya que sus demostraciones
son similares a la de la propiedad 1.

2. logb% = log, m — log, n.

Esto es, el logaritmo de un cociente es la diferencia del logaritmo del nume-
rador y el logaritmo del denominador.

3. log, m" = rlog, m.

Por lo que el logaritmo de una potencia de un nimero es el exponente por
el logaritmo del ndmero.

A Advertencia Asegurese de que entiende claramente las propiedades 1, 2
y 3,las cuales no se aplican al logaritmo de una suma [log,(m + n)],al de

lo
una diferencia [log, (m — n)], ni a la divisiéon de logaritmos [ loggb . } Por
b

ejemplo,
log,(m + n) # log, m + log, n,
log,(m — n) # log, m — log, n,
log, m
# 1 -
g 7 lom(m = ),
y

log, m <m>
— #1 — .
log, n %8\ n

La tabla 5.2 da los valores de algunos logaritmos comunes (base 10). La
mayoria de las entradas son aproximadas. Por ejemplo, log 4 ~ 0.6021, que
significa 10%%?! ~ 4, Para ilustrar el uso de las propiedades de los logaritmos,
usaremos esta tabla en algunos de los ejemplos siguientes.

TABLA 5.2 Logaritmos comunes

X log x X log x

2 0.3010 7 0.8451
3 0.4771 8 0.9031
4 0.6021 9 0.9542
5 0.6990 10 1.0000
6 0.7782 e 0.4343
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. . N carmupin 1 . .z . o1
Aungque los logaritmos del ejemplo EJEMPLO 1 Determinacion de logaritmos utilizando la tabla 5.2

pueden encontrarse con una calcu-
ladora, haremos uso de las a
propiedades de los logaritmos.

. Encontrar log 56.

Solucion: log 56 no esta en la tabla. Pero podemos escribir 56 como el
producto de 8 - 7. Asi, por la propiedad 1,

log 56 = log(8 - 7) = log 8 + log 7 ~ 0.9031 + 0.8451 = 1.7482.

b. Encontrarlog?.
Solucion: por la propiedad 2,
logs = log9 — log2 ~ 0.9542 — 0.3010 = 0.6532.
c. Encontrar log 64.
Solucién: como 64 = 8% por la propiedad 3,
log 64 = log 8% = 2 log 8 ~ 2(0.9031) = 1.8062.
d. Encontrarlog V5.
Solucion: por la propiedad 3, tenemos
log V5 = log 52 = S log 5 ~ 3(0.6990) = 0.3495.
16
e. Encontrar log DYE
Solucion:
log% = log 16 — log 21 = log(4*) — log(3 +7)
=2log4 — [log3 + log 7]
~ 2(0.6021) — [0.4771 + 0.8451] = —0.1180.
Debe notar el uso de corchetes en el segundo renglén. Es incorrecto escri-
bir 2log4 — log3 + log7.
"
T —

EJEMPLO 2 Reescritura de expresiones con logaritmos

a.

b.

1
Expresar log — en términos de log x.
X

Solucion:

2 —

1
log— = logx™* = —2log x (propiedad 3).
X

Aqui hemos supuesto que x > 0. Aunque log (1/x?) estd definido para
x # 0, la expresion —2 log x s6lo esta definida si x > 0.

1
Expresar log e términos de log x.

Solucion: por la propiedad 3,

1

1
log; =logx ' = —1llogx = —log x.



Las manipulaciones como las del

ejemplo 3, con frecuencia se utilizan

en calculo.

—® Principios en prdctica 1
Combinacién de logaritmos

La medida en la escala de Richter
de un terremoto esta dada por

1
R = 10g<7>, en donde / es la
0

intensidad del terremoto e [, es
la intensidad de un terremoto de
nivel cero. ;Cudntas veces es ma-
yor, en la escala de Richter, un
terremoto con intensidad 900,000
veces la intensidad de un terremo-
to con nivel cero, que un terremoto
con intensidad 9000 veces la in-
tensidad de un terremoto de nivel
cero? Escriba la respuesta como
una expresion que incluya logarit-
mos. Simplifique la expresién por
medio de reduccion de logaritmos,
y después evalte la expresion re-
sultante.
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Del ejemplo 2(b), vemos que log (1/x) =
tiene la propiedad siguiente:

— log x. Generalizando se ob-

1
4. logbz = —log, m.

Esto es, el logaritmo del reciproco de un nimero es menos el logaritmo del
numero.

. 2_ 3
Por ejemplo, log 3 log >

EJEMPLO 3 Escritura de logaritmos en términos de logaritmos

mas simples
. X L.
a. Escribir In ol términos de In x,1n z y In w.
z

Solucion:

In— = Inx — In(zw)

iedad 2
w0 (propiedad 2)

=Inx — (Inz + Inw) (propiedad 1)

=Inx —Inz— Inw.

S X0(x —2)°
b. Escribir \|————— en términos deIn x, In(x — 2) yIn(x — 3).
Solucion:
J(x —2)° | [xs(x — 2)8}1/3 1 X =2
x—3 | x—3 T30y 3
_1 5 8
= g{ln[x (x —2)%] — In(x — 3)}
1 5 8
= g[lnx + In(x — 2)° — In(x — 3)]
1
= 5[5 Inx + 8ln(x — 2) — In(x — 3)].
| |
T

EJEMPLO 4 Combinacion de logaritmos
a. Escribirlnx — In(x + 3) como un solo logaritmo.

Solucion:

X

Inx — In(x + 3) =1 .
nx — In(x ) L

(propiedad 2).

b. Escribirin3 4+ In7 — In2 — 2 In 4 como un solo logaritmo.
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—® Principios en prdctica 2
Simplificacion de expresiones
con logaritmos

Si un terremoto es 10,000 veces
tan intenso como un terremoto de
nivel cero, ;cudl es su medida en
la escala de Richter? Escriba la
respuesta como una expresion lo-
garitmica y simplifiquela (véase la
pégina anterior para la formula).

Solucion:
In3+In7—In2—2In4
=In3+In7 —In2 — In(4*) (propiedad 3)
=In3+In7 — [In2 + In(4%)]

=1In(3:7) — In(2 - 4% (propiedad 1)
=In21 —In32
21
= In 3 (propiedad 2).
—— |

Como b’ = 1y b' = b, al convertir a formas logaritmicas tenemos las

propiedades siguientes:

S.
6.

log, 1 = 0.
log, b = 1.

Por la propiedad 3, log, b" = rlog,b. Pero por la propiedad 6,1log, b = 1.

Asi, tenemos la propiedad siguiente:

o

log, b" = r.

N cormpi 0 £

E

a.

27
. Encontrar logs () .

JEMPLO 5 Simplificacion de expresiones con logaritmos

Encontrar In ¢**.

Solucién: por la propiedad 7 con b = e, tenemos In e** = 3x. De mane-
ra alterna, por las propiedades 3 y 6,

Ine* = 3xIne = 3x(1) = 3x.

. Encontrarlog 1 + log 1000.

Solucion: por la propiedad 5,log 1 = 0. Por tanto,
log 1 + log 1000 = 0 + log 10°

=0+ 3 (propiedad 7 conb = 10)
= 3.

. Encontrar log, V7.

Solucion:
log; V7¢ = log, 7%° = &

81
Solucion:
27 33 _
log3<81> = log3<34> = logy(37") = —1.
. EncontrarIn e + log .

Solucion:
Ine + logi; =Ine + log 107"

=14 (-1)=0.

No confunda In x* con (In x)% Tenemos

In x* = In(x - x),
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pero
(In x)* = (In x)(In x),

que puede escribirse como In? x. Esto es, en In x* elevamos x al cuadrado; en
(In x)?, 0 In? x, elevamos al cuadrado In x.
Nuestra siguiente propiedad es:

8. bovm = m
y en particular,

1008 = x y e"* = x.

La propiedad 8 es verdadera porque establece, en forma logaritmica, que
log, m = log, m.

W ociamt A 2 .
EJEMPLO 6 Uso de la propiedad 8

2
a. Encontrar e™*.
.. . ,
Solucién: por la propiedad 8, e = x°.

b. Resolver 10°¢¥ = 25 para x.

Solucion:
1008 = 25,
x2 =25 (propiedad 8),
x = %5.
—
T —

EJEMPLO 7 Evaluacion de logaritmos de base 5
Utilizar una calculadora para encontrar logs 2.

Solucion: las calculadoras comunes tienen teclas para logaritmos de base 10
y de base e, pero no para base 5. Sin embargo, podemos convertir logaritmos de
una base a otra. Convirtamos de base 5 a base 10. Primero, hacemos x = 1ogs 2.
Entonces 5 = 2. Tomando los logaritmos comunes en ambos miembros de
5% = 2se obtiene

log 5* = log 2,
xlog5 = log?2,
log2

x = ~ 0.4307.
log 5

Si hubiéramos tomado logaritmos naturales en ambos miembros, el resultado
serfa x = (In2)/(In5) ~ 0.4307,igual que antes.

Generalizando el método utilizado en el ejemplo 7 obtenemos la llamada
férmula de cambio de base:

Formula de cambio de base
log, m
log, b’

9. log, m =
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La férmula de cambio de base permite la conversioén de logaritmos de una ba-
se (b) a otra (a).

" EJEMPLO 8 Férmula de cambio de base

Expresar log x en términos de logaritmos naturales.

Solucion: debemos transformar de base 10 a base e, por lo que utilizamos la
térmula de cambio de base (propiedad 9) con b = 10,m = xya = e.

log.x  Inx

log, 10 In10°

log x = log;yx =

I—— |
Tecnologia
Problema: mostrar la graficade y = log, x. 10
Solucion: para introducir la funcién, primero debe-
mos convertir a la base e o a la base 10. Elegimos la ba-
se e. Por la propiedad 9, e — 10
i log.x Inx {
= log, x = ==

% = log, 2 In2
Ahora graficamos y = (Inx)/(In2), que se muestra en e
la figura 5.24. FIGURA 5.24 Gréficade y = log, x.

g Ejercicio 5.3

En los problemas del 1 al 10 seanlog?2 = a,log3 = b ylog5 = c. Exprese el logaritmo indicado en términos de a, b o c.

1. log 15. 2. log16. 3. logk 4. log3.
5. log %, 6. log3. 7. log 36. 8. log 0.0002.
9. log, 3. 10. log; 5.
En los problemas del 11 al 20 determine el valor de la expresién sin hacer uso de una calculadora.
11. log, 7%, 12. logs(5V5)°. 13. log 0.0001. 14. 10834,
1
15. In %L 16. Ine. 17. In—. 18. logs 25.
e
19. log 5 + Iné. 20. eM°,

En los problemas del 21 al 32 escriba la expresion en términos de In x,In (x + 1) y/oIn (x + 2).

Vx x?
21. ln[x(x + 1)2] 22. lnx ¥ 1. 23. In m 24. ln[x(x + 1)}3
r \3 X x4+ 1)

25. 1 . 26. InVx(x + 1). 27— 28—
S “<x+1> 6. InVx(x + 1) D>+ 2) 8. Iy

Vx 1 [ 1 X2 } xx +1)°
29— T e e S L1 5 L 32 Iy ———L
T vy M2 S o N+ i) ¥
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En los problemas del 33 al 40 exprese cada una de las formas dadas como un solo logaritmo.

33.
36.
39.

log 6 + log 4. 34. log; 10 — log; 5.
2log x — 3log(x — 2). 37. 9log7 + 5log23.
2 + 101og 1.05. 40.

35. log,(2x) — logy(x + 1).
38. 3(logx + logy — 2log z).
3(log 215 + 8log 6 — 3 log 169).

En los problemas del 41 al 44 determine los valores de las expresiones sin utilizar una calculadora.

41.
43.

64 In3—31In 4'

logg 54 — logg 9.

En los problemas del 45 al 48 encuentre x.

45.

eln(Zx) = 5. 46. 410g4x+10g42 = 3.

42. log, [In(V7 + & + V7) + In(V7 + & — V7)].
44. logz\ﬁ + log3\3/§ - 10g4%

47. 10':% = 4. 48. Shr =g,

En los problemas del 49 al 52 escriba cada expresion en términos de logaritmos naturales.

49.
51.
53.
54.

55.

56.

57.

log(x + 6). 50. log, x.
logs(x> + 1). 52. logs(9 — x?).
Sie"? = 7e resuelva para y en términos de z.

Estadistica En estadistica, la ecuacion de regresién

y = ab” se reduce a una forma lineal tomando logarit-
mos en ambos lados. Exprese log y en términos de x, log
ayloghb.

Remuneracion militar En un estudio de reclutamien-
to, Brown® considera la remuneracién militar total C
como la suma de la remuneracion militar basica B (que
incluye el valor de la asignacién para gastos, las exen-
ciones fiscales y salario base) y las prestaciones de edu-
cacion E. Asi, C = B + E.Brown establece que

lnC=lnB+ln<1 +%>

Verifique esto.

Intensidad del sonido El nivel de intensidad de una
onda sonora de intensidad / estd dado por

I
= 10 log —
B og I

donde B es la letra griega “beta” e I, es una intensidad
de referencia igual a 10~ 2, que corresponde de manera
aproximada al sonido mas débil que una persona pue-
de oir. El nivel de intensidad se mide en decibeles (db).
Por ejemplo, el nivel de intensidad de una conversa-
cién comin es de 40 db y el de un tren subterraneo (el
metro) es de 100 db. Determine el nivel de intensidad
del sonido que hacen las hojas al ser movidas por el
viento, las que tienen una intensidad de 10~ .

Terremoto De acuerdo con Richter,” la magnitud M
de un terremoto que ocurre a 100 km de cierto tipo de
sismografo estd dada por M = log(A) + 3,donde A

8C. Brown, “Military Enlistments: What Can We Learn from Geo-
graphic Variation?” The American Economic Review, 75, num. 1
(1985),228-234.

°C.F. Richter, Elementary Seismology (San Francisco: W. H. Freeman
and Company Publisher, 1958).

58.

59.

es la amplitud del trazo registrado (en milimetros)
del terremoto. (a) Encuentre la magnitud de un te-
rremoto que registra una amplitud de trazo de 1
mm. (b) Si un terremoto tiene amplitud A; y magni-
tud M, determine la magnitud de un temblor con
amplitud 100A,. Exprese su respuesta para la parte
(b) en términos de M.

Quimica Un quimico puede determinar la acidez o
basicidad de una solucién acuosa a temperatura am-
biente, encontrando el pH de la solucion. Para hacer
esto, primero puede determinar la concentracion de
iones de hidrégeno (en moles por litro). El simbolo
[H™] se establece para esta concentracion. El pH
entonces estd dado por

pH = —log[H™].

SipH < 7,la solucion es dcida. Si pH = 7, decimos
que la solucion es neutra. Si pH > 7, es basica. Utili-
ce esta informacién en los problemas 58 y 59.

Una solucién limpiadora tiene un pH de 8. ;Cudl es
el [H*] de esta solucién?

(Cuél es el pH del vinagre con [H'] igual a
3 X 107%

Quimica Para una solucion acuosa a temperatura
ambiente, el producto de la concentracion de iones
de hidrégeno, [H™" ],y de iones de hidréxido [OH ],
es 107 (donde la concentracién estd en moles por
litro).

[H*][OH ] = 107,

En los problemas 60 y 61 encuentre el pH de una so-
lucién (véase la explicacion que precede al problema
58) con el [OH ] dado.
[OH ] = 10" 61. [OH ] =3 X 1072
Muestre la grafica de y = logg x.

Muestre la grafica de y = logy(x + 2).

In x

en
In 10
la misma pantalla. Parecen ser idénticas. ;Por qué?

Muestre las graficasde y = logxy y =
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“65. Enlamisma pantalla, despliegue las graficas de “ 66. En la misma pantalla, exhiba las gréficas de
y = Inxydey = In(4x). Parece que la grafica y = Inxydey = In(x/3). Parece que la gréifica
de y = In(4x) eslade y = In x recorrida hacia dey = In(x/3) esladey = In x recorrida hacia
arriba. Determine de manera algebraica el valor abajo. Determine algebraicamente el valor de este

de este corrimiento.

ORI Desarrollar técnicas
para la resolucién de ecuaciones
logaritmicas y exponenciales.

y=log, x

log, x,

log, X,

FIGURA 5.25 Si x; # x,, entonces
log, x; # log, x,.

corrimiento.

5.4 ECUACIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

Aqui resolveremos ecuaciones logaritmicas y exponenciales. Una ecuacion lo-
garitmica es una ecuacién que incluye al logaritmo de una expresién que con-
tiene una incégnita. Por ejemplo, 2 In(x + 4) = 5 es una ecuacion logaritmica.
Por otra parte, una ecuacion exponencial tiene una incégnita que aparece en
un exponente, como en 2** = 7.

Para resolver algunas ecuaciones logaritmicas, usamos una propiedad de
los logaritmos que ahora desarrollaremos.

Para muchas funciones f,si f(m) = f(n), esto no implica que m = n. Por
ejemplo, si f(x) = x* entonces f(2) = f(—2),pero2 # —2.Este no es el caso
para la funcién logaritmica. En la figura 5.25 puede verse que la grafica de
y = log, x asciende de izquierda a derecha. Asi, si x; y x, son diferentes, sus lo-
garitmos (valores de y) serdn diferentes. Esto significa que si log, m = log, n,
entonces m = n, Generalizando para la base b, tenemos la propiedad siguiente:

Si log, m = log, n, entonces m = n.
Existe una propiedad semejante para exponenciales:

Sib™ = b", entonces m = n.

EJEMPLO 1 Composicion de oxigeno

Un experimento fue llevado a cabo con un tipo particular de animal pequeiio."’

En él se determind el logaritmo de la cantidad de oxigeno consumido por hora
para varios de los animales, y se grafico contra los logaritmos de sus pesos. Se
encontro que

log y = log 5.934 + 0.885 log x,

donde y fue el niimero de microlitros de oxigeno consumidos por hora y x el peso
del animal (en gramos). Resolver para y.

Solucion: primero combinamos los términos del lado derecho en un solo
logaritmo:

log y = log 5.934 + 0.885 log x
= log 5.934 + log x"8% (propiedad 3 de la seccién5.3)
log y = log(5.934x"%%) (propiedad 1 de la seccién5.3).
Por la propiedad de igualdad de logaritmos, tenemos

y = 5.934x085,

YR.W. Poole, An Introduction to Quantitative Ecology (Nueva York: McGraw-Hill Book
Company, 1974).



—® Principios en prdctica 1
Solucion de una ecuacién
exponencial

Greg escogi6é un nimero y lo mul-
tiplicé por una potencia de 32.
Jean inici6 con el mismo nimero
y obtuvo el mismo resultado,
cuando ella lo multiplic6 por 4
elevado a un nimero que era nue-
ve veces menor que tres veces el
exponente que Greg utilizé. ;Qué
potencia de 32 utilizé Greg?

—® Principios en prdctica 2
Uso de logaritmos para resol-
ver una ecuacion exponencial

El gerente de ventas de una ca-
dena de comida rapida determi-
na que las ventas del desayuno
empiezan a disminuir al final de
una campafia promocional. La
venta en ddlares como una fun-
ciéon del nimero de dias d des-
pués de que termina la campana
estd dada por

4 —0.1d
S = 800<§> . Si el gerente no

quiere que las ventas caigan por
debajo de 450 por dia antes de ini-
ciar una nueva campana, jcuiando
debe iniciar esa nueva campaifia?
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EJEMPLO 2 Solucion de una ecuacién exponencial

Determinar x si (25)*1? = 5374,

Solucién: ya que 25 = 5%, podemos expresar ambos lados de la ecuacién
como potencias de 5:
(25)x+2 — 53x—4’
(52)x+2 — 53x74
52x+4 — 53)(*4.

Por la propiedad de igualdad de exponenciales,
2x +4 = 3x — 4,

x = 8.

Algunas ecuaciones exponenciales pueden resolverse tomando el logarit-
mo de ambos miembros, después que la ecuacion estd escrita en una forma
adecuada. El ejemplo siguiente lo ilustra.

EJEMPLO 3 Uso de logaritmos para resolver una ecuacion exponencial
Resolver 5 + (3)4 ! = 12
Solucién: primero aislamos la expresién exponencial 4° ~ ! en un lado de la
ecuacion:

—~
W
N—
=~
=
L
|

~

~
=
L
Il

Ahora tomamos el logaritmo natural de ambos lados:

7
In4!'=In—.
n n
Simplificando se obtiene
7
(x — DIn4 = lng,

_ Inj
" In4’
_ In}

= 3 11~ 1.61120.
T 4

En el ejemplo 3, utilizamos logaritmos naturales para resolver la ecuacion
dada. Sin embargo, se pueden emplear logaritmos de cualquier base. Por lo ge-
neral, se utilizan logaritmos naturales o logaritmos comunes si se desea una
forma decimal de la solucion. Si usamos logaritmos comunes obtendriamos

_ log%
T log 4

+ 1 ~ 1.61120.
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La figura 5.26 muestra una solucién gréfica de la 15

ecuacién 5 + (3)4* ~ ! = 12 del ejemplo 3. Esta so-
lucién ocurre en la interseccién de las graficas de

y=5+ Q¥ lyy=12

—]

- Inkerseckion
4 n=1.81118962 V=12 i

-2

FIGURA 5.26 La solucién de
5 + (3)4! = 12 es aproximada-
mente igual a 1.61120.

12

p= 121—0.1q

FIGURA 5.27 Grafica de la
ecuacion de demanda
p= 121—0.1q'

| .2
EJEMPLO 4 Ecuacion de demanda

La ecuacion de demanda para un producto es p = 12" ~ %19, Utilizar logaritmos
comunes para expresar q en términos de p.

Solucion: lafigura 5.27 muestra la grafica de esta ecuacion de demanda para
g = 0.Como es comun para una ecuacion de demanda, la gréfica desciende de
izquierda a derecha. Es necesario resolver la ecuacién para g. Tomando loga-
ritmos comunes de ambos lados de p = 12! %1% se obtiene

log p = log(12!~%17),
logp = (1 — 0.1q) log 12,

log p
=1-01
log 12 &
log p
01g=1—
1 log 12°
log p >
=10(1— .
a 0( log 12

EE—— ]

Para resolver algunas ecuaciones exponenciales que incluyen la base e o la
base 10, tal como 10 = 3, en lugar de tomar logaritmos de ambos miembros,
puede ser més facil primero transformar la ecuacién en una forma logaritmica
equivalente. En este caso tenemos

10> = 3,
2x = log3 (forma logaritmica),
log 3
x = ~ (.2386.
2
| e — .
EJEMPLO 5 Relacion presa-depredador

En un articulo que concierne a presas y depredadores, Holling'' hace referencia
a una ecuacion de la forma

y=K(1l —e™),

"C.S. Holling, “Some Characteristics of Simple Types of Predation and Parasitism”. The Canadian
Entomologist, 91, num. 7 (1959), 385-398.




—® Principios en prdctica 3
Solucion de una ecuacion loga-
ritmica

La medida en la escala de Richter
de un terremoto estd dada por

I
R = log<7>, en donde / es la in-
0

tensidad del terremoto, e I es la in-
tensidad de un terremoto de nivel
cero. Un terremoto que es 675,000
veces tan intenso como un terre-
moto de nivel cero, tiene una mag-
nitud en la escala de Richter que
es 4 veces mayor que otro terremo-
to. ;Cuadl es la intensidad de este
otro terremoto?
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donde x es la densidad de presas, y es el niimero de presas atacadas y K y a son
constantes. Verificar su aseveracion de que

K _
K—y ax.
Solucion: para encontrar ax resolvemos la ecuacion dada para e “*:
y=K(1—e"),
Y _
e A— 1 _ ax,
X e
_ Y
ax  — 1 - =
¢ K
—ax — K — y
¢ T K

Ahora convertimos a la forma logaritmica.

K=y
In % = —ax,
K-y
—In K
In K Ii y = ax (propiedad 4 de la seccion. 5.3),

como queria mostrarse.

Algunas ecuaciones logaritmicas pueden resolverse al escribirlas nueva-
mente en forma exponencial.

EJEMPLO 6 Solucion de una ecuacion logaritmica

Resolver log,x = 5 — log,(x + 4).

Solucion: aqui primero debemos suponer que x y x + 4 son positivos, de
modo que sus logaritmos estén definidos. Ambas condiciones se satisfacen si
x > 0. Para resolver la ecuacidn, primero colocamos todos los logaritmos en
un miembro de modo que podamos combinarlos:

log, x + log,(x + 4) =5,
log,[x(x + 4)] = 5.
En forma exponencial tenemos
x(x +4) =2°,
x* + dx = 32,
X +4x—32=0
(x —4)(x +8) =0,

(ecuacion cuadratica),

x=4 o x=-8.
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Puesto que debemos tener x > 0, la Gnica solucién es 4, como puede verificar-
se sustituyendo en la ecuacién original:
log,4 £ 5 — log,8,
2 £5-3,
2 =2,

Cuando resolvemos una ecuacion logaritmica, es una buena idea verificar si
las soluciones son extrafias.

]
mmmm Ejercicio 5.4
En los problemas del 1 al 36 encuentre x. Redondee sus respuestas a tres decimales.
1. log(2x + 1) = log(x + 6). 2. log x + log3 = log 5. 3. log7 — log(x — 1) = log 4.
2
4. log, x + 3log, 2 = log, = 5. In(—x) = In(x?* — 6). 6. In(4 —x) +In2=2Inx.
7. ¥ - & = el4, 8. (e ) =e, 9. (16)* = 2.
1
10. (27)¥! = 5 11. &> =09. 12. =3
13. 3> = 15. 14. 6¢'* + 1 = 25. 15. 10¥* = 6.
4(10)0.2x 3
16. ——— = 3. 17. —=1. 18. 2(10)* + (10)**! = 4.
5 102* (10) (10)
19. 2* = 5. 20. 473 = 12. 21, 527 =09,
4
22, 4% = 20. 23, 273 = 5 24. 5(3* — 6) = 10.
3— — 8 —
25. ()5 —=7=2 26. 3 4.
27. log(x — 3) = 3. 28. log)(x + 1) = 4.
29. log,(9x — 4) = 2. 30. log,(2x + 4) — 3 = log, 3.
31. log(3x — 1) — log(x — 3) = 2. 32. log x + log(x — 15) = 2.
33. logz(2x + 3) = 4 — logs(x + 6). 34. log(x + 2)*> = 2,donde x > 0.
2
35. log2<;> =3 + log, x. 36. Inx =In(3x +1) + 1.
37. Plantas arraigadas En un estudio sobre plantas arrai- 38. Producto nacional bruto En un articulo, Taagepera y
gadas en cierta region geogréﬁca,12 se determiné que Hayes se refieren a una ecuacién de la forma
en terrenos de tamafio A (en metros cuadrados), el nid-
mero promedio de especies encontradas era S. Cuando logT = 1.7 + 0.2068 log P — 0.1334 log* P.

log S se graficé como una funcién de log A, el resultado

Aqui T es el porcentaje del producto nacional bruto
fue una linea recta dada por d P ) P

(PNB) de un pais correspondiente al comercio exterior
(exportaciones mas importaciones), y P es la poblacién
del pais (en unidades de 100,000)." Verifique la aseve-
Resuelva para S. racién de que

log S = log12.4 + 0.26 log A.

12R. W. Poole, An Introduction to Quantitative Ecology (Nueva York: 3R. Taagepera y J. P. Hayes, “How Trade/ GNP Ratio Decreases
McGraw-Hill Book Company, 1974). with Country Size”, Social Science Research, 6 (1977),108-132.



39.

40.

41.

42.

43.

T = 50pP(0:2068—0.1334 log P).

Puede suponer quelog 50 = 1.7.

Radiactividad El nimero, Q, de miligramos presentes
de una sustancia radiactiva después de ¢ afios esta dado
por

Q = 100700

a. ;Cudntos miligramos estaran presentes después de 0
anos?

b. ;Después de cudntos afios estardn presentes 20 mili-
gramos?

Proporciones sus respuestas al afio mds cercano.

Muestra de sangre En la superficie de un portaobjetos
estd una reticula que divide la superficie en 225 cuadra-
dos iguales. Suponga que una muestra de sangre que
contiene N células rojas, se esparce en el portaobjetos y
las células se distribuyen aleatoriamente. EI nimero de
cuadrados que no tienen células estd dado (de manera
aproximada) por 225¢~ /2%, Si 100 de los cuadrados no
tienen células, estime el nimero de células que la mues-
tra contenia.

)
Qﬂ

Poblacion En una ciudad la poblacién, P, crece a ra-
z6n de 2% por afo. La ecuacién P = 1,000,000(1.02)"
da la poblacion ¢ afios después de 1998. Determine el
valor de ¢ para el que la poblacién es 1,500,000. Dé su
respuesta a la décima mads cercana.

Penetracion de mercado En un estudio de penetra-
cién en el mercado de nuevos productos, Hurter y
Rubenstein'* hacen referencia a la funcién

g — pe TTOPTD

F(o) g[l + O]
donde p, g y C son constantes. Ellos aseguran que si
F(0) = 0, entonces

1 q
C=- In —.
ptq p

Demuestre que su aseveracion es cierta.

Ecuacion de demanda La ecuacion de demanda para
un producto es ¢ = 80 — 2°. Resuelva para p y exprese
su respuesta en términos de logaritmos comunes como
en el ejemplo 4. Evalide p con dos decimales cuando

g = 60.

1“A. P Hurter, Jr., A. H. Rubenstein, et. al., “Market Penetration by
New Innovations: The Technological Literature”, Technological
Forecasting and Social Change, 11 (1978),197-221.
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45.

46.

47.

= 49,

=]

= 50.

51.
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Inversion La ecuaciéon A = P(1.1)" da el valor A,
al final de ¢ afios de una inversién de P délares com-
puesta anualmente a una tasa de interés de 10%.
(Cudntos afios tomard para que una inversion se
duplique? Proporcione su respuesta al afio mas
cercano.

Intensidad de luz  Un material transltcido tiene la
propiedad de reducir la intensidad de la luz que pasa
a través de €l. Un material transldcido de plastico
tiene la propiedad de que una hoja de 1 mm de espe-
sor reduce la intensidad de la luz en 10%. ;Cudntas
de tales hojas son necesarias para reducir la intensi-
dad de un rayo de luz a cerca de 50% de su valor
original?

Ventas Después de t afios el nimero de unidades,
de un producto vendido por afio esta dado por

g = 1000(3)"¥. Tal ecuacién se llama ecuacién de
Gompertz, la cual describe el crecimiento natural
en muchas dreas de estudio. Resuelva esta ecuacién
para ¢t en la misma manera que en el ejemplo 4 y
demuestre que

3 —loggq
log log 2
~ (Blog2) — 1

Ecuacion de aprendizaje Suponga que la produc-
cion diaria de unidades de un nuevo producto en el
t-ésimo dia de una corrida de produccion esta dada
por

g = 500(1 — &%),

Tal ecuacién se llama ecuacion de aprendizaje, la
cual indica que conforme pase el tiempo, la produc-
cién por dia aumentard. Esto puede deberse a un
aumento en la habilidad de los trabajadores. Deter-
mine a la unidad completa mas cercana la produccién
en (a) el primer dia, y (b) en el décimo dia después
del inicio de una produccion. (¢) ;Después de cuan-
tos dias se alcanzara una produccién diaria de 400
unidades? Proporcione sus respuestas redondeadas
al dia més cercano.

. Verifique que 4 es la tnica solucién de la ecuacién

logaritmica del ejemplo 6 graficando la funcién

y =15 —log,(x +4) — log, x

y observando cuando y = 0.

Resuelva 2**7%% = 17. Redondee su respuesta a dos
decimales.

Resuelva In(x + 1) = 4 — x. Redondee su respues-
ta a dos decimales.

Grafique la ecuacion 4x + (3)4" = 1. [Sugerencia:
despeje a y como una funcién explicita de x.]
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"REPASO

Términos y simbolos importantes

Seccion 5.1  funcién exponencial, b* interés compuesto
periodo de interés tasa periddica
ley de decaimiento exponencial cantidad inicial
Seccion 5.2 funcidén logaritmica, log, x logaritmo comtin, log x

Seccion 5.3 féormula de cambio de base

Seccion 5.4 ecuacion logaritmica

Resumen

tasa nominal e

ecuacion exponencial

principal (capital) monto (capital) compuesto
funcién exponencial natural, e*

constante de decaimiento vida media

logaritmo natural In x

Una funcién exponencial tiene la forma f(x) = b*. La
grafica de f(x) = b* tiene una de dos formas genera-
les, dependiendo del valor de la base b (véase la fig. 5.3).
Una funcién exponencial esta incluida en la férmula
de interés compuesto:

S=P1+r),

donde S es el monto compuesto de un principal de P al
final de n periodos de interés a la tasa periddica r.

Una base utilizada con frecuencia en una funcioén
exponencial es el ndmero irracional e, donde e ~
2.71828. Esta base aparece en anadlisis econémico y
en muchas situaciones que implican crecimiento o de-
caimiento, como estudios poblacionales y decaimiento
radiactivo. Los elementos radiactivos siguen la ley de
decaimiento exponencial

N = N()e_/\ l,

donde N es la cantidad presente en el tiempo ¢, N, la
cantidad inicial y A la constante de decaimiento. El
tiempo necesario para que la mitad de la cantidad del
elemento decaiga se conoce como vida media.

La funcién logaritmica es la funcién inversa de la
funcién exponencial, y viceversa. La funcién logaritmi-
ca de base b es denotada por log,, y y = log, x siy so-
losi b’ = x.La gréfica de y = log, x tiene una de dos
formas generales dependiendo del valor de la base b
(véase la fig. 5.21). Los logaritmos de base e son llama-
dos logaritmos naturales y denotados por In, aquéllos

Problemas de repaso

de base 10 son llamados logaritmos comunes y denota-
dos por log. La vida media 7 de un elemento radiactivo
puede expresarse en términos de un logaritmo natural
y de la constante de decaimiento: 7' = (In2)/A.

Algunas propiedades importantes de los logarit-
mos son las siguientes:

log,(mn) = log,m + log, n,
logb% = log, m — log,n,

log, m" = rlog, m,

log, m —log, m,
log, 1 = 0,
log, b = 1,
log, b" = r,
plosm = m,
log, m = log, m.
log, b

Ademas, si log, m = log, n entonces m = n. De ma-
nera semejante, si b = b", entonces m = n. Muchas
de estas propiedades se utilizan en la solucién de ecua-
ciones logaritmicas y exponenciales.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color se sugieren para utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

En los problemas del 1 al 6 escriba cada una de las formas exponenciales de manera logaritmica y cada forma logaritmica de ma-

nera exponencial.
1. 3° = 243,

4. 10° = 100,000.

2. log,343 = 3.
5. e* = 54.598.

En los problemas del 7 al 12 determine el valor de la expresion sin utilizar una calculadora.

7. logs 125.
10. log, 3 5.

8. log, 16.
11. 10g1/3 9.

3. 10g16 2= %.
6. 10g9 9=1.
9. log, &.

12. log,2.
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En los problemas del 13 al 18 encuentre x sin utilizar una calculadora.
13. logs 625 = x. 14. log, : = —3. 15. logx = —2.

1
16. lng = x. 17. In(2x + 3) = 0. 18. et =7,

En los problemas 19 y 20 sean log 2 = a y log 3 = b. Exprese el logaritmo dado en términos de a 'y de b.

9
19. log 8000. 20. log V3

En los problemas del 21 al 26 escriba cada expresion como un solo logaritmo.

21. 2log5 — 3log 3. 22. 6lnx +41Iny.
23.2Inx +Iny —3Inz. 24. logs2 — logg4 — 9loge 3.
25. Llog, x + 2log,(x?) — 3logy(x + 1) — 4logy(x + 2). 26. 3logx + logy — 2(log z + log w).

En los problemas del 27 al 32 escriba la expresion en términos de Iln x,In y y In z.

2
X
27. 0 28. In i"z 29. In Vayz.
z (yz)

ol 2] 4] » o[ 2))

33. Escriba log;(x + 5) en términos de logaritmos natu-
rales.

38. en términos de log x, log(x + 1),

Exprese log M
Va2

34. Escriba logs(2x* + 1) en términos de logaritmos y log(x* + 2).

comunes.

35. Suponga que log, 19 = 4.2479 y log, 5 = 2.3219. En-
cuentre logs 19.

39. Simplifique ¢™* + Ine* + In 1.
40. Simplifique log 10> + log 1000 — 5.
. . . 41. Siln y = x> + 2, encuentre y.
36. Utilice logaritmos naturales para determinar el valor ) ]
de log, 5. 42. Haga el bosquejo de las graficasde y = 3y y = logs x.
: A3 — »x+3
37. Siln3 = xyIn4 = y,exprese ln(16\/§) en términos 43. Haga el bosquejo de Ia gréfica de y = 2°7.
dexydey. 44. Haga el bosquejo de la grafica de y = —2 log, x.

En los problemas del 45 al 52 encuentre x.

45. log(4x + 1) = log(x +2).  46. logx + log2 = 1. 47, 3% = 9L
1

48. 47 = 16 49. log x + log(10x) = 3. 50. logz(x + 1) = logz(x — 1) + 1.

51. In(log, 2) = —1. 52. log, x + log, x = 3.

En los problemas del 53 al 58 encuentre x. Redondee sus respuestas a tres decimales.

53. & = 14. 54, 102 = 5. 55. 3(10** = 3) = 9.

56. 771 —2 = 1. 57. 473 =1, 58. 5%¥ =2,

59. Inversiones Si $2600 se invierten durante 6% afios a 62. Crecimiento de bacterias En un cultivo de bacterias
6% compuesto cada trimestre, determine (a) el monto su nimero aumenta a razén de 4% por hora. Al inicio,
compuesto y (b) el interés compuesto. estaban presentes 500 bacterias. (a) Determine una

. ecuacion que dé el nimero, N, de bacterias después de ¢

60. anersf?“es Encuentre el monto compuesto de una horas. (b) ;Cudntas bacterias estdn presentes después
inversién de $4000 durante 5 afios a una tasa de 11% de una hora? (c) ;Después de 3 horas? Proporcione su
compuesto mensualmente. respuesta al entero més cercano.

61. Encuentre la tasa nominal que corresponde a una tasa 63. Crecimiento poblacional La poblacion de una ciudad de

periédica de 1:% mensual. 8000 habitantes crece a razén de 2% anual. (a) Determi-
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64

65.

66

67

68

Capitulo 5 = Funciones exponencial y logaritmica

ne una ecuacién que dé la poblacion, P, después de ¢
anos a partir de ahora. (b) Encuentre la poblaciéon
dentro de 2 afos. Dé la respuesta a (b) al entero mas
cercano.

Ingreso Debido a una campana de publicidad inefi-
caz, la compaiiia Rasurado Al Ras encuentra que sus
ingresos anuales han sufrido una reduccién dréstica.
Por otra parte, el ingreso anual R al final de los ¢ afios
de negocios satisface la ecuaciéon R = 200,000 %",
Encuentre el ingreso anual al final de 2 afios y al final
de 3 afios.

Radiactividad Una sustancia radiactiva decae de
acuerdo con la férmula

N = 10e4l41t

donde N es el niimero de miligramos presentes después
de ¢ horas. (a) Determine la cantidad inicial. (b) Al déci-
mo de miligramos més cercano, determine la cantidad
presente después de 2 horas, (¢) después de 10 horas.
(d) A la décima de hora més cercana, determine la vida
media de la sustancia, y (e) el nimero de horas para
que quede un miligramo.

Radiactividad Si una sustancia radiactiva tiene una vi-
da media de 10 dias, ;en cuantos dias habré% de la can-
tidad inicial?

Mercadotecnia Una compaiifa de investigacion de
mercado necesita determinar cudntas personas se adap-
tan al sabor de unas nuevas pastillas para la tos. En un
experimento, a una persona se le dio una pastilla para la
tos y se le pidié que periédicamente asignara un nime-
ro, en la escala de 0 a 10, al sabor percibido. Este nimero
fue llamado magnitud de la respuesta. El nimero 10 fue
asignado al sabor inicial. Después de llevar a cabo el
experimento varias veces, la compaiiia estimé que la
magnitud de la respuesta, R, estd dada por

R = 10e™/%,

donde ¢ es el nimero de segundos después de que la
persona tomo la pastilla para la tos. (a) Encuentre
la magnitud de la respuesta después de 20 segundos.
Redondee su respuesta al entero mds cercano. (b)
(Después de cuantos segundos la persona tiene una
magnitud de respuesta de 5?7 Aproxime su respuesta
al segundo més cercano.

Sedimento en agua El agua de un lago contiene un se-
dimento cuya presencia reduce la transmisién de la luz
a través del agua. Los experimentos indican que la in-
tensidad de la luz se reduce en un 10% al pasar a través
de 20 cm de agua. Suponga que el lago es uniforme con
respecto a la cantidad de sedimento que contiene. Un
instrumento de medicién puede detectar luz hasta de
una intensidad de 0.17% de la luz solar total. Este ins-

69. Enfriamiento de cuerpos

trumento se sumerge en el lago. ; A qué profundidad
dejara inicialmente de registrar la presencia de luz?
Aproxime su respuesta a los 10 cm mds cercanos.

En un estudio de la veloci-
dad de enfriamiento de partes aisladas de un cuerpo
cuando se expone a bajas temperaturas, aparece la si-
guiente ecuacion

T, =T, = (T, —T.),e,

donde T, es la temperatura de la parte del cuerpo en el
instante ¢, T, es la temperatura del medio ambiente,

el subindice o se refiere a la diferencia de temperaturas
iniciales y a es una constante. Demuestre que

_lln(T;_Te)n
a=- =T

70. Depreciaciéon Una alternativa de la depreciacion li-

neal es la depreciacion por saldo decreciente. Este mé-
todo supone que un articulo pierde su valor més rdpido
al inicio de su vida que posteriormente. Un porcentaje
fijo del valor se resta cada ano. Supdngase que el costo
inicial de un articulo es C y su vida ttil es de N afios.
Entonces el valor, V (en ddlares), del articulo al final de
n afios estd dado por

en donde cada afio lleva una depreciacién de 3 por

ciento (esto se denomina depreciacion sencilla por sal-
do decreciente: si la depreciacién anual fuese 2 por
ciento, seria depreciacion doble por saldo decreciente).
Si una fotocopiadora nueva se compré por $1495 y tie-
ne una vida util de 5 afios, después de cuantos afios su
valor cae abajo de $800? Proporcione la respuesta re-
dondeada al entero mds cercano.

1
= 7. si y=f(x)= ﬂ, determine el rango de f. Redondee
x

los valores a dos decimales.

% 72. Determine los puntos de interseccién de las gréficas de

y = In(x + 2)yy = x> — 7. Redondee sus respuestas
a dos decimales.

% 73. Resuelvalnx = 4 — x. Redondee su respuesta a dos

decimales.

R. W. Stacy et. al., Essentials of Biological and Medical Physics
(Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1955).
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X

I 3 — 4x _
= 74. Resuelva 6 = 15.Redondee su respuesta a dos 277, Grafique y = 3%y y = Sen la misma pantalla. Parece

decimales.

= . 3*
* 75. Muestre la grafica de y = logs (x* + 1). que la graficade y = 9 s la gréafica de y = 3" recorrida
<1 76. Despliegue la grafica de la ecuacién (6)5* + x = 2.
[Sugerencia: despeje a y como una funcién explicita
de x.]

dos unidades hacia la derecha. Pruebe de manera alge-
braica que en verdad esto es cierto.



APLICACION PRACTICA—CAPITULO 1 (pagina 58)

1. a. $107.15; b. $10.26; ¢. 101b; d. 10.44 1b; e. 4.4%
3. —1.9%.

EJERCICIO 2.1 (pagina 66)

1. 120. 3. 48de A, 80 de B. 5. 5%. 7. 1m.

9. 13,000. 11. $4000 al 6%, $16,000 al 7%%.

13. $4.25. 15. 4%. 17. 80. 19. $8000.

21. 1138. 23. $116.25. 25. 40. 27. 46,000.
29. $440 o $460. 31. $100. 33. 77.

35. 80 pies por 140 pies.

39. $112,000. 41. 60. 43. 125 unidades de A y 100

unidades de B o bien 150 unidades de A y 125 unidades de B.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2.2

1. 5375.
2. 150 — x, = 0;3x, — 210 = 0; x, + 60 = 0; x, = 0.

EJERCICIO 2.2 (pagina 74)

1. (4,00). 3. (—o0,5]. 5. (—oo, —ﬂ
v T T
T2
7. (—oo, %) 9. (0,00). 11. {—%, oo)
7 _z
5
2 V3-—2
13. (—7, oo) 15. <. 17 (—oo, 2 )
—— -
2 N
7 2
19. (—o0,48). 21. (—o0,—5]. 23. (—00,00).
48 _15
17 34
25. <?, oo) 27 [—?, oo> 29. (0,00).
¢ : ——
17 34 0
9 3
31. (—00,0). 33. (—o0,—2].
> 1
0 -2

35. 444,000 < § < 636,000. 37. x < 70 grados.

EJERCICIO 2.3 (pagina 78)

1. 120,001. 3. 17,000.
9. 1000. 11. ¢ > 36.5.

5. 60,000. 7. $25,714.29.
13. Al menos $67,400.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2.4
1. |Jw — 22 0z] = 0.3 oz.

37. 9 cm de largo, 4 cm de ancho.

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP3

EJERCICIO 2.4 (pagina 82)

1. 13. 3. 6. 5. 5. 7. -4 < x < 4

9. V5 —2. 1M a. |x =7 <3;b. [x — 2| <3

clx —7=5d |x -7 =4 e |x +4 <2

f. x| <3; g |[x] >6; h |[x —6] >4 i [x — 105 < 3;

jo |x — 850 < 100.  13. |p, — po|=8. 15 +7.
17. +6. 19, 13,-3. 2L % 23. %,3.
25. (—4,4). 27 (~00.—8)U(8,00).  29. (-9,-5).

31 (—00,0)U(L,00). 33

16
35. (—00,0] u{? oo). 37. |d — 172/ =0.03m

39. (—oo,u — ho)U (u + ho, o).

. E,Z

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 2 (pagina 84)

a5 (o) 5o 7 (]

1
9. (—00,00). 1. -2,5. 13. (0, E)'

1
15. (—oo, —E}UB, oo). 17. 542.  19. 6000.
21. ¢ < $212,814.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 2 (pagina 85)

1. 1 hora. 3. 1 hora. 5. 600; 310.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.1

1. a. a(r) = @r% b. Todos los nimeros reales; ¢. r = 0.
300
2. a. t(r) = —; b. Todos los niimeros reales excepto 0;
r

c. r>0;

300 X 600 X 1200
da="ig) = 0dy) =
X

e. El tiempo estd escalado por un factor de c; t(*)
c

_300c¢
-
3. a. 300 pizzas; b. $21.00 por pizza; ¢. $16.00 por pizza.

EJERCICIO 3.1 (pagina 93)
1. Todos los nimeros reales excepto 0.
3. Todos los niimeros reales = 3.

5. Todos los nimeros reales.

7
7. Todos los niimeros reales excepto —
9. Todos los ntimeros reales excepto 0y 1.
1
11. Todos los ntimeros reales excepto 4y ——.

13. 1,7,-7. 15. —62,2 — u* 2 — u’.
17. 2, (20)* + 2v = 407 + 20, (—x*)> + (—x°) = x* — X%
19. 4,0, (x + h)> +2(x + h) + 1

= x>+ 2xh + B> + 2x + 2h + 1.

ZIL 3x —4  3x—4
T30°(3x)*+5  9x*+5
(x +h)—4 x+h—4

(x+h)?+5 X+2xh+H+5



RESP4  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

23. 0, 256,%. 25. a. 4x + 4h — 5; b. 4.

27. a. x>+ 2hx + K>+ 2x + 2h; b. 2x + h + 2.
29, a. 2 — 4x — 4h — 3x* — 6hx — 3h%

1 1
b. -4 — 6x — 3h. 3.a. —— b. ————.
* TR x(x + h)
33. 9. 35. y es una funcidén de x; x es una funcién de y.

37. y es una funcién de x; x no es una funcion de y.

39. Si. 41. V = f(r) = 20,000 + 800¢.

43. Si; P; q. 45. 400 libras por semana; 1000 libras por
semana; la cantidad suministrada aumenta cuando el precio
aumenta.

47. a. 4; b. 8V2; ¢ f(21,) = 2V2 f(1,); al duplicar la

intensidad la respuesta se incrementa por un factor de 2V/2.

49. a. 3000, 2900, 2300,2000; 12, 10;
b. 10, 12,17,20;3000, 2300. 51. a. —5.13; b. 2.64;
c. —17.43. 53. a. 11.33; b. 50.62; c. 2.29.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.2
1. a. p(n) = $125; b. Las primas no cambian;
c. Funcién constante.

2. a. Funcion cuadratica; b. 2; ¢. 3.
3.50n si n =5,

3. ¢(n) = 43.00n si 5<n =10,
2.75n si n > 10.

4. 7! = 5040.

EJERCICIO 3.2 (pagina 98)

1. Si. 3. No. 5. Si. 7. No.
9. Todos los nimeros reales.
13. a. 3; b. 7. 15. a. 4; b. —3. 17. 8,8,8.

19. 1,-1,0,—1. 21. 8,3,1,1. 23. 720. 25. 2.
27. 5. 29. c¢(i) = $4.50; funcién constante.

31. a. C = 850 + 3q; b. 250.

8.50n si n < 10, 9

33 ¢(n) = {S.OOn Son=10. e
17 33
37. a. Toda T tal que 30 =7 = 39; b. 4, T

39. a. 237,077.34; b. —434.97; ¢. 52.19.
41. a. 2.21; b. 9.98; ¢. —14.52.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.3

L oc(s(x)) =c(x +3)=2(x +3) =2x + 6.

2. Silalongitud de un lado es representada por la funciéon
[(x) = x + 3yelareade un cuadrado con lados de
longitud x es representada por a(x) = x°. Entonces

g(x) = (x +3)? = [l(x)]* = a(l(x)).

EJERCICIO 3.3 (pagina 103)
1. a. 2x + 8; b. 8 ¢. —2; d. x> + 8x + 15; e. 3;
x+3
f.
x+5

;g x+ 8 ho11;i. x + 8. 3. a. 2x% + x;

1 X2 X

b —x; ¢ o3 do X'+ X e 5 =
By e T Y F
f.-1; g (P4 x)?=x+2+ x% ho x* + x% i 90.

4 14 2
5. 6; —32. 7. + + 1; .
’ t—172 t—-1 P4 Tt

(para x # 0);

11. Todos los numeros reales.

1 [2u® + 3 5
9'v+3’ L 11. f(x) = x, g(x) = 4x — 3.

13. f(x) = é, g(x) = x> — 2.

15. f(x) = Vx, g(x) = ad —;— 1.

17. a. r(x) = 9.75x; b. e(x) = 4.25x + 4500;

c. (r —e)(x) =55x — 4500.

19. 400m — 10m> el ingreso total recibido cuando se
vende la produccién total de m empleados.

21. a. 14.05; b. 1169.64. 23. a. 345.03; b. —1.94.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.4
1. y = —600x + 7250; intersecci(’)nx(llefz, 0>;

interseccion y (0, 7250).
2. y = 24.95; recta horizontal; no hay interseccion con el
eje x; interseccion con el eje y (0,24.95).

3.

y
36 (2.5,30)
@
= 24+
=
12r (5.0)
L1 X
(0,00 1 2 3 4 5 ~Horas
4. y
m
o L (100, 59.3)
g °r
8 40F (70,37.1)
o L
@ 20:
o I N Y I A | X
(0,0)] 20 40 60 80 100 Termias

EJERCICIO 3.4 (pagina 112)

1. y

7 o2, 7)
| Cuadrante

l l OI‘ IO)I L1l
— X
—2. 2 F3
Il
Cuadrante

()
(8,-3)
IV Cuadrante

. a. 1,2,3,0; b. Todos los nimeros reales;

. Todos los nimeros reales;

-2. 5. a. 0, —1, —1; b. Todos los nimeros reales;
. Todos los nimeros reales no positivos; d. 0.

e W



= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP5

7. (0,0); funcién; todos los nimeros reales; todos los 17. (0,0); no es una funcién de x.
numeros reales.

y
y

19. (0,2), (1, 0); funcién; todos los nimeros reales; todos los

5 . i
9. (0,-5), (g, O); funcién; todos los nimeros reales; nimeros reales.

todos los numeros reales.

y
/ )

/- N

-5
/ 21. Todos los niimeros reales; todos los nimeros reales =< 4;
(0,4),(2,0),(=2, 0).

11. (0, 0); funcidn; todos los nimeros reales;

todos los nlimeros reales no negativos. s
y 4
/\ |
-2 2
X
23. Todos los ntimeros reales; 2; (0, 2).

13. Todo punto en el eje y; no es funcion de x. y
y
2
A ———
X
X
25. Todos los nimeros reales; todos los nimeros reales = —3;
0,1),(2 £ V3,0).
15. (0, 0); funcién; todos los nimeros reales; todos los y
ndmeros reales.
y \ 2-\3
1

\ X
\,/\2 +V3
(2v _3)




RESP6  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

27. Todos los nimeros reales; todos los nimeros reales; (0, 0).

f(t)

29. Todos los nimeros reales = 5; todos los nimeros reales
no negativos; (5, 0).

S

31. Todos los nimeros reales; todos los nimeros reales no

1
negativos; (0, 1), (5’ 0)-

£(x)

W/

33. Todos los nimeros reales distintos de cero; todos los
numeros reales positivos; no hay intersecciones.

F(t)

35. Todos los nimeros reales no negativos; todos los
ndmeros reales ¢,donde 0 = ¢ < 6.

c

oo

37. Todos los nimeros reales; todos los nimeros reales no
negativos.

g(x)

3 X
39. (a), (b), (d).
41. y
20 -
- *—o0
@16 -
\58—._2—0
P T I I AR i | X

1012 2 4 6 8 10
AM. P.M.

43. Cuando el precio disminuye, la cantidad aumenta; p es
una funcién de q.

p
20
5 L1 L1 1
5 25 q
45.
y
4_
1 |
45 12 X
47. —1,-0.35.  49. 0.62,1.73,4.65.  51. —0.84,2.61.

53. —0.49,0.52, 1.25. 55. a. 3.94; b. —1.94.
57. a. (—o0,00); b. (—1.73,0), (0, 4.00).
59. a. 2.07; b. [2.07,00); ¢. (0,2.39); d. no.

EJERCICIO 3.5 (pagina 119)

. (0,0); simétrica con respecto al origen.

. (£2,0), (0, 8); simétrica con respecto al eje y.

. (£2, 0); simétrica con respecto al eje x, al eje y y al origen.
. (=2, 0); simétrica con respecto al eje x.

. Simétrica con respecto al eje x.

11. (—21,0), (0,-7), (0, 3).

3
13. (0,0); simétrica con respecto al origen. 15. (0, g)

O N U R



17. (2,0),(0,+2); simétrica con respecto al eje x.

y

bz\ X
42

\|/

19. (£2,0),(0,0); simétrica con respecto al origen.

y

21. (0,0); simétrica con respecto al eje x, al eje y y al origen.

y
>< :
23. (£2,0),(0,+4); simétrica con respecto al eje x,al eje y y

al origen.

y

M.
\

25. a. (+£1.18,0),(0,2); b. 2; ¢. (—o0,2].

EJERCICIO 3.6 (pagina 122)

1.
y

=
~
S
=
>
=
I
>
N

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP7

5.
7.
y
f(x) = x|
X, A
N S X
\1//;/: Ix+1]-2
-2
9,
y
A 1
\ [ (x) = x2
\ 1
\ 17
ik 7
) I'; X
y=1-(x-1)2
11.
y
y=\=x fx) =X
-

13. Trasladar 4 unidades hacia la derecha y 3 unidades hacia
arriba.

15. Reflejar con respecto al eje y y trasladar 5 unidades hacia
abajo.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 3 (pagina 123)

1. Todos los numeros reales excepto 1y 2.
3. Todos los nimeros reales.
5. Todos los nimeros reales no negativos excepto 1.

7. 7.46,62,3% — 4t + 7. 9. 0,2,Vi, V¥ — 1.
Vx ¥4
1m 30 Vx4 Vi —8.4, 4, —92.
5 X u-—4



RESP8  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

15. a. 3 — 7x — 7h; b. —7.

17. a. 4x*> + 8hx + 4> + 2x + 2h — 5;

b. 8x + 4h + 2. 19. a. 5x + 2; b. 22; ¢. x — 4;

3x =1

2x + 3

g 3(2x +3) — 1 =6x + 8 h. 38;

iL203x —1)+3=6x+1.

Lo 1iox
x— 1 x X

25. (0,0), (+V2/3,0); simétrica con respecto al origen.

27. (0,9), (+ 3, 0); simétrica con respecto al eje y.

d. 6x> + 7x — 3; e. 10; f.

y
9

31. (0, %), toda t # 4; todos los nimeros reales positivos.

at)

1
4—42} | t

33. Todos los nimeros reales; todos los nimeros reales = 1.

y

23. VP + 2, (x +2)%2

3s.
y

by

'= U of(x) = x2

o

\|, X

/ \ y=—3x2+2

37. a,c. 39. —0.67,0.34, 1.73.

41. —1.50, —0.88, —0.11, 1.09, 1.40.
43. a. (—o0,0); b. (1.92,0),(0,7)
45. a. Ninguna; b. 1,3.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 3 (pagina 125)

1. $28,321. 3. $87,507.90.
variar.

5. Las respuestas pueden

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.1
1. —2000; el automévil se deprecia $2000 por afio.

2. § = 14T + 8. 3.F=%C+32.

125 125
4. Pendiente = T; intersecciéon y = ——

=
. 9C — 5F + 160 = 0.
6. F

100

W

R/ C

-100

-100

7. La pendiente de AB es 0;la pendiente de BC es 7;1a
pendiente de CA es 1. Ninguna de las pendientes es el
reciproco negativo de alguna otra, de modo que el tridngulo
no tiene un angulo recto. Los puntos no definen un tridngu-
lo rectangulo.

EJERCICIO 4.1 (pagina 134)

1. 3. 3. —%. 5. Indefinida. 7. 0.

9. 6x —y —4=0.
13. 3x — 7y + 25 = 0.
17. 2x — y + 4 = 0.

1L x + 4y — 18 = 0.
15. 8x — 5y — 29 = 0.
19. x +2y + 6 = 0.

2.y +2=0. 23. x —2=0. 25. 4; —6.
13
27. 5y 29. La pendiente estd indefinida; no hay in-
terseccion con el eje y.
31. 3;0. 33. 0;1.
35.2x + 3 5=0 2 + >
. 2x -5=0y=—x+_.
y y 3 3
4 5
7. 4 + - = N = —— —|— —.
37. 4x + 9y = 5=0; y 9x 9

3
39.3x—2y+24=0;y=5x+12.

41. Paralelas. 43. Paralelas.
47. Perpendiculares.

45. Ninguna.
49. Perpendiculares.



1
51. y = 4x + 14. 53. y =1. 55.y=—§x+5.
2 29
57. x = 7. 59. y = —gx - ? 61. (5, —4)

63. —2;el precio de la accién cae un promedio de $2 por afio.
65. y =3x + 5. 67. Pendiente ~ 0.65;interseccion
y =~ 4.38.

1 1 3
69. a.y:—§x+g; b.y=3x75.

71. y = —x + 3300; sin modificacion, el dngulo de acer-
camiento causa que el aeroplano choque 700 pies antes del
aeropuerto. 73. R = 50,0007 + 80,000.

75. Las rectas son paralelas. Esto se esperaba ya que cada
una tiene pendiente de 1.5.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.2

1. x = nuimero de esquis producidos; y = numero de botas
fabricadas; 8x + 14y = 1000.

3
2. p = —gq + 1025.

3. Las respuestas pueden variar, pero dos posibles puntos
son (0,60) y (2, 140).
f(x)

1000

500

" S Y ¥4

10 20
4. f(1) =23t +322. 5. f(x) = 70x + 150.

EJERCICIO 4.2 (pagina 141)

1. —4; 0. 3. 2;—4.
y g(t)
X t
/4
12
S. 7,; 7 f(x) = 4x
h(q) 9. f(x) = —21)6 + 41.5
2 11. f(x) = —Ex + T
~—__ | 7
T 13, f(x) =x + 1
q 15. p = ——q + 28;%16
1
17. p = 24 + 190.

19. ¢ = 3¢ + 10; $115. 21 f(x) = 0.125x + 4.15.

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar RESP9

23. v = —800¢ + 8000; pendiente = —800.
v
8000
t
10
25. f(x) = 45,000x + 735,000. 27. f(x) = 65x + 85.
5 600
. x + = 100. cay =-—x=—bh 12
29. x + 10y = 100 3. a. y 11,x 11,b 12
33. a. p = 0.059¢ + 0.025; b. 0.556.

35.

15

a. t = ZC + 37; b. Sume 37 al ndmero de chirridos en

T
segundos. 37. P = 1 + 80. 39. a. Si; b. 1.8704.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.3

1.

3.

Vértice: (1, 400); interseccién y: (0, 399);
intersecciones x: (—19,0), (21, 0).

y
400Q

100~
[ A

B

. Vértice: (1,24); interseccion y: (0, 8);
intersecciones x: <1 + ﬁ, O), <1 - \/6,0).
2 2
y
30
IR A AR
-5 L 5

1000 unidades; $3000 de ingreso maximo.

EJERCICIO 4.3 (pagina 149)

1. Cuadratica. 3. No es cuadratica. 5. Cuadratica.
7. Cuadratica. 9. a. (1,11); b. Mas alto.
11. a. —=8; b. —4,2; ¢. (—1,-9).



RESP10  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

13. Vértice: (3, —4); intersecciones: (1, 0), (5,0), (0, 5); 21. Vértice: (4, —2); intersecciones: (4 + V2,0),

rango: today = —4.

y

)

1 5

(3, -4)

39
15. Vértice: (—5, ) ; intersecciones: (0, 0), (=3, 0);

N—

0o

rango: toda y =

N o

X

nNjw —

17. Vértice: (—1, 0); intersecciones: (—1, 0), (0, 1);
rango: toda s = 0.

19. Vértice: (2, —1); intersecciones: (0, —9); rango:
today=-—1.

— <
- N

(4 —V2,0), (0, 13); rango: toda t = —3.

t

4-2 /4+s@

(4.-2)

23. Minimo; 24. 25. Méximo;—10.
27. g = 200; r = $120,000.
29. 200 unidades; ingreso méaximo $240,000.
31. Vértice: (9,225); interseccion y: (0, 144);
intersecciones x: (—6,0), (24, 0).
Px)
4001+

I |/ /\ | > x
—20 / \30
33. 70 gramos. 35. 132 pies; 2.5 segundos.

5
37. Vértice: (E’ 116); interseccion y: (0, 16),
5+ V29 O) (5 - V29 0)

intersecciones x: (

2 2
h(t)
160
I T T | [ X
-10 10
l wi?
39. a. 2.5; b. 8.7 m. 41. a. E; b. ?; c. Oyl

43. 50 pies X 100 pies. 45, (1.11,2.88).
47.a.0; b 1; c. 2. 49. 4.89.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.4

1. $120,000 al 9% y $80,000 al 8%.

2. 500 especies A 'y 1000 especies B.

3. Un nimero infinito de soluciones de la forma
~ 20,000 4

; —gr,B = rdonde 0 = r = 5000.

1 1 1
4. glbdeA,glbdeB, ElbdeC.




EJERCICIO 4.4 (pagina 161)

L. x=-1,y=1 J.x=3,y=-1
S5.v=0,w = 18. 7. x=-3,y=2.

9. No hay solucion. 11. x = 12,y = —12.

3
13. p = 57 3r, q = r; r es cualquier nimero real.

1 1 1
15.x—§,y—5,z—1. 17.x=1,y=1,z=1.
19. x =1+ 2r,y =3 — r, z = r; r es cualquier nimero
real.

1 5 . P

21. x = —gr, y = gr, z = r; r es cualquier nimero real.

3 1 .
23. x = 5 r+ ES’ y = r,z = §;ry sson cualesquiera

ndmeros reales.

25. 420 galones de solucién al 20%, 280 galones de solucién
al 30%.

27. 0.5 1b de algoddn; 0.25 1b de poliéster; 0.25 1b de nylon.
29. 275 mi/h (velocidad del aeroplano en aire calmo),

21 mi/h (velocidad del viento).

31. 240 unidades (Early American), 200 unidades (Contem-
poréneo).

33. 800 calculadoras de la planta Exton, 700 de la planta
Whyton.

35. 4% sobre los primeros $100,000, 6% sobre el resto.

37. 60 unidades de Argén I, 40 unidades de Argon I1.

39. 100 sillas, 100 mecedoras y 200 sillones reclinables.

41. 40 trabajadores semicalificados, 20 trabajadores califica-
dos y 10 empleados de envios. 45. x =3,y = 2.

47. x = 83,y = 14.0.
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=1,qg=1.

x = —V17,y = 2;x = V14,
y=-1Lx=—V14,y=-1 13. x =21,y = 15.
15. En (10,8.1) y (—10, 7.9). 17. Tres.

19. x =-13,y =51 21 x=176. 23. x = —1.46.
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1.
p

10

51 (100, 5)

L L
100 200 Y

3. (5,212.50).
9. y

5.(9,38). 7. (15,5).

R

15,000 Uy
(4500, 13,500)

5000

L L
2000 6000 ¢

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar RESP11

11. No puede tener punto de equilibrio para ningtin nivel
de produccion.

13. 15 unidades o 45 unidades. 15. a. $12; b. $12.18.
17. 5840 unidades; 840 unidades; 1840 unidades. 19. $4.
21. El costo total siempre excede al ingreso total, no hay
punto de equilibrio. 23. Disminuye en $0.70.

25. pp =5; pg = 10. 27. 24y11.3.
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1. 9. J.y=—x+1Lx+y—1=0.

1
5.y=5x71;x72y72=0. 7.y=4,y —4=0.

1
9.y:§x+2;x—3y+6:0.

11. Perpendiculares. 13. Ninguna. 15. Paralelas.

3 3 4
17. y = —x — 2; —. 19. y = —; 0.
y 2x 5 9.y 3,0
21. —2;(0,4).
y

\4\
2\ X

23. (3,0), (=3, 0), (0,9); (0,9).

y

/

/

L

9
)’ (_17 0)5 (07 _5); (2’ _9)

2. (5,
AL f
—1 2 5 t
_9_

27. 3; (0,0).




RESP12  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

29. (0, -3); (—1, -2).
y

17 8
Mox= "L y=—2
YTy T Ty

5. x =8,y =4.

3B3.x=2,y=-1.
37. x=0,y =1,z = 0.

9. x=-3,y=-4x=2,y =1
41. x = -2 — 2r,y =7 + r, z = r; r es cualquier nimero
real.
43. x = r,y = r, z = 0; r es cualquier nimero real.
4 19
45. a +b -3 =0;0. 47.f(x)=—§x+?.

49. 50 unidades; $5000. 51. 6.

53. 1250 unidades; $20,000.

55. 2.36 toneladas por km cuadrado.

57. x = 230, y = —130. 59. x = 0.75,y = 1.43.
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1. Advantage I es el mejor plan para tiempo aire de 85 a

1
1535 minutos. Advantage II es el mejor plan para tiempo

aire de 153% a 233% minutos.

3. Sila aproximacion inicial estd sobre la parte horizontal
de ambas graficas, la calculadora no puede determinar el
punto de interseccion.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.1

1. Laforma de las gréficas es la misma. El valor de A es-
cala la ordenada de cualquier punto en A.
2.

Aumento
Afio  multiplicativo  Expresion

0 1 1.1°
1 1.1 1.1t
2 1.21 1.1?
3 1.33 1.1°
4 1.46 114

1.1;1a inversién aumenta en 10% cada afio
(1 +1(0.1) =1+ 0.1 =1.1).

y

—

T I X
1 2 3 4 5 Anfos

Entre 7'y 8 afios.

Disminuciéon
Aio  multiplicativa  Expresion

0 1 0.85°
1 0.85 0.85"
2 0.72 0.852
3 0.61 0.85°

0.85; el automovil se deprecia en 15% cada afo
(1 —1(0.15) =1 — 0.15 = 0.85).

y
2+
1\
| N I | X
1 2 3 45 Afos

Entre 4 y 5 afios.

4. y = 1.08 3 recorra la gréfica 3 unidades hacia la derecha.

5. $3684.87; $1684.87.
7. 117 empleados.

8. p

6. $2753.79; $753.79.

! ! X
10 20 = Afos
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1. 3.
y y

—— X




13.

19.
21.
23.
25.
27.
29.
31.

33.

11.

y y
3r 4+
1+ ol

I [ X
1
L 1
[ \
-2 -1 1
1
B. 15. 138,750. 17. E

$6014.52; b. $2014.52.
$1964.76; b. $1264.76.
$14,124.86; b. $10,124.86.
$6256.36; b. $1256.36.

a. $9649.69; b. $1649.69.
$10,446.15.

a. N = 400(1.05); b. 420; c. 486.

L A

Aiio Aumento Expresion
multiplicativo
0 1 1.3°
1 1.3 1.3!
2 1.69 1.32
3 2.20 1.3°

1.3; el reciclado aumenta en 30% cada afo
(1 +1(03) =1+ 0.3 =1.3).

| X

L1 1 1
1 2 3 4 5 Afos

Entre 4 y 5 afios.

35.
41.

97,030. 37. 4.4817. 39. 0.4966.

43. 0.2240.

47. a. 10; b. 7.6;

c. 2.5; d. 25 horas.
\ 1 X 49.
- 51

32 afos.
. 0.1465.
. 3.17.
57. 4.2 min.
59. 16.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.2

1. t+ = log, 16;¢ = numero de veces que el nimero de

1
bacterias se ha duplicado. 2. = 1083,

0

. (¢")',donde b = e~

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar

RESP13

3y
61 y=log,x
3 -
= Ié' - |1|0 X Aumento
multiplicativo
4 5. Aproximadamente 13.9%.

y=log,gx

X
1 Disminucion
multiplicativa
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6. Aproximadamente 9.2%.

1. log 10,000 = 4. 3. 2°=64. 5. 1n7.3891 = 2.
7, 109861 — 3
9. 11.

y y

13.
y
1L /
L L L L L
r 4 / 6~
15. 17. 2. 19. 3.
y 21. 1. 23. —2.
25. 0. 27. -3.
29. 9. 31. 125.
T 8L 35
| o T . . € .
N e X 10
-1 37. 2. 39. 6.
2 nl s
S . 2.
5 In2 5+1In3
45.5. 474 4.5 sl
53. 1.60944.  55.2.00013.  57. %: 10°5,
59. 41.50. 61 E = 2.5 X 10!+15M,
63. a. 305.2 mm de mercurio; b. 5.13 km.
65. elto=(3/2)/4 67. 21.7 afios.
1. 10 —
6. y=3In— 7L (1,0). 73, 7.39.



RESP14  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.3

900,000
1. 10g(900,000) — log(9000) = log( 9000 )
= log(100) = 2.

2. 10g(10,000) = log(10*) = 4.
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1. b+ e 3.a—b 5. 3a — b. 7. 2(a + b).

9. é 11. 48. 13. —4. 15. 5.01. 17. 2.
a

19. 2. 21. Inx + 21In(x + 1).
23. 2Inx — 3In(x + 1). 25. 3[lnx — In(x + 1)].
27. Inx — In(x + 1) — In(x + 2).

1
29. Slnx = 2In(x + 1) = 3In(x + 2).

2 1
31. glnx - gln(x + 1) — In(x + 2).
3. log24. 35 log, 2. 37. log[P(23)]
. log 24. - logy . log .
0 81 5
39. log[100(L05)"]. 4L . 431 457
In(x + 6) In(x*> + 1)
47. £2. 49, ——=, 1. ——
o In 10 5 In3
53.y = % 57.a.3: b2 + M. 59, 3.5229.
61. 12.4771.
63. 65. In 4.
4
-3[— 10
!
>

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.4

1. 18. 2. Dia 20. 3. El otro sismo es 67.5 veces mds
intenso que un sismo de nivel cero.

EJERCICIO 5.4 (pagina 214)

1. 5000.  3.2750. 5. -3.000. 7. 2.000.
9.0083. 11 1.09.  13.0203.  15. 5.140.
17. —0.073.  19.2322.  21. 3.183.  23. 0.483.
25.2496.  27.1003.000.  29.2.222.  31. 3.082.
33.3.000.  35.0500. 37. S = 12.44°%,
39. a. 100; b. 46.  41. 20.5.
43. p = log(80 = 4) 43 45,7,

log 2
47. a. 91; b. 432; ¢. 8. 49. 1.20.

51.

-3

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 5 (pagina 216)

L log243 = 5. 3.16" =2. 5. In54.598 = 4.
1
7.3, 9. -4, 1L -2. 13.4. 15 —.
3.9 3 5 100
25 2
17. -1 19.3(a+1). 2Llog. 23 .
Z

9/2

25. log, | al 27. 2Inx +Iny — 3Inz

x + 1)3(x + 2)*
1 1
29. g(lnx +1Iny + Inz). 31. E(Iny —Inz) — Inx

In(x +5)
In3

39. 2x. 41 y =¥ t2
43. , 45. 2.
47. 1.
49. 10.
8 51. 2¢
53. 0.880.
55. —3.222.
57. —1.596.
/1 59. a. $3829.04;
3 X b. $1229.04.
61. 14%.

33. 35. 1.829s. 37. 2x + %x.

63. a. P = 8000(1.02)"; b. 8323.
65. a. 10mg; b. 4.4; ¢. 0.2; d. 1.7; e. 5.6.

67. a. 6; b. 28. 71. (—o0,0.37]. 73. 2.93.
75.
7
. //"'d
-10 \’( 10
_27
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T(eM — 1) 1 { P
LaP=""lbd=—In—7|
? — ¢ kI LP = T(H = 1)

3. a. 156; b. 65.
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