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La aproximacion a la normal se realiza con la media y la desviacién tipica,
calculadas segin las siguientes expresiones:

= np; w=0,5n [22.13]
o=Vmpg: o=05Vn [22.14]

En la expresiones anteriores, 7 es el nimero de casos, p la probabilidad de
obtener signo + y ¢ la probabilidad de obtener signo —, bajo la hipétesis nula
P =g =0,5; en las expresiones anteriores p y ¢ se sustituyen por estos valores. A
partir de los pardmetros anteriores, se calcula el valor de Z:

_ X =05n

Z e RO
05Vn

[22.15]

En la expresion anterior, X representa el ntimero de signos positivos obser-
vado. La mayorfa de los autores indican que debe efectuarse una correccién de
continuidad, sumando o restando, segtin los casos; en la expresién anterior, 0,5 a
X, nimero de signos + observados. Aplicando esta correccién:

X=*05—05n

Z= —
0,5Vn

[22.16]

En la expresion anterior, se suma 0,5 cuando X es menor que /2 y se resta 0,5
cuando X es mayor que n/2.

EJEMPLO 224

Las puntuaciones correspondientes a 15 alumnos antes y después de realizar un
curso de estadistica son las siguientes:

Antes: 5668 T &4 37 66 355
Después: 6 6 7 9 6 4 6 3 8 4 7 27 8
Signos:  + 0 + + — — + 0 + &=k

Se observa que 9 mejoran, 4 empeoran y 2 repiten puntuacién.

Aplicando la distribucién binomial, puesto que 1 < 25. Se calcula la probabili-
dad de que bajo los supuestos de la hipétesis nula, p = g = 0,5, haya 4 o menos sig-
nos negativos, y 9 o mis signos positivos, ambas probabilidades se suman:

La probabilidad de 4 0 menos signos negativos se denota por P(4)_,, y se
calcula de la manera siguiente: P)_, = P4) + P(3) + P(2) + P(1) + P(0),
PA), = 0.134: PO).,., = P(9) + P(10) + P(11) + P(12) + P(13) + P(14) + P(15):
P(9),, = 0,133.
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( La prueba de los signos con SPSS )

Las probabilidades anteriores se han calculado mediante la distribucién bino-
mial. La probabilidad total es 0,267; como es mayor que 0,05, no se rechaza la hi-
pétesis nula, y se concluye que no hay evidencia de que el curso haya servido para
mejorar la nota; debe tenerse en cuenta que la muestra es pequefia.

N\

Seleccione en el ment andlisis Pruebas no paramétricas y en el listado de
pruebas disponible: 2 muestras relacionadas. Aparece la pantalla siguiente:

bas para dos miiest

Contiastat pares:

antes - despues

Restablecer

% Srities |
Cancelar
|

Ayuda

¢ Sefecciones actuales ———— - Tipo de piueba—— =
| Variable 1: | 1T Wicoxon WV Sianes
Yariable 2: ™ Homogeneided marginal
Exactas... DOpciones...
FIGURrA 22.8

Se han introducido los datos correspondientes al ejemplo anterior.

Se seleccionan las dos variables a la vez y se pasan a la pantalla Contrastar pa-
res. En tipo de prueba marcar solamente Signos, pulsar Aceptar, se obtienen los
siguientes resultados:

Pruebas no paramétricas

Prueba de los signos

Frecuencias
o
Después — antes | Diferencias negativas® 4
Diferencias positivas® 9
Empates* 2
Total 15

"Después < antes.  °Después > antes. ¢ Después = antes,
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Estadisticos de contraste”

Después — antes
Sig. exacta (bilateral) 0,267*

* Se ha usado la distribucién binomial.
® Prueba de los signos.

En la tabla encabezada por frecuencias se indican las diferencias negativas, las
positivas y los empates observados. A continuacién se muestra la probabilidad
asociada a los datos observados y cémo se ha calculado, en este caso ha sido me-
diante la distribucién binomial.

Las teclas virtuales: Exactas y Opciones, ofrecen las mismas posibilidades que
se han comentado en la prueba binomial en el apartado 22.2.1.

22.3.2. La prueba de Wilcoxon

La prueba de Wilcoxon es aplicable en los mismos supuestos que en el caso
anterior, es decir, variables cuantitativas relacionadas. Esta prueba es més poten-

te que la de los signos, pues tiene en cuenta el aumento o disminucién de la va- .

riable y la magnitud del cambio.

La prueba consiste en calcular las diferencias entre los valores y ordenarlas de
menor a mayor por valor absoluto. Una vez ordenadas las diferencias, se numeran
de 1 an, siendo n el nimero de elementos de la muestra; al nimero asignado se le
denomina rango. El rango 1 se asigna a Ja minima diferencia observada en valor
absoluto, y asf sucesivamente hasta n, cuyo rango corresponde a la méxima dife-
rencia. Si hay empate, se asigna a cada diferencia empatada la media de los ran-
gos implicados en el empate: por ejemplo, si hay tres elementos empatados a los
que les corresponderian los rangos 4, 5 y 6, se asigna a los tres el rango medio, es
decir, 5. ) ,

Una vez ordenados los datos, se suman los rangos de las diferencias positivas,
W+, v negativas, W—, y se elige el menor de los dos. Los casos en los que la di-
ferencia es cero se ignoran.

En la mayorfa de las tablas y estadisticos se usa la suma de rangos menor.

La prueba se basa en que, si no hay diferencias entre las dos variables rela-
cionadas, los rangos deben estar repartidos de forma homogénea, y tan probable
es encontrar un rango grande positivo como negativo. Por lo tanto, si se suman los
rangos correspondientes a diferencias positivas, W+, y los rangos correspon-
dientes a diferencias negativas, W—. deben ser similares y se encontrardn peque-
fias diferencias debidas al azar. Si las diferencias entre las suma de rangos son
grandes, indica que entre las variables hay diferencias debidas a cansas distintas al
azar.

Las hip6tesis en la prueba de Wilcoxon se pueden enunciar de la manera si-
guiente:

H, W+)=W-)"
H, W(+) # W(—) o

El contraste se resuelve para muestras pequefias, consultando las tablas de
Wilcoxon (Tabla XIII de Anexos), en las que se representan las méximas o mi-
nimas sumas de rangos consideradas aceptables. Se rechaza la hipétesis nula, en
caso de que la suma de rangos observada sea superior 0 inferior a estos valores.
Para muestras mayores de 25 se puede hacer una aproximacién a la normal, con la
media y desviacién tipica definidas por las siguientes expresiones:

n(n+ 1)
Pippis=s amine

[22.17]

Apt Gt D
24

[22.18]

A partir de las expresiones anteriores se deduce la expresién para el célculo

de Z:
W — [n(n e ])"l
4

s = [22.19]

n(n+ 1)(2n + 1)
24

En la expresién anterior, W es la minima suma de rangos entre las sumas de
rangos de las diferencias positivas y negativas.
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tesis nula y se concluye que hay diferencias estadisticamente significativas entre las
dos variables y, consecuentemente, el cursillo ha tenido influencia en las puntua-
ciones. Observe que con los mismos datos la prueba de los signos no detect6 dife-
rencias estadisticamente significativas, pero esto no es una contradiccién, la prueba
de Wilcoxon es estadisticamente mds potente porque usa mds informacién, tiene en
cuenta el signo y la magnitud de las diferencias.

La prueba de Wilcoxon con SPSS

—Seleccione en el mend Andlisis, Pruebas no paramétricas, y en el listado de
Pruebas disponible: 2 muestras relacionadas. Aparece la pantalla siguiente:

~—.
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EJEMPLO 22.5
A continuaci6n se resuelve, mediante la prueba de Wilcoxon, ¢l gjercicio ante-
rior, el 22.5.
Antes Después Diferencias Rangos Rangos con signo

5 6 1 4.5 —4,5

6 6 0

6 {74 1 4.5 —4,5

8- 9 i 45 -45

7 6 1 4,5 +4,5

5 4 1 4,5 +4.5

4 6 2 10 =10

3 3 0

7 8 1 4,5 —4.5

Y 8 3 125 =125

6 4 2 10 +10

6 7 1 4,5 —4,5

3 2 1 45 +4,5

5 7 2 10 -10

5 8 g 12.5 =125

En la tabla anterior, las diferencias entre las variables antes y después estén cal-
culadas en valor absoluto. En la columna RANGOS, se han ordenado las diferencias
segiin los siguientes criterios: hay dos diferencias iguales a cero, las cuales se han
ignorado: la diferencia minima observada en valor absoluto es 1, pero hay 8 unos,
les corresponden los rangos del 1 al'8, se asigna el rango medio, 4,5, a cada uno de
ellos; a continuacién hay tres diferencias con valor 2, a las que corresponden los
rangos 9. 10 y 11, se asigna el rango medio. 10, a las tres: por tltimo, hay dos dife-
rencias iguales a tres, a las que les corresponden los rangos 12y 13, se les asigna el
rango medio, 12,5.

En la columna Rangos con signo, se asigna el signo menos a las diferencias ne-
gativas y el sigho més a las diferencias positivas. El signo (=), en este caso, signi-
fica que 1a puntuaci6n ha aumentado, puesto que al restar ANTES-DESPUES las
puntuaciones que han aumentado tienen diferencia negativa. Bl signo en esta prue-
ba es un simbolo diferenciador y debe tenerse cuidado con su interpretaci6n.

Sumamos los rangos con signo positivo W+ = 23 5y los negativos W— = 67.5.
Como valor W se considera el menor, es decir, 23,5.

En la tabla se observa que para n = 15, el punto critico para una significacién
de 0,05. es 25. como el valor W obtenido es 23.5 que es menor se rechaza la hip6-

D antes Conlrastar pates:

antes - despues

D despues Peger

Festablecer
D . Cancelar

|
|
|

Apuda
~ Selecciones actuales————————— —Tipo de prueba———— ——
Variable 1: ¥ wicoxon T Signos [~ McNemar |
Variable 2: ™ Homogeneidad marginal }

« Egxaclas... Dpciones...

FIGURA 22.9

En la pantalla anterior se ha marcado Wilcoxon. Se realiza la prueba con los

datos del ejemplo 22.6. Pulsando Aceptar se obtienen los resultados siguientes:
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Pruebas no paramétricas

Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon
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Rangos
N : Rango Suma
promedio de rangos
Después — antes | Rangos negativos 42 5,88 23,50
Rangos positivos 9% 7.50 67,50
Empates 2¢
Total 15

"Después < antes.  °Después > antes.  © Después = antes.

Estadisticos de contraste®

Después — antes
Zz —1,581"
Sig. asintét. (bilateral) 0,114

* Basado en los rangos negativos.
® Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon.

En la primera tabla encabezada por rangos, se muestran los rangos positivos,
los rangos negativos y los empates.

En la tabla encabezada por estadisticos de contraste se indica el valor Z obte-
nido. SPSS ha realizado la aproximacién a la normal, aunque el tamafio de la
muestra es menor que 25, en este caso la aproximacién no es adecuada, por eso el
valor no es estadisticamente significativo. Para muestras menores que 25 hay que
consultar las tablas.

Las teclas virtuales: Exactas y Opciones. ofrecen las mismas posibilidades que
se han comentado en la prueba binomial en el apartado 22.2.1. .

PRUEBAS NO PARAMETRICAS PARA DOS MUESTRAS
INDEPENDIENTES

En este apartado se estudian pruebas para analizar casos en los que las dos va-
riables son independientes. Se considera que las variables son independientes
cuando los valores de cada variable proceden de elementos muestrales distintos,
con caracterfsticas diferentes. Las pruebas analizan si estas caracteristicas influyen
en el valor de Ia variable.

Los campos de aplicacién son multiples. Por ejemplo, si las puntuaciones en
anatomia de dos muestras de alumnos procedentes de universidades distintas

son diferentes; si dos tratamientos antihipertensivos tienen efectos diferentes en
dos muestras de pacientes con caracteristicas distintas; si la proporcién de votan-
tes a un determinado partido politico difieren en dos regiones de un determinado
pais, efc. ’ .

Las pruebas disponibles que se estudian en este apartado son las siguientes:

e Prueba de la mediana.

e Prueba de Mann-Whitney.

e Prueba de Kolmogorov-Smirnov.
e Prueba de Wald-Wolfowitz.

° Prueba de Moses.

22.4.1. Prueba de la mediana para dos muestras independientes

Esta prueba es adecuada para comparar dos variables cuantitativas. Los ta-
mafios de las dos muestras pueden ser distintos; se denotan mediante n, y 71,.

La prueba se fundamenta en analizar si las medianas de las dos poblaciones
son distintas. En primer lugar se ordenan de menor a mayor todos los datos
como si pertenecieran a un solo grupo, aunque identificando el grupo de perte-
nencia, y se calcula la mediana. A continuacion, en una tabla dos por dos, se dis-
ponen el nimero de casos de cada muestra, que son mayores o menores que la
mediana global. Si las medianas poblacionales son iguales, la proporcién de casos
de cada muestra que son menores 0 mayores que la mediana global deben ser si-
milares, salvo diferencias debidas al azar; por el contrario, si las medianas son di-
ferentes, las proporciones de casos mayores y menores de la mediana global serdn
significativamente distintas en ambas muestras.

Grupo
A B
Variable | > Mediana a b
= Mediana c d

Si no hay diferencias entre las medianas poblacionales las proporciones o
-

deben ser similares.
b+d o
Las hipétesis se pueden enunciar de la manera siguiente:

<

HoM1 = M2
H, M1 # M2 «
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La hipdtesis nula indica que las medianas poblacionales son iguales y la al-
ternativa que son distintas. También pueden plantearse contrastes unilaterales.

Si el niimero total de casos, suma de las dos muestras, es mayor que 20 y nin-
guna frecuencia esperada es menor que 5, se aplica la prueba de la Chi-cuadrado
de Pearson. Cuando la muestra tiene menos de 20 casos hay que hacer la correc-
cién de Yates'. En el caso de que el ndmero total de casos sea menor que 20, o al-
guna frecuencia teérica menor que 5, se aplica la prueba de Fisher.

S coge

Se prueban dos tratamientos A y B, en pacientes que tienen el colesterol basal
elevado. Se asignan aleatoriamente a los grupos 70 pacientes, 35 a cada uno de ellos.
La mediana del colesterol basal de los 70 valores es 230 mg por 100 mililitros. Una
vez clasificados los resultados se obtiene la tabla siguiente:

EJEMPLO 22.6

Tratamiento
A B
Colesterolemia basal | > Mediana 20 14
= Mediana 15 21

Plantear las hipétesis y resolver el contraste con o = 0,05.

Hy M,=M,;
H M, + M, o = 0,05

El valor de Chi-cuadrado con la correccion de Yates es 1.4, el punto critico para
las pruebas basadas en la distribucién Chi-cuadrado con un grado de libertad es 3,84,
como el valor es menor no hay pruebas estadisticas para rechazar la hipétesis nula.
Se concluye que no hay diferencias estadisticamente significativas, segtin la prueba
de la mediana, de que haya diferencias entre los tratamientos.

La prueba de la mediana con SPSS

En el mend Andlisis seleccione Estadistica no paramétrica, y en la lista de és-
tas pruebas seleccione K muestras independientes: la prueba de la mediana no se

On 4 Blim. 4 Ay /2)

'mmim;aal‘za&partir de 2 muestras independientes, pero si en K muestras inde-
pendientes, en este caso K = 2. Una vez réalizadas las selecciones aparece la pan-
talla siguiente:

" En el Capitulo 14 se analizan las pruebas basadas en la distribucién Chi-cuadrado incluyendo
la correccidn de Yates.

ks
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Contrastar varisbles: Aoeptar
4> COLESTEROLEMIAE

Restablecer

Variable de agrupacién: Cancelar

E—

~Tipo de prueba e ;
™ H de Kruskal-wallis ¥ Mediana |
‘1 7 Jonckheere-Terpstra

Ezactas...

I el

Opciones...

FIGura 22.10

Se ha marcado la prueba de la mediana. Para que junto a la variable que de-
fine los grupos figuren los valores 1 y 2, hay que pulsar la tecla virtual definir ran-
g0 y en minimo y mdximo especificar 1 y 2 respectivamente. Pulsando aceptar se
obtienen los siguientes resultados que corresponden al ejemplo 22.7: .

Pruebas no paramétricas

Prueba de la mediana

Frecuencias
Tratamiento
A B
Colesterolemia basal | > Mediana 20 14
| = Mediana 15 21
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Estadisticos de contraste ®

basal
2 70
Mediana ‘ 230,00
Chi-cuadrado 2,059
Gl 1
Sig. asintét. 0,151
Correccién por continuidad | Chi-cuadrado 1,430
de Yates al 1
Sig. asintot. 0,232

! Variable de agrupacién: tratamiento.

En la primera tabla se clasifican los resultados seglin sean mayores o menores
que la mediana.

En la tabla siguiente se muestran el nimero de datos, la mediana del coleste-
rol basal de los 70 casos, el valor de Chi-cuadrado sin la correccién de Yates, los
grados de libertad y la significacion estadfstica; las tres tltimas filas muestran el
valor de Chi-cuadrado con Ja correccion de Yates, sus grados de libertad v la sig-
nificaci6n estadfstica.

En este caso la prueba a considerar es la correccién de Yates puesto que el ta-
mafio de la muestra es menor que 200. Las conclusiones son las mismas que las
del ejemplo 22.7.

Las teclas virmales: Exactas v Opciones, ofrecen las mismas posibilidades que
se han comentado en la prueba binomial en el apartado 22.2.1,

22.4.2. La prueba de Mann-Whitney

Esta prueba es aplicable para comparar los valores de dos variables cuantita-
tivas independientes, también se puede aplicar a variables ordinales. Las dos
muestras pueden tener tamafios distintos. Es la prueba no paramétrica considera-
da mds potente para comparar los valores de dos variahles cuantitativas indepen-
dientes.

El procedimiento es el siguiente: se agrupan los datos de las dos muestras en
an sélo grupo, se ordenan los datos de menor a mayor, asignandole a cada dato el
rango correspondiente a su orden. Sino hay diferencias entre las dos variables, se
espera que los ranges estén uniformemente repartidos entre los dos grupos; por el
contrario, si hay diferencias entre las dos variables, se espera que 1os rangos me-
nores s¢ asocien con una de las muestras y los mayores con la otra.
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Las hipdtesis pueden enunciarse de la manera siguiente:

H, No hay diferencias entre las variables.
H, Hay diferencias entre las variables. o

Si existen diferencias mayores de las esperadas por efecto del azar entre los
valores de las variables, los detectaria la prueba propuesta por Mann-Whitney, ba-
sada en la suma de los rangos correspondientes a cada muestra. o

Se dispone de datos cuantitativos correspondientes a dos muestras aleaton[ias,
con tamafios 11, ¥ 1,; la suma de los rangos correspond{entes a cada grupo se de-
notan mediante R, y R,. Los estadisticos U, y U, se obtienen mediante las expre-

siones siguientes:

U

= nn, + [MQ} =R [22.20]
2

U,=npn, +

ll(fl—fﬂ} = [22.21]
- !

Una vez calculados los pardmetros anteriores, se elige el menor; a f}ste vglor
se le denomina U y, mediante la tabla X1V de Anexo_s. se comp_rue‘bva sz‘las dife-
rencias entre los valores de las variables son estadfsuca1n§nte significativas. .

Cuando las muestras tienen mas de 20 casos, se consigue una buepg aproxi-
macion a una distribucién normal con media y desviacion tipica definidas segtin

las siguientes expresiones:

471, 2
= 12 [22:22]
_ ey kD) [22.23]
Oy '\’f 12

A partir de la media y desviacidn tipica definidas en la_s expresiones anterio-
res, se calcula Z, valor normal tipificado, mediante la siguiente expresion:

[22.24]

12

En la expresion anterior U, es el menor entre U, y Us.
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EJEMPLO 22.7

Se trata durante tres meses a dos grupos de pacientes hipercolesterolémicos se-
leccionados aleatoriamente con dos tratamientos distintos 1 v 2; al finalizar el tra-
tamienio se mide el colesterol basal en ambos grupos y se comparan los resultados.
Los resultados obtenidos son los siguientes: '

1: 210 232 225 198 205 207
2:230 275 280 220 301 332 340

Los tamafios muestrales son distintos, n, = 7 yu, = 6.
Se decide comparar los valores mediante la prueba de Mann-Whitney, con

a = 0,05, para lo cual se agrupan todos los valores en un sélo conjunto y se ordenan
de menor a mayor:

Valor: 198 205 207 210 220 225 230 232 275 280 301 332 340
Rango: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Guper 1 I 1 1 2 1 2 1T 2 2 2 2 2

La suma de rangos para el grupo 1, R, = 24.
La suma de rangos para el grupo 2, R, = 67.

A partir de los datos anteriores, se calcula U, y U, mediante las expresiones
2220y 22.21.

U,=3 U, =33

El menor de los dos es U, = 3, y este valor es el que corresponde al pardmetro
U=3.

Consultando en la tabla XIV de Anexos cuando n, = 6, n=TyU=3,en-
contramos que la significacién para los valores anteriores es (,004; por lo tanto, se
rechaza la hipétesis nula y se concluye que los tratamientos tienen efectos distintos.
El tratamiento 2 es el mejor de los dos, puesto que los valores de colesterol son si g-
nificativamente menores en los pacientes que lo han seguido.
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La prueba de Mann-Whiiney con SPSS

En el mend Andlisis seleccione Estadistica no paramétrica, y en la lista de es-
tas pruebas seleccione 2 muestras independientes, aparece la pantalla siguiente:

S

uebasipara

&ceptar

4 Colesterol basal (CB]

@ Pegar

Restablecer

]

Waiiable de agrupacion: Cancelar

[TT0[ 2

'

Ayuda

 Tipo de prueba-- - SIS
| ¥ U de Mann*whitney ™ Z de Kolmogorav-Smimov

|7 Reacciones extremas de Moses [ Rachas de WaldWolfowitz '

Exractas... D_pciones..j

Ficura 22.11

En la pantalla anterior la variable que se quiere contrastar, Col.esterol basal, se
pasa a la ventana encabezada por «Contrastar variables», y .1a variable que dgﬁne
los grupos, Tto, a la encabezada por «Variable de agrupacién», en esta variable
hay que definir los valores que definen los tratamientos, 1 y 2 en este caso pul-
sando «Definir grupos»; después se marca en «Tipo de prueba» U de Mann-
Whitney. Pulsando en Aceptar se obtienen los siguientes resultados:

Pruebas no paramétricas

Prueba de Mann-Whitney

Rangos "
% Rango Suma
Tratapiedte % promedio de rangos
Colesterol basal 1 7 9.57 67.00
2 6 4,00 24,00
Total 13
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Estadisticos de contraste®

Colesterol
basal
U de Mann-Whitney * 3.000
W de Wilcoxon 24,000
Z —2,571
Sig. asint6t. (bilateral) 0,010
Sig. exacta [2.% (Sig. unilateral)] 0,008

* No corregidos para los empates.
b Variable de agrupacién: tratamiento.

En la primera tabla se muestran, para cada grupo, el nimero de casos, el
rango promedio y la suma de rangos.

En la segunda tabla se muestra el valor de U; la W de Wilcoxon que corres-
ponde a una prueba para comparar dos muestras independientes, aunque no ha te-
nido tanta aceptacién como 14 homénima correspondiente a dos muestras rela-
cionadas, en este caso se ignora; la Z calculada mediante la expresion 22.24 y la
significacién estadistica que le corresponde, como las muestras son menores que
20 la aproximacién a la normal es inadecuada; en la dltima fila se muestra la sig-
nificacion estadistica, segin las tablas, 0,008, que es la correcta, se muestra la sig:
nificacién correspondiente a un contraste unilateral, como el contraste, en éste
caso es bilateral la significacion estadistica es 0,004.

Las teclas virtuales: Exactas y Opciones, ofrecen las mismas posibilidades que
se han comentado en la prueba binomial en el apartado 22.2.1.

22.4.3. La prueba de Kolmogorov-Smirnov para dos variables
independientes

Ademds de la prueba no pa.ralﬁétrica para una muestra estudiada en este mis-
mo capitulo, Kolmogorov y Smirnov idearon otra prueba, vélida para comparar
dos variables independientes. Las variables que comparar deben ser cuantitativas.
Los fundamentos de esta prueba son similares a los de la prueba aplicable para
una sola muestra.

En el caso de dos variables independientes, la prueba pretende comprobar si las
distribuciones poblacionales de las dos variables son iguales o distintas. La prueba de
dos colas es sensible a diferencias en tendencia central, dispersién y colocacion.

Las hipdtesis se pueden enunciar de la manera siguiente:

H, Las distribuciones son iguales.
H,  Las distribuciones son distintas. o

A RN
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El estadistico de contraste es D, que es la méxima diferencia entre las fre-
cuencias relativas acumuladas calculadas para cada valor. El pardmetro D se
puede calcular mediante la siguiente expresion:

D = Mix [F,(x) — F,(®)] [22.25]

En la expresi6n anterior, F) es la frecuencia relativa acumulada de '_valores de
i uestra, que son iguales o menores que x, F, es la proporcion de va-
Ja primera m o g ; prope e
lores de la segunda muestra que son iguales o menores que x. La diférencia ante-
rior se calcula para todos los valores y el valor de la diferencia maxima es el pa-
rdmetro D. '

El pardmetro D estd tabulado y, consultando las correspondientes tablas, se
puede comprobar si las diferencias son o no estadisticamente sngnxflc_atlyas.
Cuando las dos muestras son mayores que 40 casos, se puede utilizar el siguien-
te estadistico para resolver el contraste de hip6tesis:

X = AD? (—”‘—"2-) [22.26]

n, +n

El estadistico anterior sigue una distribucién Chi-cuadrado con 2 grados de li-

bertad. ‘
También se utiliza la denominada Z de Kolmogorov-Smirnov, que se calcula

mediante la siguiente expresion:

* Ny
Z,.s=Mix |D| - \/ BB ¥ [22.27]

n, +n,

La Z,_ se distribuye segdn una normal tipificada.

EJEMPLO 22.8

Se seleccionan aleatoriamente dos muestras de 10 individuos caQa una deT ellgs,
M, y M., en dos poblaciones distintas. la variable de interés es la tension arterial sis-
t6lica. Los datos obtenidos son los siguientes:

M 120 125 133 152 126 134 152 140 136 164
M, 162 150 163 153 127 144 161 123 138 152

]

Hy, Las distribuciones son iguales.
H, Las distribuciones son distintas. a =005

La D méxima es 0.4, aplicando la expresion 22.27, se obtiene la Z de Kolmo-

gorov Smirnof:
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/1010
Zys=04- |———  Z _.=0,894

V10+10°

Los puntos criticos son —1,96 y 1,96, como 0,894 estd entre los puntos criticos,
no hgy pruebas estadisticas para rechazar la hipdtesis nula y. por lo tanto, de que las
distribuciones sean distintas.

La prueba de Kolmogorov-Smirnoy para dos muestras independientes
con SPSS

En el ment Andlisis seleccione Estadistica no paramétrica, y en la lista de
Pruebas seleccione 2 muestras independientes, aparece la pantalla siguiente:

f Contrastar variables:
| L s g —Aoeptal
f & Tension aterial sistalic

Restablecer J

> Yariable de agpacion: Cancelar
* ] [ruestra{T 2) .

i~ Tipor de prueba e U
7 U de Manndwhitney ¥ Z deKolmogorov-Smitnay |

I Reacciones extremas de Moges [ Fiachas de W aldw/olfowitz ]

i
!
| Apuda

Exactas... ; Opciones...

Ficura 22.12

La variable cuya distribucién se quiere contrastar se pasa a la ventana «Con-
trastar vgriables»; la que define los grupos denominada muestras en «variable de
agrupacion» pulsando en «Definir grupos» se indican los valores que definen los
grupos, 1y 2 en este caso. Se resuelve mediante SPSS el ejemplo 22.9.

En_ «Tipo de pruebas se marca Z de Kolmogorov-Smirnov. Pulsando Aceptar
se obtienen los siguientes resultados:
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Pruebas no paramétricas

Prueba de Kolmogorov-Smirnov para des muestras

Frecuencias
Tratamiento N
Tensién arterial sistélica 1 10
2 10
Total 20

Estadisticos de contraste®

Tensién arterial
sistdlica

Diferencias mds extremas | Absoluta 0,400
Positiva 0,400
Negativa —0,400
Z de Kolmogorov-Smirnov 0,894

Sig. asint6t. (bilateral) 0,400

* Variable de agrupacién: tratamiento.

En la primera tabla se indican el niimero de casos de cada muestra, en la tabla
siguiente se muestran las diferencias absoluta, positiva vy negativa: la Z de Kol-
mogorov-Smimov, que es 0,894 y su significacién estadistica bilateral, que como
es mayor que 0,05, no es estadisticamente significativa.

Las teclas virtuales: Exactas y Opciones, ofrecen las mismas posibilidades que
se han comentado en la prueba binomial en el apartado 22.2.1

22.4.4. La prueba de las rachas de Wald-Wolfowitz para dos
variables independientes

Esta prueba analiza las distribuciones de dos variables independientes y pue-
de detectar diferencias en la tendencia central, dispersién u oblicuidad.

Los datos de las dos variables se agrupan en un solo conjunto de datos, orde-
ndndolos de menor a mayor y contando a continuacidn las rachas referidas a los
grupos. Si el primer dato es del grupo 1, se cuenta una racha; si los datos segundo
y tercero pertenecen al grupo 2. se cuenta otra racha, etc. Cada sucesion de datos
correspondiente a un grupo se cuenta como una racha. La prueba se basa en que
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si las distribuciones de los datos son iguales, las rachas estardn uniformemente re-
partidas; por el contrario, si hay diferencias entre ellas, las rachas de cada rupo se
encontrardn repartidas de forma desequilibrada.

Las hipétesis son.

Hy  Distribuciones iguales.
H,  Distribuciones distintas. o = 0,05

El contraste anterior se resuelve para muestras pequefias, menores o iguales
que 20, consultando las rachas obienidas en Ta correspondiente tabla. Para mues-
tras mayores que 20, se puede realizar una aproximacién a la normal con media y
desviaci6n tipica definidas mediante las siguientes expresiones:

.
p,=—2 [22.28]
ny =+,
20.m2mn, — 0y, — 0
a,= J R 2)\ [22.29]
(ny +m) (0 + 1y, — 1)

A partir de las expresiones para la media y la desviacién tipica anteriores, se
deduce la expresién para Z:
2nn,
r—|——+1
n, + n,

7= [22.30]
\/ 2nm,(2mn, — 1y — ny)
(n +m)P (g + 0y, — 1)
En la expresién anterior, » es el niimero de rachas observado. Algunos autores
indican que en la expresién anterior debe realizarse una correccidn de continuidad

para mejorar la aproximacién. La correccién por continuidad consiste en restar

0’5 al valor absoluto del numerador en la expresidn anterior, que queda de la si-
guiente manera:

- (ﬁﬂ—»% 1)\' ~ 05

n +n,

zZ= {22.31]

\/ 2nns(2nn, — ny — ny)
(ny +m)?(ny + 1, — 1)

]
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La prueba de las rachas de Wald-Wolfowitz para dos variables
independientes con SPSS

En el meni Analisis seleccione Estadistica no paramétrica, y en l_a lista de
Pruebas seleccione 2 muestras independientes, aparece la pantalla siguiente:

Ageplar i

Pegar 1

Restzblecer

. Wariable de agiupacidn: Cancelar

rTogde pliehd-—hmr—mi s e e
7 U de Mannwhithey [~ Z de Kelmogorov-Smimov
'™ Reacciones exiremas de Moses W Fiachas de WaldWolfowiz |

'Egaélas“.J DOpciones...

FIGURA 22.13

La variable cuya distribucidn se quiere contrastar se pasa a la ventana «Con-
{rastar variables»; la que define los grupos, denominada muestra en «variable de
agrupacion» pulsando en «Definir grupos» se indican los valores que definen los
crupos, 1y 2 en este caso. Se resuelve mediante la prueba de Wald-Wolfowitz

el ejemplo 22.8.
o S: i%po ]de pieba>> se marca rachas de Wald-Wolfowitz. Pulsando Aceprtar
se obtienen los sigujentes resultados:



804 E

STADISTICA APLICADA A LAS CIENCIAS DE LA SALUD

Pruebas no paramétricas

Prueba de Wald-Wolfowitz

Frecuencias |

| Tratamiento

Tensi6n arterial sistGlica

Estadisticos de contraste ¢

Némero i g
ki 7 Slg: exacta
achas (unilateral)
Minimo posible 112 0,000
i 0,586
Méximo posible 134 1,149 m

:‘ Hay 1 empates inter-grupos que implican tres casos.
" Prueba de Wald-Wolfowitz.
° Varjable de agrupacién: Tratamiento,

Tensién arterial sist6lica

En la primera tabla se indica el
dg tabla se muestra el nimero de rachas, el valor de

, ¥ dependi
del orden en que se pongan puede haber 11, 12 0 13 rachas: en cuy M

significacién estadistica es mayor que 0,05.

. hLas teclas virtuales: Exactas ¥y Opcianes, ofrecen las mismas posibilidades que
¢ flan comentado en la prueba binomial en e] apartado 22.2.1. '

22.4.5. La prueba de los valores extremos de Moses

‘ Lgs pruebas que comparan medias no son significativas si los valores medi
501:1 symlares, pero puede ocurrir que los valores de dos variablés rennal‘i med'os
{JS}ZCK;% por causas dislintgs. Si los valores de una variable son iodo: Darecidtlvzs'
Dubed:n a‘F).Ll_i{y va]nab];c la m}t‘a_d SON pequenios y la otra mitad grandes, las medias’
;_m : 561. 1?.@ es. sin en_lbcu 20 los valores extremos pueden ser diferentes. Por
;{: E.;151;} ;1111 uaatamlento hlp?tensc?‘ di.lsminuyc la tensién arterial sistélica de ma-.
HHOIME en una muestra, y disminuye mucho la tension arterial sistdlica en

e ——")
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la mitad de los integrantes de la otra muestra y poco en la otra mitad, las tensiones
arteriales medias pueden ser iguales, pero el comportamiento del tratamiento en
las dos muestras es diferente. 3

La prueba de Moses trata de determinar si el comportamiento en los valores
extremos, mayores y menores, de dos variables es igual o distinto. A uno de los
grupos se le denomina grupo experimental, y al otro, grupo control.

La prueba se basa en agrupar en un solo conjunto los datos y ordenarlos de
menor a mayor, asigndndoles los rangos correspondientes y evaluando el pard-
metro S, al que se denomina amplitud, que es el nimero més pequefio de posi-
ciones que incluye todos los valores del grupo control; se calcula mediante la si-
guiente expresién:

S=RM—Rm+ 1 [22.32]

En la expresion anterior RM es el maximo rango obtenido por los valores del
grupo control y Rm es el minimo rango obtenido por los valores del grupo control.

Si no hay diferencias significativas entre los valores extremos se espera que los
rangos mayores y menores estén repartidos equitativamente entre los dos grupos; en
caso contrario, habrd diferencias que podrdn ser detectadas por la prueba de Moses.
Se recortan los datos extremos el mayor y el menor del grupo control, en este caso el
pardmetro 7 = 1; puede decidirse recortar mds datos, si se recortan los dos mayores
y los dos menores /1 = 2, etc. Moses propuso evaluar la amplitud recortada, S, en lu-
gar de S; la amplitud recortada se calcula mediante la expresién 22.32, pero igno-
rando los valores extremos, el mayor y el menor, del grupo control si 7 = 1.

B it | [22.33]

En la expresién anterior RM' es el rango maximo recortado y Rm'el rango mi-
nimo recortado.

EJEMPLO 22.9

Se dispone de dos muestras aleatorias de glucemias basales correspondientes a
dos grupos de diabéticos tratados con dos tipos de insulinas distintas, A y B. a los
que se denominan experimental (E) y control (C), respectivamente.

h

Experimental: 126 99 100 150 120 12
Control: 80 110 104 101 132 13

n

Los valores anteriores los disponemos en un solo grupo y Jes asignamos el co-
rrespondiente rango.

Valores: 80 99 100 101 104 110 120 125 126 132 135 150
Gmpos: € E-E € € € E E E € C E
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El méximo rango obtenido por los valores del grupo control es 11, que es el co-
rrespondiente al valor 135, y el minimo 1, que es el correspondiente a 80. Por tanto,
§=11=1+1=11;esto indica que el nimero mds pequefio de posiciones que in-
cluye a todos los valores es 11. Ignorando los valores extremos del grupo control,
que son 132 y 80, el rango méximo recortado es 10 y el minimo 4; S' = 10-4 + 1 = 7.

Las hipétesis en la prueba de Moses son:

H, No hay diferencias en los valores extremos.
H,  Hay diferencias en los valores extremos. o

El estadistico de contraste mediante el que se calcula la significacién esta-
distica es el siguiente:

i(i+lzc—2h—2>_(/15+2h+l~i)
2 i i

i=0

PlS'=n—2h+g)= < [22.34]
n, + ng
n{?
En la expresion anterior 7, es el tamafio de la muestra del grupo control, 7 es
el tamafio de la muestra del grupo experimental, / es el nimero de elementos que

se recorta de cada extremo, lo ms frecuente es que 7 = 1, g es el valor de S’ que
excede a (n, — 2h), i es un contador que oscila entre 0 y&.

La prueba de Moses con SPSS

En el mend Andlisis seleccione Estadistica no paramétrica, y en la lista de
Pruebas seleccione 2 muestras independientes, aparece Ja pantalla siguiente:
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“Aceptav

]

Pegar
Hestablecer
Yariable de agupacion: Cancelar ]
{apa(12)

'

Ayuda

i~ Tipo de prugba - i )
I U de Marn*Whitney ™ Z de Kolmogorov-Smimoy !
i

| ¥ Reacciones sstiemas de Moses |~ Rachas de WaldWaolfowitz

Exactas... DOpciones...

FIGURA 22.14

La variable cuya distribucién se quiere contrastar, glucemia, se pasa a la
ventana «Contrastar variables»; la que define los grupos denominada grupo en
«variable de agrupacién» pulsando en «Definir grupos» se indican los valores que
definen los grupos, 1y 2 en este caso. Se resuelve mediante la prueba de reac-
ciones extremas de Moses, el ejemplo 22.9.

Se han obtenido los siguientes resultados:

Pruebas no paramétricas

Prueba de Moses

Frecuencias
Tratamiento N
Glucemia | CONTROL 7
(Control)
EXPERIMENTAL 6
(Experimental)
Total 12
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Estadisticos de contraste »®

Glucemia
Amplitud observada 11
R e Sig. (unilatefal) 0,773
Amplitud recortada g
Lo eonml | e el 0.716
Valores atipicos recortados de cada 1
extremo

* Prueba de Moses.
® Variable de agrupacién: grupo.

En la primera tabla se indica el ndmero de casos que hay en cada grupo, en la
segunda tabla se muestra el valor de S, al que se denomina amplifud observada
del grupo control y el valor de P calculada mediante 22.34 sin recortar los valores
extremos, y el valor de " al que se denomina amplitud recortada del grupo con-
trol, calculada mediante 22.34, recortando el valor maximo y el valor minimo del
grupo control, también indica el valor de A, al que se denomina valores atipicos
recortados de cada extremo. Como la significacién estadistica es mayor que
0,05, no se rechaza la hipétesis nula y se concluye que no hay diferencias en los
valores extremos.

Las teclas virtuales: Exactas y Opciones, ofrecen las mismas posibilidades que
se han comentado en la prueba binomial en el apartado 22.2.1.

PRUEBAS PARA k VARIABLES RELACIONADAS

En este apartado se estudian las pruebas no paramétricas més utilizadas para
comparar mas de dos variables relacionadas. En muchos trabajos de investigacién
se comparan datos de una variable en varias circunstancias distintas. Se conside-
ra que K grupos de datos son independientes cuando los elementos de la muestra
de cada grupo son distintos: y dependientes o relacionados, cuando los elementos
son los mismos en circunstancias distintas. La circunstancia diferenciadora mds
frecuente suele ser el tiempo, aunque hay otras; por ejemplo, en una muestra de
pacientes comparar la concentracion de una sustancia en varios organos.

Los ejemplos de este tipo de variables son miltiples. Supongamos que se
quiere estudiar la concentracidn de un tdxico en distintos 6rganos de peces: cere-
bro, corazdn y sangre; con objeto de evaluar el alcance de la contaminacién de un
tfo. y los Grganos més afectados. Para llevar a cabo este experimento se podrian ex-
traer tres muestras de peces y, en cada una de ellas, estudiar la concentracién de t6-
xico en un érgano determinado: pero debido a la posible dispersién del hébitat, po-
drfa ocurrir que algunas de las diferencias fueran debidas a que algunos peces
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vivieran en regiones mas o menos contaminadas, y no que hubiera diferentes con-
centraciones en los 6rganos, es decir, habrfa una variabilidad entre peces y otra
dentro de cada pez. Un experimento en el que podrian obtenerse medidas con me-
nos errores de medida serfa extraer una sola muestra de pecés y estudiar en cada
pez la concentracién de tdxico en cada érgano; en este caso se eliminarfa la va-
riabilidad entre peces. De esta manera, las tres variables, cada una.de ellas co-
rrespondiente a la concentracién de téxico en un 6rgano, estdn 1.'e]ac1onadas.
Las pruebas més utilizadas para comparar K variables relacionadas son:

¢ La prueba de Friedman.
o La prueba de Kendall.
» La prueba de Cochran.

22.5.1. Prueba de Friedman

Esta prueba permite comparar K variables cuantitativas u ordinales relacio-
nadas. Se recomienda hacer una tabla en la que las K variables, es decir, las K me-
didas, estén en las columnas y los 7 elementos en las filas, de esta manera la tabla
tendrd K columnas y n filas. .

A la prueba de Wilcoxon también se le denomina andlisis de la varianza de
blogues no paramétricos, porque puede aplicarse en lo§ supuestos de ANOVA
bloques cuando no se cumplen las condiciones paramétricas, pero esto es contra-
dictorio porque el andlisis de la varianza se denomina asi porque contrasta las hi-
potesis mediante un cociente de varianzas: los cuadrados medios, para lo cual se
tienen que cumplir condiciones paramétricas.

Las filas, en ciertas ocasiones, pueden representar grupos de elementos, blo-
ques, aunque lo mds frecuente es gue sean elementos.

A los valores de cada fila se les asigna un niimero del 1 a K, segiin el orden Qe
magnitud de menor a mayor; a este niimero se le denomina rango. Si no hay di-
ferencia entre las variables los rangos deben estén repartidos en cada columna de
manera uniforme, s6lo habrfa entre ellas pequefias diferencias debidas al azar; en
caso de que las diferencias sean demasiado grandes, serfa debido a diferencias en-
tre los valores de las variables independientes del azar.

Las hipdtesis son:

Hy R =R=..=Rk
H, R, # Rjparaalginij o

R, representa la suma de rangos correspondientes a Ja i-ésima variable; segtin
la disposicién de los datos indicada también es la suma de rangos correspon-
dientes a la i-ésima columna. . A

La hipétesis nula indica que las sumas de rangos, de todas las vam_abl(.es son
icuales, salvo diferencias explicables por el azar. La hipétesis alternativa indica



