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Capitulo 1
Nociones preliminares.
Tasas de interés y de descuento

1.1. Generalidades. Capital y rédito

La Matematica Financiera es una disciplina que forma parte de las Ciencias Mate-
maticas aplicada a la cuantificacién y valoracion de capitales cuando los mismos son
expuestos a un proceso productivo.

Ella provee las herramientas necesarias para la cuantificacién de las variaciones que
se producen en el valor capital, durante el transcurso del tiempo. Cuando se dispone
de una cierta cantidad de dinero en vez de destinar a gastarlo, satisfaciendo alguna
necesidad inmediata, se lo puede invertir para recuperarlo en un futuro préximo, espe-
rando una compensacion econémica. En esas circunstancias se producen las varia-
ciones que cuantifica la Matematica Financiera.

Para interpretar correctamente los principios fundamentales de esta disciplina
se debe empezar por recordar conceptos basicos como el de capital, que «es todo
conjunto de factores de producciéon (inmuebles, maquinarias, instalaciones, tierra,
trabajo, etc.) que tienen la capacidad potencial de generar nuevos bienes o servicios».

Otro concepto importante relacionado con el anterior es el de interés o rédito que
es la diferencia entre el valor capital adquirido y el capital inicial. En un sentido més
amplio se dice que el interés es la retribucion o renta que percibe el titular de un capital
cuando lo cede o lo que paga la persona que dispone durante un cierto tiempo de
un capital ajeno. En la practica econdémica surge este concepto cuando se toma la
decisién de invertir o bien, hacer uso de esa capacidad de producir, ya que al afectar
el capital a un proceso productivo éste genera un valor futuro mayor al capital inicial-
mente invertido. Este incremento, en una economia estable, es siempre positivo (inde-
pendientemente de las politicas econémicas o inflacionarias, de los avances tecnolo-
gicos y otros factores similares).



El concepto de descuento también es fundamental para comprender los temas mate-
maticos en el ambito financiero. Como dice Alberto M. Yasukawa: «interés y descuento
no son sino dos caras de una misma moneda». Descontar es el proceso inverso al de
invertir que consiste en evaluar en el presente un capital disponible en el futuro.

En ambas situaciones se hace necesario analizar las variaciones que se generan
en un determinado tiempo y es entonces cuando interviene la Matematica Finan-
ciera proporcionando las técnicas que permiten obtener los modelos matematicos
adecuados para su valoracion.

Lo expuesto pone en evidencia que el objetivo del presente texto no se limita al
ambito estrictamente bancario sino que también brinda las herramientas imprescin-
dibles para su utilizacion en cualquier empresa frente a casos como la toma de deci-
siones, andlisis de proyectos de inversion, valoraciéon de flujos futuros de fondos, por
mencionar algunos ejemplos de su aplicacion.

1.2. Operaciones financieras

1.2.1. Concepto

Se entiende por operacion financiera «al intercambio no simultaneo de capitales».
Ast las definio la profesora Blanca N. Quirelli en su libro La valoracion dinamica de capi-
tales. Se puede ampliar diciendo que «es el intercambio de un capital disponible en un
determinado momento por otro u otros disponibles en momentos distintos debiendo
resultar financieramente equivalentes a partir de determinadas condiciones estable-
cidas entre las partes al contratar».

1.2.2. Interpretacion

Al interpretar el concepto resulta que:

* Intercambio: implica la existencia de dos partes que pueden ser fisicas o juridicas.
Una de las partes entrega o cede un capital o varios y la otra parte recibe otro o varios
capitales. En general se habla de acreedor y deudor.

* No simultaneo: presupone que debe existir siempre un proceso productivo (al
menos implicito o subyacente) que dure un cierto tiempo para que pueda generarse el
interés. Aun en la operacion financiera mas simple, como lo es una inversion a plazo
fijo este requisito se cumple.

Los bancos que se encargan de la toma y colocacién de fondos, al recibir los depd-
sitos, luego prestan ese dinero a factores de la produccion que lo necesitan (Pymes,
comercios, industrias inmobiliarias, automotriz y otros).

Siempre debe transcurrir un cierto tiempo por lo que el capital varia en funcion
del mismo, mientras que el interés y el descuento ademas de ser funcién del tiempo
dependen del valor de los capitales intercambiados.



Esto permite afirmar que el interés anticipado como tal es una contradiccion y su
uso es ambiguo ya que el rédito no se produce en forma espontanea.

Por otro lado, cuando se dice que el capital es funciéon del tiempo surge una relacion
estrictamente matematica:

donde las expresiones resultan equivalentes. Es conveniente observar que la nota-
cién tradicional al referirse a una funcion la expresa como C(t) mientras que en esta
disciplina se acostumbra a escribirla de la manera C,por lo que en este texto se utili-
zarg esta Ultima expresion.

El tiempo es la variable independiente y como tal se grafica en el semieje positivo
de las abscisas.

» Financieramente equivalentes: significa que resulta indistinto disponer de un
capital u otro en distintas fechas. Los capitales que se intercambian deben ser equi-
valentes de acuerdo a las condiciones imperantes en el mercado financiero y en el
contexto econdmico en que se realiza y que las partes aceptan de mutuo acuerdo
al contratar. El capital que se entrega hoy debe ser equivalente al que se va a recibir
en el futuro o viceversa. Debe respetarse el principio de la equidad financiera, por lo
que para que exista operacion financiera los capitales que se intercambian en fechas
distintas nunca pueden ser iguales.

» Basada en determinadas condiciones. la equivalencia financiera resulta de la apli-
cacion de determinadas condiciones:

a) Las llamadas condiciones formales: son las que hacen a cuestiones de procedi-
miento y requisitos como los de la papeleria requerida y garantias para la aprobacion,
aceptacion y concrecion de la operacion. En general son aquellas que si se cambia
una condicion por otra, no se modifica el valor de los capitales intercambiados.

b) Las llamadas sustanciales son las que inciden en los resultados a obtener vy el
cambio de una condicién por otra, implica una modificacién en el valor de los capitales
que se intercambian. Ellas son:

b.1) Las tasas: de interés o de descuento efectivas, reales o aparentes, siempre
referidas a la unidad de tiempo a la que corresponden, las tasas instantaneas y otras
Cuyo Uso serfa conveniente evitar como es la tasa nominal.

b.2) £/ tiempo: entendido como duracion de la operacion financiera, es la amplitud
del intervalo en el cual se realiza la operacién o bien, dicho en una palabra, es el plazo.
Al hablar de esta condicién, y recordando que el tiempo es la variable de capitaliza-
cién, seria oportuno hacer algunas aclaraciones:



- Diferenciar plazo y periodo. Plazo es el intervalo de tiempo que transcurre desde
el inicio de la operacion financiera hasta su finalizacién; mientras que periodo es la
unidad de tiempo en que se mide la variable de capitalizacion. Algunas veces pueden
coincidir.

- Cuando se evalta en el campo discreto, es decir cuando t toma valores enteros
positivos, la menor unidad que se utiliza en la practica para medir el tiempo es el dia.
Pero cuando es necesario hacer estudios analiticos sobre el comportamiento de la
funcién capital resulta mas Util la valoracion en el campo continuo para lo cual se
toman periodos infinitésimos, es decir que la menor unidad es el instante y t toma
valores reales positivos.

- Cuando se propone un ejercicio préactico, al resolverlo, se plantea el interrogante
que surge de considerar afo calendario de 365 dias o ano comercial de 360 dias.
Actualmente, por disposicion del BCRA los célculos deben realizarse utilizando el aho
calendario. No obstante ello, el presente texto sugiere el siguiente criterio: cuando se
hable de meses, trimestres, semestres, etc., entendidos como parte alicuota del ano,
el problema o ejercicio esté planteado para que su resolucion se haga tomando como
base el ano comercial de 360 dias. En cambio, cuando el planteo establezca periodos
como 30 dias, 90 dias, 180 dias, etc., debe usarse el afo real o calendario.

b.3) Las variables aleatorias: el eventual enlace de la operaciéon financiera con
variables aleatorias 0 hechos contingentes de los que depende la disponibilidad de
los capitales. En general la bibliografia considera como variable aleatoria a la vida
humana, donde el monto y la disponibilidad del capital dependen de la vida o muerte
de la persona asegurada. En este material sélo se hara referencia a esas operaciones,
aunque existen otros fendbmenos que requieren evaluar en condiciones de incerti-
dumbre como la incobrabilidad, el contexto inflacionario y distintos riesgos financieros.

1.2.3. Clasificacién

* Segun el momento de su valoracion

- Operaciones de capitalizacion: consisten en evaluar un capital con posterioridad a
la fecha de su disponibilidad.

Se conoce el valor presente del capital y se calcula su valor futuro. Se dispone de un
capital inicial que transcurrido un determinado plazo aumenta su valor y constituye el
capital final (llamado también valor adquirido o0 monto).
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Elinterés en el intervalo [0; n] es la diferencia entre el capital en n (C,) y el capital en
0(Cp).

- Operaciones de descuento: consisten en evaluar un capital con anterioridad a la
fecha de su disponibilidad o exigibilidad.

Algunos autores suelen denominarlas operaciones de actualizacién, término que
a veces también se lo utiliza cuando hay que efectuar correcciones monetarias por
la incidencia de la inflacién, y a los efectos de evitar confusiones que surgen de la
dualidad en la terminologia, en este trabajo se hara referencia concretamente a opera-
ciones de descuento.

El valor del capital en n recibe el nombre de valor nominal (C ) y el valor del capital
en 0 recibe el nombre de valor actual (C,). La diferencia entre el valor nominal y el valor
actual es el descuento en el intervalo [0; n].

D C-C

o~ “n 0

Como ya se dijo antes, interés y descuento no son sino dos caras de una misma
moneda, por lo que, en idénticas condiciones sustanciales, el descuento se supone
igual al rédito.

Si se descuenta un capital se obtiene un valor actual tal que, si a ese valor se o
capitaliza a la misma tasa y durante el mismo tiempo, se obtiene el mismo valor capital
del cual se habia partido. Esto justificara que en este texto se traten ambas opera-
ciones en forma paralela para simplificar demostraciones.

Por otro lado, si bien existen varios nombres para definir el descuento, segin su
forma de calculo, todos responden a un concepto que es Unico: determinar el valor
presente de un capital futuro.

* Segun la cantidad de capitales que se intercambian

- Operaciones simples: cuando se intercambia un capital por otro capital. Constan
de un solo capital en la prestacion y en la contraprestacion.

- Operaciones complejas. cuando se intercambia un capital por varios o varios capi-
tales por uno solo, o bien cuando se intercambia un conjunto de capitales por otro

11



conjunto de varios capitales. Constan de mas de un capital en la prestacion y/o en la
contraprestacion.

* Segun la vinculacién que tengan con un suceso aleatorio o contingente

- Operaciones ciertas: son aquellas en las que la operacion no esta ligada a ninguna
variable aleatoria ni sucesos inciertos.

- Operaciones aleatorias: son aquellas en las que la disponibilidad de los capitales
esté sujeta a factores aleatorios. Cuando los riesgos de disponibilidad corresponden
a la vida humana las operaciones son de previsién o seguro y de ellas se ocupa la
Matematica Actuarial.

* Segun la duraciéon
- Operaciones a corto plazo: cuando la duracion de la operaciéon no supera el ano.
- Operaciones a largo plazo: cuando la duraciéon de la operacion es superior al afo.

1.3. Tasa de interés. Tasa de descuento o Tasa adelantada

Independientemente de que se trate de una operacidon de capitalizacién o de
descuento, o sea una valoraciéon prospectiva o retrospectiva, y recordando que en este
texto se trataran ambas operaciones simultdneamente, se considerara que el intervalo
[0; n] esta partido en n subintervalos o periodos de igual o diferente amplitud. Si se
toma a uno de ellos como el subintervalo de observacion (o subintervalo bajo estudio),
y se lo llama como el «<h—ésimo» y se lo simboliza como U,, graficamente resulta:

—~— A
Co C1 Cz Ch—1 Ch cn—1 Cn
I |
0 ] 2 y hH1 h n+1 n
4 7
L
U

* Tasa de interés:

En una operacion de capitalizacion, C, , es el valor adquirido por el capital inicial C, en el
momento t = h—1y C_ el valor adquirido en t = h y sabiendo que dicha operacion implica
siempre un crecimiento en la funcién capital se tiene que C, > C, , por lo tanto sera:

c,—C,_,>0

12



diferencia que matematicamente representa la variacién absoluta que experimenta

el capital en el h—ésimo periodo y que financieramente dicha variaciéon o incremento

es el interés o rédito producido en esa unidad de tiempo por el capital C, , disponible
al inicio del mismo.

|

R Yh T Mha

Para su mejor comprension se propone un ejemplo numérico, a saber:

h—1= 40 dias contados a partir de 0
h = 70 dias contados a partir de 0

C, ,= $1000
C,=$1020
En este caso propuesto resulta:
o7 = 1020 -1000
| =20

[40;70]

que es el interés generado por el capital de $ 1000 en el subintervalo de 30 dias que
transcurre de los 40 a los 70 dias contados desde t = 0.

Pero las variaciones absolutas no aportan informacién completa ya que sélo indican
el incremento bruto, sin tener en cuenta que ese incremento puede ser el mismo y
estar generado por capitales diferentes. Por lo tanto para aplicar en modelos matema-
ticos que se repiten con frecuencia en la practica comercial, bancaria y financiera, es
conveniente expresar estos resultados por unidad de capital inicial, utilizando para ello
la variacion relativa del valor capital, de manera que la razén:

1020~ 1000 _

0,02
1000

expresa el interés obtenido por cada unidad de capital invertido en los 30 dias
comprendidos en el intervalo [40,70] . En general se puede decir que:

es la tasa de interés del h—ésimo periodo y que se define como el rendimiento por
unidad de capital en la unidad de tiempo considerada.
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* Ampliacién conceptual de la tasa de interés:

Antes de avanzar, es conveniente hacer algunas aclaraciones con respecto a este
concepto tan relevante.

Primero hay que decir que existen muchas denominaciones asignadas al mismo
que causan confusion entre quienes no hacen uso habitual del célculo financiero.
Si correspondiera agregar algo al concepto de tasa de interés, la Unica ampliacion
adecuada es «tasa de interés efectiva» y siempre se debe indicar la unidad de tiempo a
la que se refiere. Ademas esta tasa sefala que para esa unidad de tiempo se produce
la capitalizacion de los intereses, 0 sea que los mismos se acumulan al capital dispo-
nible al inicio del periodo para generar nuevos intereses. En el ejemplo propuesto la
tasa de interés es del 0,02 para 30 dias y los $ 20 se acumularan a los $ 1000 para
generar intereses en el periodo siguiente.

Por otro lado es oportuno decir que el concepto de tasa se calcula en tanto por uno
y no en tanto por ciento. Es muy comun gue en el &mbito comercial y bancario se usen
expresiones tales como tasa del 7 %, tasa del 12 %, etc., por lo que cuando asi sea, se
considera sobreentendido que la tasa que se utiliza para los célculos correspondientes
en esos casos esi = 0,07; 7 = 0,12; etcétera.

La tasa de interés no es otra cosa que el precio del dinero que se debe pagar o
cobrar por tomarlo prestado o cederlo, que depende de la situacion imperante en cada
mercado de capitales y que por lo general regulan los bancos centrales de cada pals.

Existen dos tipos de tasas de uso corriente:

- Tasas de interés activas: son las que las instituciones bancarias cobran por los
diferentes tipos de crédito o servicios que prestan a los usuarios de los mismos.

- Tasas de interés pasivas: son las que pagan las instituciones bancarias a quienes
depositan dinero mediante cualquiera de los instrumentos que a tal efecto existen.

PROBLEMA DE APLICACION N° 1

En la factura de servicio telefénico correspondiente a una casa de familia se observa
que en el primer vencimiento arroja un saldo a pagar de $ 276,67 y que en el segundo
vencimiento que opera 10 dias después el importe a pagar es $ 279,25. Se solicita
calcular la tasa de interés que cobra la empresa telefonica por los 10 dias de mora.

SOLUCION
Para determinar la tasa de interés que aplica la empresa correspondiente a los 10
dias de mora, se debe hacer:

) 279,25 - 276,67 ’
| = ——————— = 0,009325 para 10 dias.
276,67

14



Si bien 10 dias no es la unidad que se usa habitualmente para medir rendimientos
0 costos y hacer comparaciones, en la medida que se incorporen otros conceptos se
veran procedimientos que, a partir de este dato, nos permitiran encontrar parametros
para otras unidades de tiempo, que son de uso corriente.

* Tasa de descuento o Tasa adelantada:

Planteando un gréafico similar al expuesto al inicio de 1.3 y recordando que una
operacion de descuento consiste en evaluar un capital con anterioridad a su disponi-
bilidad, resulta:

Ve
Co C1 Cz Ch—1 Ch qu Cn
| | | // | | / | |
T T 77 T T 7 T
0 1 2 h-1 h n-1 n

Donde C, es el valor actual del capital C_en el momento t = hy C,_, el valor actual
del mismo capital ent = h—1y por el comportamiento del valor capital respecto del
tiempo de descuento se verifica que C, | < C, < C_ de manera tal que, en el h—ésimo
subintervalo o periodo en estudio, resulta:

D =C

[h-1;h] h

- Ch—1
diferencia positiva que matematicamente representa la variacion absoluta del
capital C, descontado un periodo y que financieramente es el descuento sufrido por
ese capital en esa unidad de tiempo.
Para su mejor comprensién se propone un ejemplo numérico, a saber:

h es el dia 28/10 de un determinado aro
h—1 es el dia 29/08 del mismo ano

C, = $5000
C,., = $4800
En este caso propuesto resulta:
D g:2810) = 9000 — 4800
b | =200

[29/8; 28/10

15



que es el descuento sufrido por el capital de $ 5000 en el subintervalo de 60 dias
que transcurre entre el 29/08 y el 28/10.

Pero como ya se dijo al tratar la tasa de interés, las variaciones absolutas no aportan
informacion completa porque no tienen en cuenta los valores capitales sobre los
cuales se producen esas variaciones, en consecuencia recurriendo a la razén:

_ 50004800 _ 0,04 para 60 dias
T s000 P

se obtiene el descuento por cada unidad de capital descontado 60 dias antes de su
vencimiento.

Generalizando, resulta:

que es la variacion relativa del capital descontado y constituye la tasa de descuento
la cual se define como la quita o reduccion por unidad de capital descontado en la
unidad de tiempo considerada.

Al'igual que la tasa de interés debe estar referida a la unidad de tiempo que corres-
ponde y siempre expresada en tanto por uno.

Se la llama también tasa adelantada porque, como se demostrara después, se la
puede interpretar como el valor actual de la tasa de interés del mismo periodo.

PROBLEMA DE APLICACION N° 2

Un comerciante posee en cartera un cheque de pago diferido de $ 2400 con venci-
miento a 45 dias y en el dia de la fecha lo descuenta en un banco que, sin considerar
gastos adicionales, le acredita en su cuenta corriente la suma de $ 2340. Se solicita
calcular la tasa de descuento para 45 dias resultante de negociar el cheque diferido.

SOLUCION

2400 - 2340

=0,02 45 di
2200 0,025 para 45 dias

16



1.4. Factor periddico de capitalizacién. Factor periédico de descuento

* Factor periddico de capitalizacion

Si se parte del subintervalo de observacion y se tiene como informacion la tasa de
interés /, de ese periodo al que se denomina U, , significa que se conoce el rendimiento
por unidad de capital en esa unidad de tiempo. Esto supone que en el h—ésimo
periodo, cada unidad de moneda ($ 1) rinde i, pesos.

Con este razonamiento se define que el rédito o incremento del capital C, , dispo-
nible al inicio de U, sera:

y el capital al final de U,
Ch = Ch—1 + Ch—i X ih
sacando factor comdn C, _, resulta

C,=C _,(1+1i)

h

que es el valor final ent = h del capital C, ,, y como C, , = 0 dividiendo en ambos
miembros por C, , queda:

=(1+i)
h-1

Interpretando esta igualdad se dice que (1 + i) es el factor de capitalizacién del
periodo U, en funcién de la tasa de interés i, porque al multiplicar el capital al inicio de
ese periodo se puede obtener el valor capital al vencimiento y se define como «e/ valor
final de cada unidad de capital invertido en la unidad de tiempo considerada». Grafica-
mente es:

* Factor periddico de descuento
Considerando el h—ésimo periodo, como se hizo para obtener el factor de capitali-
zacion, pero suponiendo conocida la tasa de descuento del mismo

17



A~
cO C1 CQ Ch—T Ch Cn—1 Cn
| | | A | | A | |
T T 7 T T 7 T
0 1 2 h-1 h n-1 n

por definicion de descuento y tasa de descuento y siendo C, el capital sometido a
descuento, el descuento correspondiente al h—ésimo periodo es:

sacando factor comuin C,

C._,=C(-4d)

h—1

que es el valor actual ent = h—1 del capital C,, y como C, # O resulta

Cos
C

=(1-d)

h
donde (1 — d,) es el factor de descuento del periodo U, en funcion de la tasa de

descuento d, .

Por otra parte se puede expresar el factor de descuento en funcién de la tasa de
interés ya que, si en la igualdad vista antes

c =——— o C

L =C, (1 +10)"
(1+1iy)

resulta (1 + /)" el factor de descuento del periodo U, en funcion de la tasa de interés
i, ya que también permite obtener el valor actual en t=h—1 del capital disponible en t=h.
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En general se define el factor de descuento como «el valor actual de cada unidad de
capital descontado en la unidad de tiempo considerada».

* Observaciones: Si bien el concepto de descuento es Unico, existen modalidades
de calculo que, segun la tasa que se aplique se le asigna denominaciones distintas.
Si para calcularlo se aplican tasas de interés, se acostumbra denominarlo descuento
racional o matematico, mientras que si se utilizan tasas de descuento se acostumbra a
decir que es descuento comercial.

Si se verifica que:
-d)=0+i)"
seré indistinto aplicar una u otra tasa ya que se obtiene el mismo valor actual.

Otra consideracion a realizar es que todo factor de capitalizacién tiene su reciproco
que es el factor de descuento y todo factor de descuento tiene su reciproco que es el
factor de capitalizacion, por lo que (1 — d, )" serd una manera de expresar el factor
periédico de capitalizacion con la tasa de descuento. Son reciprocos por verificarse
que:

(A +i)(+i)" =1

y
(1-d,)'(1-d,) =1

1.5. Tasas equivalentes

1.5.1. Concepto

Las tasas equivalentes son aquellas que aplicadas a un mismo capital inicial en
un mismo tiempo generan el mismo valor final o cuando aplicadas a un mismo valor
nominal generan el mismo valor actual. Dicho de otra manera, son aquellas que para
un mismo tiempo generan iguales factores de capitalizacion y/o iguales factores de
descuento.

Basandonos en la metodologia propuesta y en funciéon de la informacién conocida
hasta el momento solo es posible plantear las siguientes igualdades:

A+i)=0-4d)"

A+i)"'=01-4d,)
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Al verificarse las mismas se afirma que la tasa de interés h y la tasa de descuento h
son equivalentes porgue para un mismo periodo generan iguales factores de capitali-
zacion y/o descuento.

En el proximo capitulo se mostraran las distintas condiciones sustanciales en las
que se pueden efectuar las operaciones financieras, y entonces se podran establecer
diversas relaciones de equivalencia de tasas, siempre aplicando el concepto enun-
ciado en este punto.

1.5.2. Relacion entre tasa de interés y tasa de descuento

De las igualdades propuestas se deducen los modelos que permiten, conocida una
de esas tasas, hallar la otra, a saber:
lh

qg=—" -
T4, " T4

En estas condiciones se verifica la relacion entre la tasa de descuento y la de
interés: siendo (1+ /,)~" un factor de descuento, es posible interpretar que la tasa
de descuento es el valor actual de la tasa de interés, motivo por el cual se la llama
también tasa adelantada y siendo (1— d, )~ un factor de capitalizacion la tasa de
interés resulta ser el valor final de la tasa de descuento.

Estas relaciones permiten a su vez justificar que en las operaciones de descuento,
resulta indistinto calcular el descuento aplicando la tasa de interés correspondiente
sobre el capital al inicio o valor actual, o la tasa de descuento equivalente sobre el
capital al final o valor nominal.

PROBLEMA DE APLICACION N° 3

Si una entidad financiera estipula para operaciones de descuento una tasa de
interés para 30 dias del 3,6 %:

a) {qué tasa de descuento deberia aplicar para el mismo plazo?

i 0,036 . .
d,, ﬁ = d, = T 0036 = 0,034749 donde se advierte que i, > d,,

b) calcular el valor actual de un documento de valor nominal $ 10000 con venci-
miento a 30 dias aplicando la tasa de interés dada y la de descuento obtenida.

20



VA. = 10000 (1 + 0,036)" = 9652,51
VA. = 10000 (1 — 0,034749) = 9652,51

c) verificar que el descuento es el mismo aplicando la tasa de descuento sobre el
valor nominal o la tasa de interés sobre el valor actual.

D = 10000 x 0,034749 = 347,49
D = 9652,51 x 0,036 = 347,49

1.6. Tasas proporcionales. Tasa nominal de interés y Tasa nominal de descuento

Para poder dar el concepto de tasa nominal previamente se debe definir qué se
entiende por tasas proporcionales y para ello es necesario decir que dos magnitudes
son proporcionales cuando la razén o el cociente entre dos de ellas es igual a la razén
o el cociente entre dos de la otra. Si se acepta que magnitud es todo aquello que
puede ser medible o cuantificable, para el caso concreto de la matemética financiera
tanto el tiempo como las tasas de interés y/o descuento son magnitudes, por su capa-
cidad de ser medibles. Hechas estas aclaraciones se sostiene que dos tasas son
proporcionales cuando el cociente entre ellas es igual al cociente entre los tiempos a
los que estan referidas.

Ejemplo:

Si el 0,06 es una tasa para 90 dias y el 0,02 lo es para 30 dias, las mismas son
proporcionales porque se verifica que el cociente entre ellas, que es igual a 3, es igual
al cociente entre los tiempos a los que se refieren, a saber:

tasas tiempos

0,06 90
0,02 30

Dado este enunciado es necesario establecer dos unidades de tiempo: una unidad
U a la que se denomina periodo y una unidad U" a la que se llama subperiodo vy el
cociente U/U " nos indicara el nUmero de veces que el subperiodo esta contenido en
el periodo. La mayoria de la bibliografia designa a esta frecuencia con la letra «m»,
pero se ha optado por U/U " tratando de facilitar el manejo de las unidades de tiempo
correspondientes a partir de la utilizacion del aho calendario o real que hace que ese
cociente casi nunca resulte un nimero entero. Ejemplo: si se toma el afo de 365 dias
como periodo y 30 dias como subperiodo la frecuencia 365/30 no es 12 sino 12,16666.

Luego de realizadas estas observaciones se esta en condiciones de introducir el
concepto de tasa nominal. A la misma se la simboliza con la letra «J» y refiere a la unidad
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U, mientras que a la tasa de interés efectiva correspondiente al subperiodo U se simbo-
liza con «» y resulta que /a tasa nominal de interés es una tasa periddica para una cierta
unidad de tiempo, que es proporcional a la tasa de interés efectiva del subperiodo.

Generalizando en forma simbdlica sera:

Y

Iy U’
donde despejando se obtiene

..U

Jy =1y K

La tasa nominal es un indicador periddico proporcional de la tasa de interés, pero
no es una tasa efectiva y su uso deberfa eliminarse pues provoca confusion al brindar
una informacion distorsionada de los rendimientos. Es la tasa que en la préactica
comercial y bancaria se utiliza para «nominar» o «publicitar» el rendimiento, pero no es
la tasa que se efectiviza y acostumbran a enunciarla como TNA. Generalmente estan
referidas al afio como unidad o periodo, pero la que se aplica en la operacién es la
tasa proporcional correspondiente a subperiodos menores como ser 30 dias o mes, 90
dias o trimestre, etcétera.

Se dice, por ejemplo, que un determinado banco ofrece el 18 % nominal anual con
capitalizacion mensual o cada 30 dias, lo que implica que los intereses se capitalizaran
mensualmente a la tasa del 0,015 o a la tasa del 0,014795 cada 30 dias, segun se
tome ano comercial o calendario, respectivamente, y resultantes de hacer:

i =O18x£=0015 o i =018xﬂ=0014795
mensual 360 oo 365

Ademéas debe decirse que la tasa nominal coincide con la tasa efectiva sélo en el
caso en que la frecuencia de capitalizaciéon es 1 (uno), o sea cuando U/U = 1; por
ejemplo, cuando se enuncia una tasa nominal anual y la capitalizacion es anual.

Analogamente, la tasa nominal de descuento es una tasa periédica para una cierta
unidad de tiempo, que es proporcional a la tasa de descuento efectiva del subperiodo y
simbolizandola como f, se tendra:

fo_U
d, U’
y al despejar resulta
U/
f,=4d, % obiend,. =f, U
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PROBLEMA DE APLICACION N° 4

Se desea realizar una inversion a 60 dias depositdndose $ 50000. De acuerdo
con la informacién suministrada se sabe que la TNA que ofrece el Banco es del 15 %
correspondiente a una frecuencia de capitalizacién cada 60 dias. Se solicita calcular:

a) La tasa de interés para 60 dias.

60
I, =015X 365 0,024658; 0 2,4658 %

b) El valor final del capital a los 60 dias.

C,, = 50000 X (1 + 0,024658) = 51232,90

PROBLEMA DE APLICACION N° 5

Si una entidad financiera desea otorgar préstamos a 45 dias y decide cobrar
una tasa de interés para 45 dias del 3 %: {Qué TNA deberia publicitar?

SOLUCION

365
= 0,03 x E = 0,24333; o bien TNA = 24,33 %

/ 365

PROBLEMA DE APLICACION N° 6

Para operaciones de descuento, un banco de la ciudad anuncia una tasa
nominal anual de descuento del 21 % para una frecuencia de 45 dias. Se solicita:

a) Calcular la tasa de descuento a aplicar para una operacion a 45 dias.
d 0,21 45 0,025890
=0, X — =0,
° 365

b) Si para el mismo plazo se desea aplicar tasa de interés, cudl es la tasa nominal
anual que deberfa publicarse para que resulte indistinto optar por una u otra.

Previamente debe calcularse la tasa de interés para 45 dias equivalente a la de
descuento para el mismo plazo y luego su correspondiente nominal, a saber:
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j = 002890 oee79
% (1-0,025890)

por lo tanto la TNA de interés seré

J 365

365
= 0,0265793 X a5 0,215585; o bien TNA = 21,55 %

1.7. Tasa instantanea

Esta medida, que no es utilizada en la practica financiera ni en los calculos que habi-
tualmente se realizan, es de suma utilidad tedrica ya que permite deducir modelos finan-
cieros e indagar sobre los mismos brindando conclusiones relevantes en la disciplina.

Para analizar la tasa instantdnea hay que hacer algunas aclaraciones respecto
al dominio. La funcién capital, como ya se dijo, es una funcién cuya variable es el
tiempo t. Por lo tanto el dominio de la funcién va a estar formado por los valores que
puede tomar t, y como ya se dijo, cuando se trabaja en el campo continuo, t puede
tomar cualquier valor real positivo.

Para obtenerla hay que comenzar por considerar, a partir de un punto t € [0; n], un
incremento At en la variable de capitalizacién de manera que, para valores positivos de
At, resultaré definido el valor capital C, . ,, como el valor adquirido por el capital C, en el
tiempo At de capitalizacion. Graficamente quedaria reflejado de la siguiente manera:

C

| // | | //
7 1 1 7

0 t +At n

C C

0 t t+A

A 4

Aplicando el concepto de interés que ya se ha visto y que mateméticamente se
designa como la variacion absoluta, se sabe que
/

=C C

At t+nr -t

Esta magnitud del incremento de la funcién C,ofrece una primera idea de la rapidez
con que crece el capital; pero silo que se desea conocer es cuantas unidades crece C,
por cada unidad de crecimiento de t, es decir At, se obtendra una mejor informacion si
se divide la variacion absoluta por el incremento del tiempo.

I, C,,-Ct
At At
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que es la variacion absoluta media y representa la rapidez media del crecimiento
del valor capital en el intervalo [t; t+ At ]. Este es un indicador promedio del rédito
producido en ese intervalo, correspondiente a la unidad en la que se ha expresado At
y proporcional al mismo.

A este cociente también se lo llama «cociente incremental» de la funcion C, cuando
tvaria de ta At.

AC,

At
Por consiguiente, el valor del cociente incremental depende no sélo de t sino
también de At. Como en los distintos puntos del intervalo [ t; t+ At ] la rapidez de creci-
miento de C,varia, se tendré una idea mas precisa de cuanto crece la funcion capital
en t cuanto mas pequeno sea At, o que induce a considerar no la razén incremental

sino su limite para At — 0

lim = lim
M A At
At —0 At — 0

Si este limite existe, queda definida la derivada C”, de la funcion valor capital en
el punto de evaluacion t. Como C,,,, > C,y At > 0, por tratarse de una operacion de
capitalizacion, entonces la derivada es positiva para todo t que pertenece al intervalo
de valoracion, lo que implica que es una funcién creciente para todo punto t que perte-
nece a ese intervalo.

Ademas, si existe la derivada, se puede afirmar que la funcién capital es una funcion
continua del tiempo, es decir que el interés se va produciendo en cada instante; y si
bien en la practica se lo mide por periodos finitos de tiempo, también es posible la
medicién en el campo continuo por intervalos infinitésimos.

Por otro lado, si se hace la razdn entre la variacion relativa del valor capital en el
intervalo [t; t+ At ]y el tiempo At necesario para que dicha variacién se produzca, se
obtiene:

C

t R e

At CAt

que es por lo tanto una tasa de variacion relativa media u otra forma de expresar a
la tasa nominal, ya que si a At se lo mide con respecto a la unidad U, dicha medida es

un indicador periédico para U proporcional al rédito por unidad de capital Con=Ci
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Sabiendo que el valor capital es una funcion creciente en todo punto del dominio, se
procede a analizar el comportamiento de la variacion relativa media antes expresada,
cuando At tiende a cero por la derecha, y aplicando el limite se obtiene:

’

CHAz_Cr:LX”m Ct+At_ t_ T T
At —0 CTXAr C At —0 A C (t)

t t t

O
O

lim

La expresién obtenida constituye la tasa instantanea de rendimiento y se la simboliza
con p(t), pudiéndose observar que es el limite de la tasa nominal cuando At—0, o sea
que, por analogia a dicha tasa media, es posible interpretar a la tasa instantdnea como
un indicador para la unidad «U» del rédito por unidad de capital en el instante «t».

Otra manera de expresarla es en funcién de diferenciales:

c, 1
Po=c T ¢
d(inC)
P g

Por otro lado, si se propone encontrar la expresion de la tasa instantanea de
descuento, y en sentido retrospectivo del tiempo, se considera un At—0 por la izquierda,
como si fuera un instante anterior a h, se puede plantear la existencia del limite:

lim Cz - CPAI
N0 T
C xA

y sabiendo que la funcion capital es derivable en «t» y que existe dicho limite por lo
demostrado antes, sera también:

C-Cu 1, C-Cu C
cxn ¢ YA c

t t t

llmmﬂo

Esto permite interpretar que el valor capital decrece en operaciones de descuento
con la misma velocidad que crece en operaciones de capitalizacion.

1.8. Tasa aparente, Tasa real y Tasa de inflacién

Si se admite estabilidad en el poder adquisitivo de la moneda puede decirse que la
tasa real de rendimiento coincide con la tasa de interés. Pero en épocas de inestabi-
lidad monetaria ha surgido la necesidad de utilizar nuevas denominaciones:
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* Tasa de interés aparente: es el interés de una unidad de capital en una unidad de
tiempo, que ha sido denominada siempre tasa de interés. Para evitar confusiones serfa
conveniente hablar de tasa de interés a moneda corriente o heterogénea.

* Tasa de interés real: es la tasa de interés corregida de los efectos de la inflacién en
la unidad de tiempo a la que corresponde. Se la define en términos de poder adquisi-
tivo y puede considerarse como la tasa de interés a moneda constante u homogénea a
un momento considerado de referencia.

* Tasa de inflacién: es la variacion relativa de precios en una determinada unidad de
tiempo.

Esta definicion también conserva validez si en lugar de precios se consideran los
indices correspondientes a los extremos del periodo considerado:

De acuerdo con los conceptos anteriores y si a la tasa aparente la seguimos simbo-
lizando con «i», a la tasa real se la simboliza con «» y a la de inflacién con «F», en caso
que la tasa aparente sea igual a la tasa de inflacion, la tasa real seré nula, pues si en
una misma unidad de tiempo es i = F se verifica que:

T4+i=1+F
1+ ’

- =
1+F

En el caso que ello no ocurray la tasa i sea distinta de F, mayor o menor, el cociente
serfa > 1 6 < 1y para recomponer la igualdad, la relacién anterior se transforma en:

14
14 F

=1+r

de donde se deduce el modelo general:

(1+)=(1+0(1+F)
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Esta relacion estd mostrando que la tasa de interés, en épocas de inestabilidad
monetaria, tiene implicito dos componentes: la inflaciéon y el rendimiento real propia-
mente dicho. Por lo tanto es posible afirmar que en esas condiciones resultara indis-
tinto colocar o invertir un capital a una tasa de interés aparente «», que ajustarlo o
corregirlo monetariamente y sobre ese valor ajustado aplicar la tasa «r». A partir de ella
particularmente se obtiene:

PROBLEMA DE APLICACION N° 7

Determinar la tasa real para 30 dias lograda en un depésito a plazo fijo si la entidad
financiera en la que se efectla ofrece una tasa de interés para 30 dias del 3 %, periodo
en que la tasa de inflacién fue:

a)F,, = 0,016
b) F,, = 0,03
c) F,, = 0,04
SOLUCION
a)r= 00320016 _ 51575 6 1.368 % real para 30 dias
~1+o0016 oR8 orealp
0,03-0,03 , .
b)r=—————=0060 %real para 30 dias
1+ 0,03
0,03-0,04 , ,
C)r=——""—=-0,009615 6 - 0,9615 % real para 30 dias
1+0,04

1.9. Factor peridédico de correccion monetaria

Cuando existe inestabilidad monetaria las magnitudes a las que se refieren los
capitales disponibles en distintas fechas tienen distinto poder adquisitivo, por lo que
se dice que estan expresados en moneda heterogénea. Esto hace que para poder
compararlos, previamente hay que convertirlos a una misma moneda, ya sea moneda
del inicio o moneda del final. Esto implica expresarlos a moneda homogénea a un
momento dado.
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Por lo tanto, observando la variacion del poder adquisitivo en una unidad de tiempo
cualquiera, es proposito en este punto obtener el factor de correccién monetaria para
esa unidad y, acorde a la metodologia adoptada, se deducira el correspondiente al
h—ésimo periodo.

Para ello se consideran los indices de precios y la tasa de inflaciéon obtenidos en el
punto anterior

Obteniéndose

Donde 1 + F[M,m es el factor de correccidon monetaria que me permite expresar los
capitales a moneda del final del periodo U, resultante de hacer el cociente entre el
indice al final de periodo sobre el indice al inicio del mismo. Si se quiere expresar los
capitales a moneda del inicio se aplica el factor reciproco -

+

[h-1:h]

PROBLEMA DE APLICACION N° 8

Suponiendo la existencia de una deuda comercial de $ 12300 que debid pagarse
hace exactamente un afo atrés y, a los efectos de evitar un pleito, el deudor le propone
a su acreedor el pago de dicha suma con el correspondiente ajuste inflacionario
tomando para ello un determinado indice de precios, calcular dicha suma sabiendo
que el valor del indice considerado hace un afo era 2,2060 y a la fecha de pago es
2,45969.

SOLUCION
2,45969
Cap. alafecha = 12300 ————— = 13714,50
2,2060
Donde % = 1,115 es el factor de correccién monetariay 0,115 es la tasa de

inflacién anual resultante.
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CAPITULO 2
Operaciones financieras simples

En el presente capitulo se tratara el estudio de las operaciones financieras simples,
o sea las que implican el intercambio de un capital por otro, tanto para la valoracion
con posterioridad como con anterioridad a su disponibilidad. El analisis se hara en
condiciones de certeza y, en una primera instancia, bajo el supuesto de estabilidad
monetaria para luego proponer la valoracién con un patrén moneda de poder adquisi-
tivo cambiante.

Para poder encontrar los modelos matematicos a utilizar se debera definir sustan-
cialmente la operacion, es decir, enunciar las condiciones sustanciales de tasa y
tiempo, dejando de lado las variables aleatorias ya que, como se dijo antes, la valora-
cion se realizard sin considerar la coexistencia de factores inciertos.

Teniendo en cuenta que el valor capital es funcion del tiempo como variable de capi-
talizacion, soélo resta enunciar la ley de valoracion, entendiéndose como tal al conjunto
de tasas constantes o variables, de interés o de descuento, periédicas o instantaneas
que posibilitaran obtener los distintos modelos cuantitativos para evaluar los capitales.

Primero se realizara la valoracion en forma discreta o sea mediante la fijacion de
tasas de interés y/o descuento periddicas para intervalos finitos de tiempo, que pueden
ser constantes o no, segun la particiéon que se efectle del intervalo de valoracién. Al
final de la unidad se realizara la valoracién en forma continua mediante la fijacion de la
tasa instantanea de variacion relativa media para cualquier valor real positivo de t.

2.1. Operaciones de capitalizacién en el campo discreto

En este punto se realizaran los analisis y las deducciones necesarias que posibi-
liten encontrar el modelo matematico para calcular el valor final o valor adquirido por
el capital C,, disponible en t = 0, sometido a una operacion de capitalizacién en el
intervalo n.
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Para ello se proponen a continuacion las condiciones sustanciales mas usuales
en la practica financiera, comercial y bancaria que permitiran encontrar las distintas
formulas de célculo, segun las pautas establecidas.

Se comenzaré con los sistemas de interés compuesto o sea, cuando los intereses
de cada periodo a que se refiere la tasa, se acumulan al capital a inicio del mismo para
producir nuevos intereses en el periodo siguiente.

2.1.1. Capitalizacion compuesta mediante una ley discreta definida

por tasas periddicas de interés variables

El objetivo serd encontrar el modelo matematico que permita calcular el valor C,
como el valor final o capitalizado de C, en el intervalo [0;n] si se fija como condicion
sustancial para la valoracion de capitales las siguientes tasas periddicas de interés
para los respectivos periodos de capitalizacion, a saber:

i.p/U,;i,plUy...... L plU;. L ioplU,
Graficamente:

I'T i2 /h in
T~ A T T T
Co C1 Cz Ch—1 Ch Cn—1 Cn
| | | y/A | | y/a | |

] ] 7 ] ] 7 ]
0 1 2 h-1 h n-1 n

Si bien se proponen unidades de tiempo constantes es conveniente aclarar que en
la practica las mismas pueden ser de distinta amplitud. Por ejemplo, los meses calen-
darios no contienen el mismo nimero de dias o bien surgen cuando cada inversor
elige los periodos en que ira renovando su inversion dentro del plazo que se fijo para
la misma.

Con esta informacién se podra entonces deducir el modelo matematico correspon-
diente para la valoracién del capital al vencimiento, y la obtencién del factor de capita-
lizacién para el plazo total. Para ello debe recordarse que en el capitulo 1 se obtuvo el
factor periddico de capitalizacion para el h—ésimo subintervalo contado a partir de «0»,
resultando que:

C.=C, _,(1+1)

Si ahora se deseara obtener el capital C, al vencimiento del primer periodo, a partir
del capital C,, con idéntico razonamiento se llega a la siguiente igualdad:
C,=C,(1+1)

1
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De esta forma, por aplicacion sucesiva de los factores periddicos de capitalizacion,
se logra la siguiente expresion:

C,=C,(1+i)=C,(1+i)(1+1i)

2

C :2(32(1+i3):CO(1+/1)(1+/'2)(1+/3)

C.=C,+i)A+i)(d+i)..(1+1)
Y el valor capitalizado luego de transcurridos «n» periodos tiene como modelo el
siguiente:

C.=C,0+i)A+ip)+i)..0+i)..(1+10)

Donde (1 +1/,) (1 +17) (1 +1i)...(1 +1i)...(1 +1)es el factor de capitalizacion para
el plazo total, o sea para el intervalo [0;n], ya que es el valor por el cual se debe multi-
plicar al capital C, para obtener su valor final C_.

Este modelo es el que se obtiene cuando se establece como condiciéon sustancial un
conjunto de tasas de interés variables o flotantes siendo de aplicacidn en contextos finan-
cieros inestables. El interés obtenido se denomina interés compuesto porque los mismos
se van acumulando al capital periodo tras periodo para generar nuevos intereses.

Por Ultimo decimos que el conjunto de tasas de interés o rendimiento propuestas
constituye una ley discreta de capitalizacion porque permite encontrar los valores capi-
tales en los extremos de los periodos en los que se ha partido el intervalo de valora-
cién, es decir que t toma valores enteros.

PROBLEMA DE APLICACION N° 1

Se realiza una inversién a 90 dias de plazo colocandose un capital de $ 15000 primero
a 30 dias a una tasa del 0,8 % para 30 dias, luego se renueva por 45 dias a una tasa del
1,5 % para 45 dias y finalmente se renueva por 15 dias a una tasa del 0,5 % para 15 dias.
Calcular el capital que se lograra al vencimiento de los 90 dias.

SOLUCION
C, = 15000 (1 + 0,008) (1 + 0,015) (1 + 0,005) = 15423,53

El presente problema plantea un caso de operacién de capitalizacion correspon-

diente a un sistema de interés compuesto donde para unidades de tiempo variables
resultan tasas de interés también variables.
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2.1.2. Capitalizacion compuesta mediante una ley discreta definida

por tasas periddicas de interés constantes

Se obtendréa ahora un modelo matematico que permita calcular el valor C, como
el valor final o capitalizado de C; en el intervalo [0;n] si para la valoracion se fija la
siguiente condicion: para unidades de tiempo o periodos iguales las tasas de interés
periédicas serén constantes.

Para lograr lo propuesto sélo basta con reemplazar en la relacion deducida anterior-
mente las tasas variables por una tasa «i» constante resultando

C.=C, A+ +N+7n..0+)
y por propiedad del producto de potencias de igual base resulta:
C,=C,(1+i

El modelo obtenido corresponde al célculo del valor final o monto cuando se pacta
una tasa de interés constante para toda unidad U, y se puede afirmar que toda tasa
constante de interés o rendimiento define también una ley de capitalizacién discreta ya
que es posible encontrar el valor capital en los extremos de los periodos en los que se
ha dividido el intervalo de valoracién.

También, utilizando la definicion correspondiente se puede verificar que el interés
sera:

/n:Cn_CO
I=C,(1 +i)-C,

I=C,[(1 +)"=1]

Por otro lado debe destacarse que (1+ /)" es el factor de capitalizacion para el plazo
total cuando la tasa es constante y que es una funcion exponencial con respecto a la
variable de capitalizacién que es el tiempo; como la base es mayor que 1, la misma es
creciente y concava hacia arriba, como puede verse en la siguiente figura:

T4 f)=C (1+i) "t

50 100
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También debe tenerse en cuenta que si n permanece constante y varia la tasa,
si ésta aumenta el valor final también aumenta ya que se incrementan los intereses,
ocurriendo lo contrario si la misma disminuye.

PROBLEMA DE APLICACION N° 2

Calcular el monto que producird un capital de $ 25000 colocado a una tasa de
interés del 3 % trimestral durante 2 afos y medio.

SOLUCION
C,, = 25000 (1 + 0,03)"° = 33597,91

2.1.3. Tasas equivalentes en el interés compuesto

En el capitulo 1 se enuncié el concepto de tasas equivalentes de la siguiente
manera: Dos tasas 0 dos conjuntos de tasas son equivalentes cuando en el mismo
plazo generan iguales factores de capitalizacién y/o de descuento.

Estamos ahora en condiciones de establecer otras aplicaciones de dicho concepto,
a saber:

a) Si se desea conocer la tasa periddica de interés constante equivalente a un
conjunto de tasas variables, se plantea la siguiente igualdad:

A+ +i) (A +i) . (A +i) e (A +i)=0+i

Se suele decir que /a tasa «i» constante del segundo miembro es la tasa media equi-
valente al conjunto de tasas variables que produce el mismo valor final en el mismo
tiempo o que en el mismo plazo genera igual factor de capitalizacion. Debe aclararse
que se trata de la media geométrica que se utiliza en casos en que las variaciones
son acumulativas como ocurre en el interés compuesto. El mismo concepto se utiliza
cuando se debe calcular una tasa media de inflacion.

PROBLEMA DE APLICACION N° 3

Calcular la tasa de interés constante para 30 dias equivalente al conjunto de tasas
propuestas en el problema de aplicacion N° 1 para el plazo de 90 dias.
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SOLUCION
(1 +0,008) (1 + 0,015) (1 + 0,005) = (1+i,)®*° —, i, = 0,0093246

La tasa hallada es equivalente ya que si se aplica al capital inicial se obtiene el
mismo valor final:

Cy= 15000 (1 + 0,0093246)%%° = 15 423,53

b) Si se desea conocer, para el tiempo t, la tasa de interés constante para una cierta
unidad de tiempo U equivalente a la tasa de interés constante correspondiente a un
subperiodo U’ o viceversa, surge otra relacion. Asi para dos tasas de interés corres-
pondientes a distintas frecuencias resulta la siguiente igualdad:

(1+iy)u = (1+i,)v

Puede observarse que al efectuar los correspondientes pasajes de términos, el
tiempo representado por «t» se simplifica, 1o que permite afirmar que cuando la equiva-
lencia se plantea entre dos leyes constantes las tasas resultan equivalentes indepen-

dientemente del plazo de la operacion.

(1+i) = (1+i,) v

PROBLEMA DE APLICACION N° 4

Calcular la tasa de interés anual equivalente al 3 % para 45 dias.
SOLUCION
(1 + /'365)45/365 — (1 + 0’03)45/45

(1 + 17y

= (1+0,03)%4% = j_ 0270937

Se dice que el 0,03 para 45 dias y el 0,270937 para 365 dias son tasas equivalentes
porqgue resultaré indistinto invertir un capital al 3 % para 45 dias y renovarlo sucesiva-
mente durante un ano, que colocarlo al 27,0937 % durante todo el ano.

En estas condiciones, se halla el valor final de un capital inicial de $ 12000, al cabo
de 1 ano.
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C,e = 12000 (1,03)%54
o bien Cps = 15251,2
C,e = 12000 (1,270937)

Puede verse que aplicando las correspondientes tasas a un mismo valor inicial,
generan un mismo valor final, como consecuencia de generar iguales factores de capi-
talizacién para el mismo plazo.

Es oportuno exponer al lector como se aplica esta relacion de equivalencia de tasas
en la practica comercial y bancaria. Se sabe que se acostumbra a enunciar la tasa
nominal anual y la unidad de tiempo a la cual esta referida, correspondiendo entonces
calcular proporcionalmente la tasa subperi¢dica para esa unidad a la cual se capita-
lizan los intereses.

A partir de ella y considerando lo que en el capitulo 1 se ha dado en llamar la
frecuencia de capitalizacion U/U " o m se calcula la tasa equivalente para el periodo,
resultando de la relacion propuesta antes:

i = (14, =1

Y si simbolizamos con i a la tasa periddica, e/, a la subperiodica, como se utiliza en
la bibliografia tradicional y que en este material se propone cuando la frecuencia es un
ndmero entero m, sera:

j= (147 )1

Esta tasa periddica equivalente resultante de capitalizar a la tasa subperi¢dica,
proporcional a la nominal, tantas veces como el subperiodo esta contenido en el
periodo, es mayor que la nominal del mismo periodo y es una tasa efectiva.

Teniendo en cuenta que en la practica comercial se toma generalmente como
periodo el ano, en la divulgacion periodistica financiera y bancaria aparecen expre-
siones tales como TNA para indicar la tasa nominal anual y TEA para referirse a la tasa
efectiva anual, siendo ésta una tasa equivalente a la tasa del subperiodo. El manejo
correcto de ambos conceptos es de mucha importancia para ahorristas y deudores en
el momento de tomar decisiones, ya que la tasa nominal es un mero indicador propor-
cional, mientras que la tasa equivalente informa el rendimiento efectivo implicito en la
correspondiente unidad de tiempo.
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» Observacion: si se analiza la relacién entre tasas nominales y tasas efectivas se
puede afirmar que manteniendo una misma tasa nominal, a medida que aumenta la
frecuencia de capitalizacion, aumenta el rendimiento efectivo y por lo tanto se obtienen
mayores valores finales.

Para verificar lo enunciado se brinda el siguiente cuadro comparativo, en el supuesto
de anunciar una TNA del 24 % y aplicando/ = (1 +/ )™ -1, se tiene:

Frecuencia TNA Calculo TEA

Anual (1) i=(124)" —1 0,24

Semestral 2 i=(1,12)2 -1 0,2544
24 %

Trimestral (4) i=(1,06)" —1 0,262477

Mensual (12) i=(1,02)™”? —1 0,268242

Se observa que soélo cuando la frecuencia de capitalizaciéon es igual a uno
(U/U” = 1) latasa nominal coincide con la tasa efectiva.

Si se propone realizar el calculo inverso, o sea, si se busca obtener la tasa nominal
anual J_a partir de la efectiva anual / resulta la siguiente igualdad:

— \1/m _
J =11 +0)"-1]m

A partir de la misma puede observarse que si se mantiene una misma tasa efectiva
anual, a medida que crece la frecuencia de capitalizacion la tasa nominal anual impli-

cita para las sucesivas frecuencias es decreciente.
Asi sila TEA es el 18 % se obtiene:

Frecuencia TEA Calculo TNA

Anual ©] =[(1,18)"" —1] x 1 0,18

Semestral ) =[(1,18)"2 —=1] x 2 0,172556
18 %

Trimestral (4) =[(1,18)" -1] x 4 0,168986

Mensual (12) =[(1,18)"2 —1] x 12 0,166666

2.1.4. Valoracién en fracciones de periodo

Los modelos obtenidos hasta aqui son de aplicacion para la valoracion en inter-
valos de tiempo que comprenden un nimero entero de periodos, para cada uno de los
cuales se han fijado las correspondientes tasas de interés.
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No obstante, y como suele ocurrir en la practica, a veces se hace necesaria la
valoracién en puntos interiores de dichas unidades de tiempo, como ocurre cuando
se realiza un depdsito después de iniciado el periodo de capitalizacién o una extrac-
cién antes de finalizado el mismo. En estos casos el intervalo de tiempo considerado
contiene fracciones de periodo.

Para resolver esta cuestion y a los efectos de dar una solucion al problema plan-
teado sera necesario ampliar las condiciones sustanciales e informar el criterio a
adoptar en casos como se grafica a continuacion:

Intervalo de valoracion

T
p/q T h/k
Co Cl CI Cz n—I/—\ CI . Cn
I I I I - I
0 1 2 n-1 n
t’ . m periodos enteros -, t"’

Plazo total: t" — t "= p/q + m + h/k contiene, ademas de m periodos enteros, una
fraccion al inicio p/g y una fraccion al final h/k.

En estos casos, para evaluar en las fracciones se utilizan dos convenciones que se
aplican tanto en operaciones de capitalizacién como de descuento y con tasas de interés
o con tasas de descuento. Ellas son la convencién lineal y la convencién exponencial.

2.1.4.1. Convencion lineal

Implica aceptar que para las fracciones de periodo, los intereses se calculan propor-
cionalmente al capital al inicio de la fraccion, y a dicha fraccién con un coeficiente de
proporcionalidad igual a la tasa de rendimiento del periodo en el que esta incluida la
fraccion. En el caso de haberse fijado para la valoracion tasas de interés variables o
constantes resulta para la fraccion el siguiente factor de capitalizacion de tipo lineal:

14+ix2

(1T +ix q)

Resultando para el intervalo total [t*; '], en el caso de ser variables las tasas:
C.=C.(1+1i xqﬁ) A+ +i)..a+i )0+ inkh)

Si la tasa fuera constante:

t

— i p fym h
C,.=C, (1 +|1q—)x(1 i +i)
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Puede verse que el calculo es proporcional sélo y exclusivamente en las fracciones
de periodo, y queda perfectamente mostrado que los intereses se acumulan periodo
tras periodo para generar nuevos intereses.

2.1.4.2. Convencién exponencial
Implica utilizar para las fracciones de periodo un factor que es funcion exponencial
con respecto al tiempo de capitalizacion resultando, si las tasas son variables:

C,.=C, (1+i)Pa (14+i) (1+i) .. (1+i_

[ ) (1+ ,'n)h/k

1

O bien para/ constante:

C,. = C, (1+)Pa (1) (1+i)*,

t

aplicando la propiedad de producto de potencias de igual base, se obtiene:

C. . =C (1 +i)p/q+m+h/k
iz ¢

Sila tasa i corresponde a una unidad U:

Wit
C.=C.(1+i,)v

t

que no es otra cosa que el factor de capitalizacion para el plazo total que mantiene
la estructura exponencial del modelo del interés compuesto con tasa constante, aun
para el tiempo fraccionario.

Adoptar la convenciéon exponencial implica tomar para las fracciones de periodo
una tasa de interés equivalente a la tasa del periodo en el que estéa incluida la fraccion,
manteniendo asf el rendimiento previsto para el periodo.

Para verificar esta afirmacién se haré el siguiente supuesto:

U es la amplitud del periodo y U la amplitud de la fraccion p/q, o sea que

U=gU = qU =pU

esto permite considerar g periodos U " a la tasa /. de la fraccion y p periodos U a la
tasa i, del periodo, por lo que si se plantea la equivalencia entre dichas tasas, resulta:

(140,00 = (1 +i,)P

siendo
(1 +i,) =0 +i,)",
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relaciéon que demuestra que la tasa de la fraccion es equivalente a la tasa del
periodo.

Debe destacarse que en nuestro pals, por una resolucion del Banco Central de la
Republica Argentina, se utiliza la convencién exponencial para la resolucién de este
problema.

2.1.5. Operaciones de capitalizacion en el regimen de los intereses simples

Se establece ahora como condicion sustancial para la valoracion de un capital inicial
C., una tasa de interés simple para la unidad U a aplicar en una operacion de capita-
lizacion a realizarse en un intervalo de tiempo que contiene un nimero n de periodos
constantes.

A dicha tasa de interés simple se la simboliza como i® p/U para distinguirla de la
tasa de interés utilizada hasta ahora, ya que, como se probara mas adelante, es un
simple coeficiente de proporcionalidad que no responde al concepto de tasa de varia-
cion relativa del valor capital.

De esta manera, planteando una regla de tres compuesta se dice que si una unidad
de capital, en una unidad de tiempo genera un interés igual a i, por proporcionalidad
directa entre la tasa y el tiempo se concluye que:

$1 - WU - @
$1 — nU — i®xn
$C, - nU — Cxi¥xn

donde C, x i x n es el interés obtenido y resulta proporcional al capital invertido y al
tiempo de capitalizacién con un coeficiente de proporcionalidad igual a i®.
Sabiendo que el valor final 0 monto de un capital al cabo de un cierto tiempo es

la suma del capital inicial mas los intereses que en ese tiempo ha producido dicho
capital, se tiene que

C,=C,+Cyxi®xn
Y sacando factor comdn, C resulta:
C,=C,(1+i¥n)
En dicha igualdad puede observarse que la expresion (1+ i® n) constituye el factor

de capitalizacion en el régimen del interés simple, resultando asi una funcién lineal con
respecto a la variable tiempo, como puede verse en la siguiente figura:
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I 20 40

Para confirmar que la tasa de interés simple no es una tasa de interés indicadora del
rendimiento por unidad de capital en unidad de tiempo, bastara con aplicar el concepto
de variacion relativa del valor capital a partir de conocer los valores del capital colocado
a interés simple al inicio y al final de un periodo cualquiera, por ejemplo, el h—ésimo,
y obtener de esta forma la expresion de la tasa efectiva para dicho periodo, a saber:

C,,=C,[1 +i9x (h-1)] C,=C,[1 +i®xh]

| | | L1 | |
0 h-1 h n-1 n

v

Capital al inicio del periodo «h»: C, ;= C, [1 + ¥ x (h—1)]
Capital al final del periodo «h»: C, = C, [1 + ¥ x h];
y aplicando el concepto de variacion relativa:

o C, 1 +i9xh]=Cy[1+i¥x (h—1)]
l = .
" C,[1+i¥x(h—1)]

Como C, = 0, se puede simplificar en el numerador y denominador y luego operando
entre los paréntesis

14+ i®xh-1-i9h +[®
[ =
" 1+ 09 x (h—1)]

i
" 9 x (h=1)]

Resulta asi el modelo necesario para hallar la tasa efectiva del periodo «h», y que es
aplicable a cualquier otro periodo incluido en el intervalo de valoracion.

Esta relacion permite interpretar el comportamiento de los rendimientos periédicos
en el régimen de los intereses simples. Los mismos son decrecientes a medida que
aumenta el numero de orden del periodo de capitalizacién, o sea, a medida que
aumenta el plazo de la operacion. Puede observarse que cuanto mayor sea el valor
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de «h» mayor sera el denominador y asfi, al dividir a la tasa de interés simple i® por un
valor mayor, resulta, por dicho cociente, una tasa de interés efectiva menor para las
sucesivas unidades de tiempo comprendidas en el plazo de valoracién. Esto ocurre
por la improductividad de los intereses, ya que a la tasa de interés simple pactada, los
mismos no se acumulan al capital para generar nuevos intereses. Por este motivo no
se aconsejan inversiones a largo plazo con este sistema de interés.

Por otra parte, a este régimen se lo puede asimilar a un sistema de interés
compuesto con tasas variables segun la relacion obtenida antes y asi calcular el valor
final utilizando las tasas de interés efectivas de la siguiente manera:

) ] 6 e )
+ ) .. +
147 1+ i9(h-1) 1+ i9(n-1)

C.=C,(1+i%(+

PROBLEMA DE APLICACION N° 5

Supongamos que se realiza una inversion de $ 10000 durante 120 dias a una tasa
de interés simple del 3 % para 30 dias. Se solicita:

a) Calcular el capital al vencimiento de la operacion y el capital al vencimiento de
cada uno de los periodos.

b) Explicar, fundamentando, si la tasa del 3 % para 30 dias es efectiva.

SOLUCION
a) C,,, = 10000 x (1 + 0,03 x 4) = 11200

$10(|)00 $10|300 $ 10600 $10|900 $11|200

0 1 2 3 4

b) La tasa del 3 % es un coeficiente de proporcionalidad y solo es efectiva en la
primera unidad de tiempo por que es en el Unico periodo que se aplica sobre el capital
al inicio del mismo, y en los periodos restantes la tasa efectiva decrece de acuerdo a
lo afirmado tedricamente y segun puede observarse en el siguiente cuadro de marcha
de la operacion:

Periodo Capital inicio Capital final Interés Tasas efectivas
1 10000 10300 300 i, = 0,030000
2 10300 10600 300 i, = 0,029126
3 10600 10900 300 iy = 0,028302
4 10900 11200 300 i, = 0,027523
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En la tabla se observa también que el interés de cada periodo es siempre el mismo,
y ademéas puede verificarse que es indistinto calcularlo en cualquier periodo al 3 %
sobre el capital al inicio de la operacion, o a la tasa efectiva sobre el capital al inicio
de cada periodo, lo que permite, como ya se dijo, asimilarlo a una capitalizacion
compuesta cuyas tasas son variables decrecientes, como se comprueba al hacer:

C,,, = 10000 x (1 + 0,03) x (1 + 0,029126) x (1 + 0,028302) x (1 + 0,027523)
C,,, = 11200
Cada una de las tasas periddicas, ademas de obtenerse por el concepto de varia-
cién relativa, se pueden calcular a partir del modelo deducido para la tasa i, en el punto

anterior. Si se desea comprobar la validez de dicha relacién, se aplica para un periodo
cualquiera, por ejemplo, para h = 3y se tiene:

Iy = 008 = 0,028302
1+ 0,03 (3-1
Coincidente con la resultante de hacer:
. 10900 - 10600 — 0,028302

° 10600

2.1.6. Tasas equivalentes con la tasa de interés simple

Si se desea calcular una tasa efectiva para una unidad de tiempo cualquiera, equi-
valente en un mismo plazo t a una tasa de interés simple para la misma unidad u otra
(o equivalencia entre interés compuesto e interés simple), se proponen las siguientes
relaciones:

N St
+i) =0+, U)

y cuando el plazo contiene n unidades de tiempo: (1 + /)" =1+i®n

En ambas relaciones de igualdad se observa que el tiempo no se puede simplificar,
de manera que al despejar se obtiene una relacién que financieramente implica que la
tasa a calcular depende del plazo en que se realice la operacion. Esto permite advertir
que cuando se utiliza una misma tasa de interés simple para distintos plazos, resultan
tasas efectivas equivalentes distintas.

Es conveniente mencionar que en la bibliografia tradicional se acostumbra a decir
que en el interés simple las tasas proporcionales son equivalentes. Esto se debe a que
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al calcular los intereses proporcionalmente al tiempo y a la tasa de interés simple es
indistinto hacerlo con las tasas periédicas o con tasas subperiédicas proporcionales a
la periddica ya que se obtiene el mismo valor final.

2.2. Operaciones de descuento en el campo discreto

En este punto se realizaran los analisis y las deducciones necesarias que posibiliten
encontrar el modelo mateméatico para calcular el valor actual de un capital Cn, dispo-
nible en t = n, sometido a una operacion de descuento en el intervalo[0; n].

Para ello se proponen a continuaciéon las condiciones sustanciales mas usuales
en la practica financiera, comercial y bancaria que permitiran encontrar las distintas
férmulas de célculo, segun las pautas establecidas.

Asi también, con el objetivo de facilitar los desarrollos e interpretacion de los
modelos a obtener, las demostraciones se fundamentaran teniendo en cuenta que el
interés y el descuento no son sino dos caras de una misma moneda y que todo factor
de capitalizacion tiene su reciproco que es el descuento o viceversa.

2.2.1. Descuento compuesto mediante una ley discreta definida

por tasas periddicas de descuento y de interés variables

Encontraremos el modelo que permita calcular el valor C, como el valor actual o
valor capital de descuento de C, en el intervalo [0;n] si se fija como condicién sustan-
cial para la valoracion de capitales las siguientes tasas periddicas de descuento para
los respectivos periodos de descuento, a saber:

d,p/U,;d,p/U,;....;d, p/U ;... d p/U

Gréficamente:

— dh

Co C1 Cz Cn Ch C,H Cn

| 1 | /L I I /L I |
T T 77 T T 77 T

0 1 2 h-1 h n-1 n

Con esta informacion se podra entonces deducir el modelo correspondiente para la
valoracién del capital con anterioridad a su disponibilidad y calcular el valor ent = 0
como asi también la obtenciéon del factor de descuento para el plazo total. Para ello
debe recordarse que en el capitulo 1 se obtuvo el factor periddico de descuento para
el h—ésimo subintervalo contado a partir de «0», resultando que:

C,, =C,(1-d,)

h-1
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Si ahora se deseara obtener el capital C,_, al inicio del primer periodo de descuento,
en sentido retrospectivo del tiempo, a partir del capital C , con idéntico razonamiento
se llega a la siguiente igualdad:

C.,=C (1-d)

De esta forma, por aplicacion sucesiva de los factores periddicos de descuento se

logra:

c.,=¢C

n-2

1-d,)=C (1-d)(1-d)

n-1

C.,=C.,(1-d,)=C (1-d)1-d,)1-d.,);

n-3
el valor actual de C, «n» periodos antes de su disponibilidad tiene como modelo el
siguiente:
Co=C,(1—d)(1-d ). (1-d,)..(1 —d)

Donde (1 —d)(1-d ,)..(1-d,)..(1—d,) eselfactor de descuento para el plazo
fotal o sea para el intervalo [0; n] ya que es el valor por el cual se debe multiplicar al
capital C, para obtener su valor actual C

Este modelo es el que se obtiene cuando se establece como condicién sustancial
tasas de descuento variables o flotantes, y al descuento se lo denomina «compuesto»
porque la tasa de descuento se aplica retrospectivamente, o sea, desde el vencimiento
hasta el momento de calcular el valor actual sobre el capital al inicio del periodo de
descuento, que esta disminuido en el descuento practicado en el periodo anterior.

Por lo desarrollado debe decirse que el conjunto de tasas de descuento propuestas
también constituye una ley discreta de valoracién porque permite encontrar los valores ca-
pitales en los extremos de los periodos en los que se ha partido el intervalo de valoracion.

Por otra parte, existe la posibilidad de calcular el valor actual utilizando las tasas
de interés, de manera que si consideramos el conjunto de tasas dadas en el punto
2.1.1, por la reciprocidad con el factor de capitalizacion puede obtenerse el factor de
descuento y asf, a partir de la relacion de valor final con tasas de interés variables, se
tendré el valor actual:

C,=C,(1+i) (A +i)t (i)t (d+i)

0
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2.2.2. Descuento compuesto mediante una ley discreta definida

por tasas periddicas de descuento y de interés constantes

La propuesta es ahora encontrar el modelo matematico que permita calcular el
valor C, como el valor actual de C, en el intervalo [0; n] si para la valoracion se fija la
siguiente condicion: Para unidades de tiempo o periodos iguales las tasas de interés y
de descuento periddicas seran constantes.

Para lograr el propésito sélo basta con reemplazar en el factor de descuento con
tasas de descuento variables del punto anterior por una tasa «d» constante, resultando:

C,=C,0-d(-d)1-d)..(1-0);
y por la propiedad del producto de potencias de igual base se obtiene:
C,=C,(1-d)
El modelo obtenido corresponde al calculo del valor actual cuando se pacta una

tasa de descuento constante para toda unidad Uy (1 — d)" es el factor de descuento
con tasa de descuento constante.

También es posible verificar que el descuento en el intervalo [0; n] sera:
D =C-C,=C —C (1-d)
D =C [1-(1-d)]

Ademaés, y de acuerdo a lo visto en el punto anterior, si se suponen tasas de interés
constantes, puede calcularse el valor actual de la siguiente manera:

C,.C.(A+inN"y

0

D,=C,—C,(1+iy"

D =C [1-(1+1i)"]es el descuento.
Por otro lado, debe destacarse que (1 + /)" es el factor de descuento para el plazo

total con tasa de interés constante, y que es una funcion exponencial con respecto a la
variable de capitalizacion, decreciente y convexa segun la siguiente figura:
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También debe tenerse en cuenta que la funcién «valor actual» es decreciente con
respecto a la tasa, ya que si la misma aumenta también aumenta el descuento y por lo
tanto disminuye el valor actual.

» Observaciones: es conveniente aqui sefialar dos:

a) El descuento compuesto (racional o comercial) visto en este punto es muy poco
utilizado en las operaciones comerciales a corto plazo, y menos ain con el uso de
tasas variables. De los factores obtenidos para evaluar capitales con anterioridad a
su disponibilidad es muy importante el de la forma (1 + /)™ por su aplicacion en el
ambito de actuacion del contador para la toma de decisiones en la teoria de inversion
tal como se vera mas adelante.

b) Una aclaraciéon muy relevante es con respecto al uso de distintas denomina-
ciones para referirse al concepto de descuento. En efecto, se acostumbra a decir
que el descuento es racional o0 matematico cuando para su calculo se aplican tasas
de interés sobre el valor actual, y se habla de descuento comercial cuando el mismo
resulta de la aplicacion de tasas de descuento (o adelantadas) sobre el valor nominal.
Este autor sugiere no hacer distinciones ya que el concepto de descuento es Unico
y solo existen métodos de calculo que implican el uso de tasas distintas que, si son
equivalentes, arrojan el mismo resultado.

2.2.3. Tasas equivalentes en el descuento compuesto

Incorporados estos nuevos temas y sentado el concepto de equivalencia de tasas,
se pueden proponer nuevas aplicaciones del mismo, por ejemplo:

a) Calcular la tasa media de descuento constante equivalente a un conjunto de n
tasas de descuento variables para periodos constantes:

(-dr=0-d) ..(1-d)..(1-d ) (1-d)

b) Calcular la tasa de descuento constante para una cierta unidad U equivalente a
una tasa de interés constante para otra unidad U’, o viceversa resulta:
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(1= d ) = (1+i,) v

En esta igualdad, si ambas tasas estan referidas a una misma unidad de tiempo para
obtener una u otra, se aplicaran las siguientes relaciones ya expuestas en el capitulo 1:

go 9
1-d

c) Calcular la tasa de descuento para una unidad U equivalente a otra de descuento
correspondiente a una unidad U";

(1-d) = (1-d,)

Cabe aclarar que cuando se enuncia una tasa nominal de descuento para un periodo
cualquiera correspondiente a una frecuencia de capitalizacion subperitdica, al igual
que lo establecido con las nominales de interés, se debe determinar la de descuento
para el subperiodo mediante un calculo proporcional. Si luego se desea conocer la
tasa de descuento para el periodo, se plantea la relacion de equivalencia anterior.

PROBLEMA DE APLICACION N° 6

Sabiendo que se necesita evaluar un capital de $ 20000 tres meses antes de su
disponibilidad, y que para ello las partes han convenido fijar tasas de descuento
mensuales variables para cada uno de los meses comprendidos en el plazo, siendo
las respectivas tasas: 3 %; 3,5 % y 4,5 %. Se solicita:

a) Calcular el valor actual del capital.

b) Determinar la tasa de descuento constante mensual equivalente a las tasas varia-
bles y su correspondiente de descuento anual.

c) Calcular la tasa de interés mensual equivalente a la de descuento mensual deter-
minada en b.

Solucion
a) C, = 20000 (1 -0,03) (1 - 0,035) (1 —0,045) = 17878,55
b) (1-d)®=(1-0,03) (1-0,035) (1-0,045) = d = 0,036687

360/30

1-d,. =(1-0036687) - d,_ =0361429

anual

0,036687

=  =0,0380842
“(1-0,036687)

c)i=
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PROBLEMA DE APLICACION N° 7

Para operaciones de descuento, un banco de plaza anuncia una tasa nominal anual
de descuento del 21 % para una frecuencia de 45 dias.

Se solicita:

a) Calcular la tasa de descuento a aplicar para una operacion a 45 dias.

b) Si para el mismo plazo se desea aplicar tasa de interés, {cudl es la tasa nominal
anual de interés que deberia publicarse manteniendo las condiciones sustanciales
iniciales?

c) Calcular la tasa efectiva anual de descuento a partir de la tasa efectiva de interés
para 45 dias.

Solucion

a)d, =0 23162 45 = 0,025890

b)i, = a 98%5285%%0) = 0,026579; por lo tanto la TNA de interés para 45 dias, sera:

J.s = 0,0265793 x 3%3 = 0,215585; 0 bien TNA,, = 21,55 %

c)1-d,, = (1+i,)%®
1-d,, = (1 + 0,026579)3%
d365 =1-0,808342

d,., = 0,191658

2.2.4. Operaciones de descuento en el régimen simple
Al tratar las operaciones de capitalizacion, cuando se establece como condicion
sustancial una tasa de interés simple, en el punto 2.1.5., se obtuvo como valor final:

C,=C,(1+i%n)

Donde la expresion entre paréntesis constituye el factor de capitalizacion en el
régimen del interés simple y como ya se ha expresado repetidamente, todo factor de
capitalizacion tiene su reciproco de descuento, por lo tanto si se quiere calcular el valor

actual en esas condiciones corresponde hacer:
C
j— n
Co - .
(1 +i®n)
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0 bien,

C,=C, (1 +in)"
por lo tanto el descuento sera:
C
D = cC - —n
onl (1 +i%n)
1
Bon = Co| 1= T om) ‘

A este descuento se acostumbra denominarlo descuento racional o matematico,
siendo una forma particular de calculo que utiliza para ello una tasa de interés, en este
caso una tasa de interés simple.

En cambio, se lo denomina descuento comercial simple cuando se fija una tasa de
descuento para la unidad U como un coeficiente de proporcionalidad que se aplica
sobre el valor nominal, y el calculo se realiza en forma proporcional a ese valor y al
tiempo. Para obtener los modelos correspondientes se simboliza con d® a la tasa de
descuento simple, resultando:

$1 — 1U — d»®
$1 — nU — d¥xn
$C — nU — C xi®n

Donde C, x d¥x n es el descuento comercial simple, que por ser el mas sencillo de
todos en cuanto a su forma de calculo, es el mas utilizado en la practica comercial.
Para obtener el valor actual se hace

C,=C, -C xd“xn
y se obtiene

C,=C (1-d¥n)

En este modelo se debe cumplir una condicién para que la operacion de descuento
no pierda sentido financiero. Puede observarse que cuando d®x n es igual a 1 se
anula el valor actual, hecho que puede ocurrir en el corto plazo cuando las tasas son
muy elevadas o cuando el vencimiento del documento fuera de muy largo plazo. Si
d® x n fuera superior a 1 el valor actual serfa negativo y significaria que el titular del
documento al descontarlo, ademas de no recibir suma alguna, deberia pagar una dife-
rencia. Para que ello no ocurra debe ser:
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1-d9%xn>0
d¥xn <1
d® < 1/n

es decir que la tasa de descuento simple tiene que ser menor a 1/n para que no anule
el capital, o expresado de otra manera, el nimero de periodos debe ser menor a 1/d®.

Habiendo desarrollado los dos tipos de descuento simple, puede plantearse una
nueva relacion de equivalencia de tasas entre la de descuento simple y la de interés
simple, a saber:

—1  —1-gvn
14+ i%n
de donde al despejar se tiene:
o - dv y o P
1-dn 1+ i%n

* Observacion importante: Si a partir del modelo de calculo del descuento racional
visto antes:

- -1
Pon = G, (1 +i%n)
operando convenientemente se logra:
its)
Dy, = C,x T X0

y reemplazando por el valor d® obtenido en el punto anterior se llega a:
= )
Dy C,xd®xn
que no es otra cosa que el descuento comercial. Esto demuestra que si se cumple
la relacion de equivalencia entre las tasas i y d® es indistinto el calculo de una forma

u otra. Por este motivo, y como ya se ha dicho, se sostiene que es innecesario dar
distintas denominaciones a los descuentos.
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PROBLEMA DE APLICACION N° 8

Para calcular el valor actual de un pagaré de $ 13500 que vence dentro de 120 dias,
se ha aplicado una tasa de descuento comercial simple del 36,50 % anual. Se solicita:

a) Calcular el valor actual y el descuento.

b) Calcular la tasa de interés simple anual equivalente a la de descuento simple.

c) Verificar que resulta indistinto el célculo del descuento aplicando una u otra tasa
sobre los valores capitales correspondientes.

Solucién
a) C,= 13500 (1 -0,365 522 ) = 11880 = D = 13500 — 11880 = 1620
b) ¥ = % = 0,4147727

T 365

_ 120 _
c) D = 13500 x 0,3650 x 365 = 1620

— 120 _
D =11880x0,4147727 x 365 — 1620

PROBLEMA DE APLICACION N° 9

Dos empleados de una financiera han calculado el valor actual de un pagaré
que vence en 180 dias. Uno lo hizo aplicando descuento comercial simple y el otro
descuento racional simple. Si la tasa aplicada en ambos casos es 0,018 para 30 dias y
han arribado a un valor actual que difiere en $ 368,45, se solicita:

a) {Cual es el valor nominal del pagaré?

b) Determinar el valor maximo que puede alcanzar una tasa de descuento comercial
simple para 30 dias para que en el plazo de 180 dias no anule el valor actual.

Solucién
a) VA Dto. Rac. — VA Dto. Com. = 368,45

X (1 + 0,018 x6)"—X (10,018 x6) = 368,45
X = 35000

b) d < % = d¥ = 0,1666667
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PROBLEMA DE APLICACION N° 10

A continuacion se propone un problema que muestra una operacion de descuento
en la préactica bancaria:

Un banco otorga un préstamo de $ 5000 a sola firma con vencimiento a los 122
dias. En el comprobante de la operacién que recibe el cliente figura que la tasa nominal
anual es el 54,80 %, la tasa efectiva mensual el 5,1 % y que el monto de los intereses
que le deducen el dia del otorgamiento es de $ 915,84. A los efectos de mostrar e
interpretar la operatoria, se solicita:

a) Identificar la operacion pactada.

b) Verificar sila TEM (tasa de interés para 30 dias) es la que resulta de la operacion.

c) Obtener la tasa de descuento o adelantada para 30 dias aplicada al caso en
cuestion.

d) Verificar si los intereses reclamados son correctos aplicando la tasa obtenida en
byc.

e) Justificar como procede el banco para llegar a la tasa nominal publicada.

f) Formular consideraciones con respecto al sentido financiero de la aplicacion de
tasa adelantada y el cobro de intereses anticipados.

Solucion
a) Es un préstamo que se concreta a través de una operacion de descuento.

b) Tiempo de descuento: 122 dias.
Valor Actual: 5000 — 915,84 = 4084,16

C, = 5000 (1 + 0,051)7'22%0 = 4084,16

Por lo tanto se aplica la tasa pactada.

_ 0051 _
©) 0y = 5 o057 = 0048525

d) Intereses: 5000 [1 — (1 + 0,051)7'%?3%] = 915,84;

o Intereses: 5000 [1 — (1 — 0,048525)%%3°] = 915,84

e) La tasa nominal anual publicada es una tasa nominal de descuento corres-
pondiente al plazo de la operacién, que es de 122 dias, y se obtiene de la siguiente
manera:

Primero se debe buscar la tasa de descuento efectiva para 122 dias:

1-d,, = (1-0,048525)2% = d _ =0,183137
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Luego se busca la nominal proporcional a aquélla:
TNA = 0,183137 x 362 = 0,5480 0 54,80,%

Conocida esta tasa, que responde a la tasa efectiva vencida prefijada para 30 dias y
que el banco transcribe en tablas previamente construidas, el célculo de los intereses
es inmediato y sencillo:

Intereses: 5000 x 0,5480 x % = 015,84

Esta forma de célculo sencilla hace aparecer el descuento de una manera tal que se
lo confunde con el descuento comercial simple.

f) Los intereses anticipados constituyen un método de célculo que no responde al
sentido financiero del interés ya que el mismo se genera por el transcurso del tiempo
y no se produce en forma espontanea. Carece de sentido hablar de intereses anti-
cipados dado que es una arbitrariedad manifiesta, ya que los intereses deben ser
vencidos y exigibles luego del uso y goce de un capital y ademas incoherente con el
concepto de operacion financiera como intercambio no simultaneo de capitales. Es
una forma de calculo enganosa, ya que en realidad se recibe o se da una suma menor,
para luego devolver o percibir al vencimiento un capital que incluye el interés efectivo
como lo demuestra el ejercicio practico propuesto.

2.3. Valoracién de las operaciones financieras simples en condiciones

de inestabiliad monetaria

En los puntos anteriores se han evaluado las operaciones financieras simples en
distintas condiciones substanciales y bajo el supuesto de estabilidad monetaria. Ahora
se propone la valoracion con un patron moneda de poder adquisitivo cambiante. Los
modelos obtenidos siguen teniendo validez porque constituyen la base para realizar
las correcciones incorporando a ellos los conceptos correspondientes, y entonces
hacer un anélisis financiero valido cuando se producen variaciones en la unidad de
moneda considerada para la valoracion.

En el capitulo 1, puntos 1.8 y 1.9 se han introducido los conceptos de tasa de infla-
cién y tasa real y se obtuvo el factor peridédico de correccion monetaria. A partir de
esos temas se efectuaran las consideraciones necesarias para poder realizar la valo-
racion en un contexto de inestabilidad monetaria cuando el plazo contiene mas de una
unidad de tiempo.

Para ello se debe tener en cuenta que las tasas de inflacién registran una variacion
continua, con un comportamiento acumulativo, similar a una tasa de interés efectiva, ya
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que el incremento de precios en un periodo se aplica sobre el precio del periodo ante-
rior. Ademés son variables, ya que en términos relativos no permanecen constantes.
Por otro lado debe observarse que las operaciones financieras son prospectivas, por
lo que para comparar en el tiempo valores capitales expresados en un patrén moneda
en constante pérdida de capacidad adquisitiva, se debera recurrir a correcciones que
utilicen una tasa de inflacién correctamente calculada o aceptablemente estimada.

Es asi que para cuantificar el fenémeno inflacionario se utilizan indicadores llamados
«indices» que resumen precios de conjuntos de bienes y/o servicios, o cantidades de
moneda necesarias para adquirir esos bienes y/o servicios. Las técnicas para la elabo-
racion de los mismos las provee la Estadistica por lo que este trabajo no se ocupara
de analizar su construccion. Generalmente se utilizan indices del tipo Laspeyres, que
expresan los valores de las cantidades Q adquiridas en el periodo base a los precios
P del periodo h al cual se desea efectuar la correccion, con relaciéon a su valor a los
precios del periodo base, o sea:

_ ZQOPh
/[O;h] - ZQoPh

Con respecto a los numeros indices debe tenerse en cuenta para su mejor interpre-
tacion algunas cuestiones, a saber: las razones que motivaron que un determinado
ano se tomara como base; que son ponderaciones que no permiten apreciar las varia-
ciones generales de un conjunto econémico; que ninguno es perfecto ni sirven para
todo; que la informacién que brindan depende de la fuente que lo elabora, entre otras.

Al momento de escribir este material el indice vigente en nuestro pais es el Coeficiente
de Estabilizacion de Referencia conocido como CER 'y es elaborado por el INDEC.

Si se acepta que / denota el indice considerado y debe efectuarse una correccion
monetaria entre dos fechas cualesquiera, por ejemplo, t” y t' siendo t” < t', el factor
para corregir un capital disponible ent” y expresarlo en moneda del momento t', seré:

l..

_
1 Py =

y la tasa de inflacién para el mismo plazo

Por otro lado, si se quiere determinar la tasa real en una operacion financiera simple
se aplicara el modelo conocido:

T+i=00+n0+F
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Expresion en la que las tasas deben estar referidas a una misma unidad de tiempo.

Si las tasas de inflacion tienen un comportamiento variable, es conveniente, en una
operacion que contiene n unidades de tiempo, calcular la tasa de inflacion constante
para luego incorporarla en el modelo anterior. La misma se calcula aplicando la media
geométrica como se dijo al desarrollar el tema de equivalencia de tasas:

A+F)O+F) .. O+F). . (+F)=0+F)

Con lo expuesto hasta aqui se esta en condiciones de evaluar operaciones finan-
cieras simples en un contexto inflacionario. Los dos problemas mas frecuentes que
pueden presentarse son:

a) que conocida la variacion en los precios haya que ajustar los capitales;

b) que definida la operacioén financiera y determinados los ingresos y egresos deba
calcularse la tasa real de rendimiento implicita en el intercambio.

PROBLEMA DE APLICACION N° 11

Se prevé realizar un deposito a plazo fijo indexado de acuerdo a un determinado
indice de precios. Dicho depdsito de $ 20000 se efectla por 120 dias y la tasa nominal
anual para esa frecuencia de capitalizacién es del 5 % a aplicar sobre el capital ajus-
tado, y se sabe que el indice de precios a la fecha de inicio es 1,03486 y a la fecha de
finalizacion 1,29778.

Se solicita:

a) Calcular el capital a retirar el dia del vencimiento.

b) Determinar la tasa de inflacion resultante para el lapso de los 120 dias y su
correspondiente tasa media constante para 30 dias.

c) Calcular la tasa efectiva anual aparente que deberia anunciarse para que resulte
indistinto invertir a esa tasa o0 mantener las condiciones iniciales.

Solucién
365, _
a)J (120 ) =0,05
Debe destacarse que siendo el 0,05 una tasa nominal anual a partir de la cual se
obtendra la tasa para 120 que se aplicara sobre el capital ajustado la tasa resultante

sera real.

_ 120 _
Fio0 = 0,05 562 = 0016438

57



C... =200001:29778 4 1 016438 = 254935
120 103486 :

b) £, = %— 1= 0,254063; por lo que

Fy = (1,254063)*2° -1 = 0,05823

c) Partiendo de (1 + ja) = (1 + 1) (1 + r); tenemos que:

(1 +1,,,) = (1+0,254063) (1 + 0,016438)
I, = 0,274677 para 120 dias y su equivalente anual sera:
I s = (1 +0,274677)*%120 - 1= 1,092148 6 109,2148 %

PROBLEMA DE APLICACION N° 12

Un banco tiene que anunciar una tasa nominal anual aparente para ofrecer opera-
ciones de crédito a 30 dias. Para determinar la misma debe tener en cuenta las
siguientes premisas:

—Prever una tasa de inflacién anual del 22 %.

—Asegurarse una tasa real para 30 dias del 1 %.

Se solicita:

a) Calcular la tasa de interés aparente para 30 dias que deberia cobrar el banco.

b) Calcular la TNA que debe publicitar en funciéon de lo propuesto.

c) Calcular la tasa efectiva anual aparente resultante.

Solucién
a) (1 + F30)365/30 =122

F,, = 0,0164782
(1 +1i,) = (1,0164782) (1+0,01)
i, = 0,0266430

b) TNA =0,0266430 x %

TNA = 0,3241565

c) (1 + ia(365)) = (1,0266430)®%0 = ja(365) = 0,3770
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2.4. Valoracién de capitales mediante leyes continuas

En la introduccién de esta unidad se dejé pautado que al final se trataria la valora-
cién de capitales en el campo continuo. Para ello sera necesario definir como condicion
sustancial para todo punto del intervalo de valoracion la tasa instantanea de rendimiento.

2.4.1. Ecuacion diferencial del rédito
Para obtener la ecuacion diferencial del rédito debe tenerse en cuenta la expresion
de esta tasa instantanea conforme a lo visto en el Capitulo 1:

d(InC) = 0
g con p(t) >

p(t) =

PY es una medida indicadora de la fuerza del crecimiento del valor capital en opera-
ciones de capitalizacion y del decrecimiento en operaciones de descuento.

Ademaés, siendo

puede escribirse C’, utilizando la notacion practica a partir de la expresion analitica
de la diferencial:

resultando la ecuacion:

dC = C xp,xat

Esta Ultima es conocida como la ecuacion diferencial del rédito porque permite
encontrar un valor aproximado del rédito producido por el capital C, en un intervalo
infinitésimo d, en funcién de la tasa instantanea.

Observando esta ecuacion puede concluirse que:

El rédito es proporcional al tiempo dt con un coeficiente de proporcionalidad igual
a la tasa instantanea y que el mismo se origina sobre el capital al inicio del intervalo
infinitésimo considerado, el cual tiene acumulado los réditos generados por el capital
C, hasta el momento ¢y los generados en ese intervalo se acumulan a Ct para producir
nuevos intereses en el instante siguiente. Esto permite afirmar que la esencia del
interés es compuesto porque la capitalizacion se produce en forma continua.
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2.4.2. Férmula general de capitalizacién y descuento

Interpretando la ecuacién diferencial del rédito como indicadora del interés en un
intervalo infinitésimo, se puede pensar en la posibilidad de determinar el rédito total
para el intervalo [0; n] . Para ello se recurre al calculo integral.

Integrando en ambos miembros en la ecuacion diferencial del rédito, se tiene:

J dC[=J Cxp,xadt
<0 0

Al resolver el primer miembro resulta:

J dc,= C| =C-C, =1
<0

0

[0:n]

que es el interés para el plazo total.

Por otra parte, retomando la ecuacion diferencial y siendo C, # 0

e integrando en ambos miembros

"ac, J ”
— | pyxat
jo Cf 0

donde el primer miembro de la igualdad se puede resolver, pero no asi el segundo,
puesto que depende de la expresion analitica que tome la tasa instantanea p® debiendo
cumplir la condicién de ser una funcion positiva e integrable. Operando conveniente-
mente se obtiene:

j d(/an)—J p)xdt = InC,
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por lo tanto:

wn

InC, = InC, = J p(f) x dt

0

aplicando propiedad de logaritmos:

Cn _ Im
In == = p(t) x dt
CO 0

y para finalizar, por definicion de logaritmo neperiano se tiene que:

n

Cn o p(t) x dt
=g
C, ’
n
p(t) x dt
= J0
Cn=Cge

De esta manera queda determinado el valor final C_adquirido por el capital inicial C,
en el intervalo [0;n] en funcién de la tasa instantanea de rendimiento que define una ey
de capitalizacién continua. ‘n

En la igualdad hallada, la expresion e”¢ PWdtconstituye el factor de capitalizacion
para el plazo total ya que permite calcular el valor ent = n de cada unidad de capital
disponible ent = 0.

Por otro lado, sabiendo que todo factor de capitalizacion tiene su reciproco que es
el factor de descuento, se podra aplicar para el célculo del valor actual la siguiente
relacion:

Los modelos de valoracién obtenidos permiten calcular los valores finales vy
actuales previa definicién de la operacién financiera mediante la tasa instantanea de
rendimiento, y segun el tipo de funcion positiva e integrable que se le asigne a p(t) se
tendran los sistemas particulares de capitalizacion.

2.4.3. Sistemas particulares de capitalizacién en el campo continuo

Como se ha visto en este capitulo, existen dos sistemas de uso corriente en la
practica comercial y bancaria y ellos son, para nombrarlos como generalmente se los
menciona, el interés compuesto a tasa constante y el interés simple. De este modo,
segun la expresién analitica que tome p(t) definiré sendas leyes de capitalizacion.
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2.4.3.1. Valoracion a una tasa instantanea constante

Si para la valoraciéon de capitales con posterioridad o anterioridad a su disponibi-
lidad se le asigna a la tasa instantanea un valor constante al que se simboliza con 8
y sabiendo que debe ser positivo, resulta una ley de capitalizacién con validez en el
intervalo de valoracion [0;n] siendo que 0 <t < n, 0 sea que:

p)=58ys>0

si se reemplaza en el factor general, y siendo p(f)=8 que es una constante por
propiedad de integrales, resulta:

Queda asi determinado el valor final C_adquirido por el capital inicial C, en el inter-
valo [0;n] en funcion de la tasa instantanea de rendimiento, cuando la misma tiene una

fuerza o intensidad constante. Por otra parte, teniendo nuevamente en cuenta la reci-
procidad de los factores de capitalizacion y descuento, podra calcularse el valor actual
de la siguiente manera:

C,=Ce o

2.4.3.2. Relacion entre la ley continua a tasa instantanea constante

y el interés compuesto a tasa periodica constante

Recordando que la tasa instantanea es la derivada de la funcién capital sobre la
misma funcién sin derivar, y que la funcion capital por unidad de moneda en el interés
compuesto con tasa periddica constante es (1+i/)!, haciendo:

D@+
t e
PO (1 +iy

Y teniendo presente que la derivada de una funcién exponencial es igual a la funcién
por el In de la base:
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Simplificando resulta:
p) = In (1+i)

que es un numero constante y positivo.
A su vez, si se aplica el concepto de equivalencia entre leyes se tiene:

e = (14i)
ned=In(1+1)
slne=In(1+/) ycomoellne =1

s=In(1+1i)
Con lo expuesto se justifica que resulta indistinto evaluar un capital en el campo

discreto a una tasa periédica «i» 0 hacerlo en el campo continuo a una tasa instantanea
«f» Si las mismas son equivalentes.

PROBLEMA DE APLICACION N 13

Sabiendo que se coloca un capital de $ 1200 a 120 dias a una tasa instantanea
constante para 30 dias del 2 %, se solicita:

a) Calcular el capital al vencimiento.

b) Calcular la tasa de interés periddica equivalente a la tasa instantanea.

c) Verificar que utilizando la tasa de interés periédica se obtiene el mismo valor final.

Solucién
120
a) C,,, = 1200 x %% *30

C,,, = 1299,94

b) (1 + ,‘30)4 — g002x4
(1 +i,)" = 1,083287
j,, = 0,020201

de donde se deduce que es | = e°—1
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c) C,,, = 1200 x (1 + 0,020201)*

C,,, = 1299,94

2.4.3.3. Valoracién a una tasa instantanea decreciente:
ley continua de capitalizacién simple

Si ahora para la valoracion de capitales con posterioridad o anterioridad a su dispo-
nibilidad se define a la tasa instantanea con la siguiente funcién:

i
ERESC

p(t)

reemplazando en el factor general de capitalizacion queda:

0

C,=C,e-

y aplicando la derivada logaritmica de la funcién y resolviendo la integral:

d|

In(1 + i)y ‘

— et +i["

C, =C,en il

C = (C ehd +ny = In(1 + i®0)
n 0

ycomoelln1 =20

C = Coe’”“ + i) y g +i%) _— 1+ /6n
n

resulta:

que corresponde al valor final expresado con el factor de capitalizaciéon en el interés
simple visto al tratar la valoracion en el campo discreto.
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* PROBLEMAS RESUELTOS

1. Una empresa metallrgica obtiene de un banco un préstamo de $ 15000 que
se formaliza mediante la firma de un documento por ese monto con vencimiento a
120 dias pactandose una tasa nominal anual de interés anticipado del 32 % para esa
frecuencia de 120 dias. En el dia del otorgamiento le acreditan el monto resultante de
descontar los intereses correspondientes y un 3% en concepto de gastos varios.

Se solicita:

1.a) Calcular el monto a acreditar por el banco.

1.b) Determinar la tasa nominal anual de interés vencido para la frecuencia de 120
dias que deberfa publicitarse para que sea equivalente a la pactada.

1.¢) Calcular tasa implicita para 30 dias resultante para el deudor en la operacion de
préstamo dada.

1.d) Calcular la tasa real para 30 dias indicadora del costo para el deudor si en
los sucesivos periodos de 30 dias que durd la operacién se registraron las siguientes
tasas de inflacion: 0,7 %; 0,9 %; 1,2 %y 0,8 %.

Solucién
1.a)
0, =032 = a, =032 x% = 0,105205

Gastos: 15000 x 3 % = 450

C, = 15000 x (1 — 0,105205) — 450
C, = 12971,91

1.b)

(1 + i120) = (1 —(1120)’1

(1 +i,,) = (1-0,105205)"
/120 = 0,117575

_ 365 _
= TNA,,, = 0117575 x 5> = 0,357624
1.c)
15000 x (1 + x)* = 12971,91
1+ x =(12971,91)" = x = 0,036983

1.d)
(i) =0 +i)x( +Fy )

1,036983* = (1 + 7)* x {(1,007) x (1,009) x (1,012) x (1,008)}
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(1 + jye — 1:166343
1,036482
i = 0,0277351

2. Un ahorrista esta analizando un corte de la hoja resumen de su caja de ahorros,
segun el siguiente detalle:

Fecha Concepto Débitos Créditos Saldo

18/10/06 Depdsito en efectivo 20300,00 20300,00
01/11/06 Acreditacion de intereses 24,89 20324,89
01/11/06 Mantenimiento de cuenta 5,00 20319,89
01/12/06 Acreditaciéon de intereses 41,28 20361,17
01/12/06 Mantenimiento de cuenta 5,00 20356,17

Se sabe que la entidad acredita los intereses y debita los gastos a la 0 (cero) hora
del primer dia del mes siguiente al de su devengamiento.

Se pide:

2.a) Calcular las tasas efectivas anuales para cada uno de los meses de octubre y
noviembre que aplicé el banco para determinar los intereses.

2.b) Calcular la tasa implicita en los meses de octubre y noviembre respectivamente.

2.c) Si la tasa de inflaciéon para el mes de noviembre es del 0,9 % ¢Cuél ha sido el
rendimiento real obtenido ese mes”?

Solucién
2.a)
Mes de octubre (para 13 dias):

. 20324,89 -20300 _ P 36513 _4 —
fg= 50300 =0,001226 =i, (1 +0,001226) 1 = 0,035002

Mes de noviembre:

i = 203623;;9?59319-89 =0,002031 = i, = (1 +0,002031)%5% —1 = 0,024998

2.b)
Para octubre:

(1 +x,,) = 22813% 539 = 1,000979 = x,, = (1,000979)*/3 -1 = 0,002262

Para noviembre:

(1 +xy) =§g§f§§g =1,001785 = x,, = 0,001785
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2.c)

A+i)x@+hH=01+1i)

(1 +i)x(+0,009) =1+ 0,001785
i, =-0,00715

3. Un inversor deposité $ 33000 en una entidad que capitaliza los intereses a una
tasa de interés constante cada 30 dias, obteniendo al finalizar el plazo la suma de
$ 38269,88. Se sabe que los intereses del Ultimo periodo fueron de $ 933,41. Se soli-
cita a Ud. que calcule:

3.a) La tasa de interés efectiva para 30 dias pactada.

3.b) El plazo total de la operacion.

3.c) La tasa efectiva de interés anual equivalente a la obtenida en el punto 3. a.

Solucién

3.a)

Cn-w = cn - /[n—tn] = Cn = Cn—1 x(1+ i[n—T ;n])

C, , = 38269,88 - 933,41 38269,88 = 37336,47x (1 + 1, )
C,, = 3733647 1+, =0025

3.b)

38269,88 = 33000 x (1 + 0,025)"20
1,1596933 = (1 + 0,025)"®
log1,1596 = 3—%/og1 025

n = 180 dias

3.c)

lyes = (14 0,025)%5 1
lis = 0,350435

* PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Un matrimonio hace un afo realizé una inversiéon de $ 10000 en un banco que le
ofrecia dos alternativas:

a) plazo fijo ajustable por CER por un plazo minimo de un ano con pago de inte-
reses sobre el capital ajustado;

b) plazos fijos tradicionales.

Ante esta situacion el esposo opté por el plazo fijo ajustable colocando $ 5000 a un
ano a una tasa nominal anual para esa frecuencia del 3 %, y la esposa colocd $ 5000
en un plazo fijo tradicional durante el plazo de un afo con una renovacién semestral
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a una tasa nominal anual del 12,50 % correspondiente a una frecuencia semestral. Se
solicita:

1.a) Calcular la suma que recibié el esposo si el indice a la fecha de la colocacion
fue 2,5892 y al vencimiento 2,8447. R: 5658,20.

1.b) Verificar si en estas condiciones el esposo logra la rentabilidad minima anual
garantizada por el banco que, a moneda heterogénea, es el 12 % efectivo. R: supera
ese rendimiento y obtiene el 13,1639.

1.c¢) Calcular la suma que al final del afo recibi¢ la esposa si al momento de renovar
el capital y los intereses ganados al vencimiento del primer semestre le dedujeron el
1 % de sellado provincial sobre el monto renovado. R: 5638,89.

1.d) Obtener la tasa nominal anual a publicitar por el banco si en la inversion reali-
zada por la esposa la frecuencia de capitalizacion hubiera sido mensual. R: 12,1218 %.

2. Se ha realizado un depésito a plazo fijo indexado de acuerdo al indice de precios
al consumidor proporcionado por el INDEC. Dicho depésito de $100000 se efectud a
180 dias y la tasa nominal anual pactada fue del 3 % para la frecuencia de 180 dias, a
aplicar sobre el capital ajustado. Se sabe que los indices de precios fueron, a la fecha
de inicio, 2,8447, y a la fecha de finalizacién, 2,9789.

Se solicita:

2.a) Calcular el capital a retirar el dia del vencimiento. R: 106 266,79.

2.b) Determinar la tasa de inflacion resultante para el lapso de los 180 dias y su
correspondiente tasa media equivalente para 30 dias. R: 4,7175 %y 0,77123 %.

2.c) Luego de realizada la inversion lo consultan a usted a los efectos de analizar
el resultado si el banco en que efectud el depdsito hubiera indexado con el IPEC—
Santa Fe. Al indagar sobre la informacion correspondiente usted observa que para las
mismas fechas los indices fueron, al inicio 304,20 y al vencimiento 343,20. Si la tasa
pactada fuera la misma, se le solicita determinar la diferencia resultante en la tasa
aparente para 180 dias. R: 8,22451 % diferencia en los 180 dias.

2.d) Calcular la tasa de interés efectiva para 30 dias que deberfa obtener el inversor
para que en el plazo de los 180 dias pueda lograr el mismo resultado que si se hubiera
utilizado como indice de ajuste el IPEC-Santa Fe, en una operacion sin indexacion. R:
2,28431.

3. Un comerciante esta pensando en adquirir bienes de uso para su negocio, cuyo
precio de contado es, en el dia de la fecha, de $ 50000 y tiene las siguientes alterna-
tivas:

a) realizar la compra de contado, en el dia de la fecha;

b) postergar la compra por 120 dias y durante este tiempo depositar dicha suma:

b.1) en una cuenta de ahorro al 14,6 % nominal anual de interés con capitalizacion
cada 30 dias, o
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b.2) en un plazo fijo ajustado, estimando que la tasa de inflaciéon se mantendra en el
0,8 % para 30 dias y que obtendra un rendimiento real del 0,5 % cada 30 dias.

Se solicita:

3.a) Calcular el valor que obtendria en cada una de las alternativas dadas en b). R:
b. 1) 52443,54 y b. 2) 52659,46.

3.b) Si se estima que dentro de 120 dias los bienes de uso que necesita costaran
$ 52500: determinar la tasa de variacion relativa de precios para 30 dias que se estima
sufrira el valor de los bienes de uso. R: 1,227223 %.

3.c) Suponiendo que el comerciante opta por la alternativa b.2), determinar el
interés a moneda heterogénea y el interés a moneda homogénea resultantes de dicha
operacion. R: 2659,46 y 1040,16.

4. Suponiendo que en el sistema bancario se permiten constituir depdsitos ajusta-
bles de acuerdo a un indice financiero resultante de aplicar una media geométrica de
las tasas de interés para 30 dias pagadas por una entidad oficial y sabiendo que las
vigentes en las fechas que a continuacion se detallan son:

01/03 al 15/03 2,0 % p/30 dias
16/03 al 20/03 1,8 % p/30 dias
21/03 al 31/03 2,2 % p/30 dias
01/04 al 17/04 1,9 % p/30 dias
18/04 al 30/04 1,4 % p/30 dias

4.a) Determinar la tasa media del mes de marzo y la tasa media del mes de abril. R:
2,10727 % y 1,68303 %.

4.b) Elaborar el indice de ajuste correspondiente al 31/03 y al 30/04 si el indice al
28/02 es 100. R: 131/03: 102,10727 e 130/04 : 103,825766.

4.c) Si se realiza un depdsito ajustable de acuerdo a ese indice por una suma de
$ 30000 el 01/03 y se retira el 01/05, siendo la tasa nominal anual de interés del 15 %
para una frecuencia de capitalizaciéon de 30 dias, calcular el capital a percibir al venci-
miento. R: 31933,53.
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CAPITULO 3
Equivalencia de capitales.
Aplicaciones en el analisis de inversion

Antes de abordar el concepto de equivalencia de capitales es necesario decir que
para el tratamiento de este tema debe hacerse la introduccién a las operaciones finan-
cieras complejas. El mismo supone siempre el intercambio de varios capitales por uno o
varios por varios. Por este motivo, primero se aportaran las técnicas que faciliten la valo-
racién de conjuntos de capitales para luego aplicarlas en la equivalencia de los mismos.

3.1. Valoracién de un conjunto de capitales
Un conjunto de capitales es una sucesion de fondos o cantidades disponibles o
exigibles conforme a una sucesion de tiempos.

En el lenguaje de la Matematica Financiera se lo llama genéricamente Rentas y su
valoracién se basa en los conocimientos adquiridos al estudiar las operaciones finan-
cieras simples.

En la actividad profesional del contador se presentan muchos problemas que
requieren el conocimiento de técnicas para cuantificar dichos conjuntos, por ejemplo:
valoraciéon de flujos de caja, evaluacion de proyectos de inversion, constitucion de
capitales, amortizacién de préstamos, son algunos de los tantos casos de aplicacion.

En un gréafico temporal lo podemos representar de la siguiente manera:

CW C2 Ch Crr
| | | | .
0 1 2 h n
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Estos capitales pueden ser todos ingresos o todos egresos, o bien, algunos
ingresos y otros egresos, por lo que en este caso deberan representarse con distintos
signos.

Para evaluarlos es necesario saber que valor de un conjunto de capitales en un
momento dado es igual a la suma de los valores que dichos capitales tienen en ese
momento de acuerdo a las condiciones de valoracion fijadas o pactadas.

Simbdlicamente:

V.=VO+Ve+ +VO+  + V0O

El conjunto de capitales propuesto esté evaluado en un mismo momento «t». Puede
ocurrir que dicho momento sea:

- anterior a todos los vencimientos — el valor sera la suma de valores actuales o de
descuento;

- posterior a todos los vencimientos — el valor sera la suma de valores finales o
capitalizados;

- intermedio a todos los vencimientos — el valor seréa la suma de valores finales por
un lado y actuales por el otro.

En la préactica profesional del contador, el valor que mas se considera es el primero
de los mencionados ya que para hacer analisis de inversiéon es necesario evaluar los
flujos futuros de fondos que los distintos proyectos u opciones implican.

Con respecto a las condiciones de valoracion, las mismas pueden ser cualquiera
de las condiciones substanciales conocidas y estudiadas en la unidad anterior; pero
por las consecuencias sobre los resultados en la cuantificacion de los capitales podria
hacerse una clara distincion, similar a la propuesta por la profesora Blanca N. Quirelli
en su libro La valoracién dinamica de capitales.

* Que la valoracion se realice en una Unica ley de capitalizacion: esto ocurre cuando
se evalla en interés o descuento compuesto, o cuando se fijan tasas de interés o de
descuento constantes o variables aplicando en cada periodo la mima tasa.

* Que la valoracion se realice en distintas leyes de capitalizacion: es el caso en que
la valoracion se realiza a una tasa de interés simple o de descuento simple o cuando
en un mismo periodo se aplican distintas tasas de interés o descuento.

Asi como se destaco que lo mas usual es el calculo del valor actual de los conjuntos
de capitales es conveniente mencionar que por la indole de los valores que el contador
o el licenciado en administracion debe determinar en su profesién la condicién subs-
tancial mas utilizada en la practica es la tasa de interés constante. Esto se debe a que
en el mercado financiero cuando se habla de tasa de corte, tasa de oportunidad, tasa
de retorno o tasa sobre saldos, siempre se refieren a la tasa de interés vencido. Como
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consecuencia de ello el factor de descuento a aplicar sobre cada flujo que mas se usa
en la disciplina de la administracion financiera es (1 + /)~

PROBLEMA DE APLICACION Ne 1

Para modernizar equipos de trabajo una PyME prevé realizar una inversion de
capital al cabo de la cual efectuara la adquisicion de los mismos. Para ello deposita en
la fecha $ 2500, 60 dias mas tarde $ 3000, y 90 dias después de efectuado el depdsito
anterior $ 3200. Dichos depoésitos fueron efectuados en una entidad que anuncia el
6,935 % nominal anual de interés para una frecuencia de capitalizacion por cada 30
dias.Se solicita calcular la suma lograda a los 180 dias de la fecha.

Solucién
Este problema propone el calculo del valor final de un conjunto de capitales con
tasa de interés constante.

2500 3000 3200
| | | | | | | >
0 30 60 90 120 150 180
- 0,0693530 _ 4 o7
365

V,,, = 2500 (1 + 0,0057)¢ + 3000 (1 + 0,0057)* + 3200 (1 + 0,0057)
— 2586,7277 + 3068,9871 + 3218,24

= 8873,95

PROBLEMA DE APLICACION N° 2

Supdngase que el 16/10 de un determinado afo un comerciante posee tres cheques
diferidos por los siguientes importes y vencimientos, a saber:

$ 1200 con vencimiento el 31/10

$ 1500 con vencimiento el 15/11

$ 1700 con vencimiento el 10/12

Ante la necesidad de efectivo concurre a un banco de nuestro medio para nego-
ciarlos y le acreditan en su cuenta corriente, sin considerar gastos adicionales, el
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importe resultante de aplicar una tasa de descuento comercial simple para 30 dias del
2,5 %. Se solicita calcular el valor acreditado.

Solucion
Este problema propone el calculo de valor actual de un conjunto de capitales con
tasa de descuento comercial simple.

V.. =1200 (1 — 0,025 x13—50) + 1500 (1 — 0,025) + 1700 (1 — 0,025 x35—05)

16/10

V.., = 1185+ 1462,50 + 1622,08

16/10

V.. = 426958

16/10

3.2. Valor de un conjunto de capitales en funcién de su valor en otro punto

Con respecto a este tema hay total coincidencia entre los distintos autores sobre las
consecuencias resultantes de aplicar en la valoracion de capitales, interés y descuento
compuesto o interés y descuento simple. La diferencia entre ellos es la manera de
expresar sus conclusiones. Algunos hablan del libre desplazamiento de capitales en
el interés compuesto y no asf en el interés simple; otros hablan de infinitos puntos de
equivalencia en el interés compuesto y de un Unico punto en el interés simple; hay
quienes sostienen que en el interés compuesto la equivalencia se puede plantear en
cualquier momento mientras que en el interés simple el planteo sélo es valido en el
momento de origen.

José Lépez Urquia (1996:78) dice: «en régimen de capitalizacion compuesta la
operacion de calcular el valor de un capital en otro momento, se designa brevemente
por “desplazamiento del capital en el tiempo” y se efectla “capitalizando” (...) si el
desplazamiento se hace a un tiempo posterior, o “descontando” (...) si el desplaza-
miento tiene lugar un tiempo anterior».

Oscar Murioniy Angel A. Trossero (2005:158), con respecto a la valoracion en interés
compuesto, expresan: «si tenemos varios capitales, una vez determinado el monto en
cierto momento (...) Nno es necesario tratarlos como varios capitales, sino que su monto
total puede llevarse a otro momento anterior o posterior con una simple multiplicacion
por el factor de actualizacion o capitalizacion como si se tratara de un capital Unico».

Mario Atilio Gianneschi (2005:79) describe que «en el interés simple o el descuento
comercial, capitales que son equivalentes segiin sus valores actuales, no lo son si el
momento de referencia cambia; en otras palabras, compromisos de pago que hoy
resultan equivalentes, dejan de serlo manana, cuando hemos cambiado la fecha de
valuacion. En el interés compuesto, continuo o discontinuo, se verifica que si los capi-
tales tienen igual valor actual, son iguales en cualquier otro momento de referencia».

Teniendo en cuenta la distincion en las condiciones de valoracion propuestas en
el punto 3.1 de este capitulo, o sea, valorar en una Unica ley o en distintas leyes, este
autor coincide con la interpretacion que sobre este tema hace Blanca Quirelli (3),

74



porgue luego de una extensa demostracion de sus proposiciones concluye con una
sintesis que resume las ponencias expuestas antes, diciendo: «Si para la valoracion
de un conjunto de capitales (sea formado por uno o varios capitales) se fija unay sélo
una ley de capitalizacién (discreta o continua), el valor de dicho conjunto en un punto t”
puede obtenerse a partir de su valor en otro punto t*, multiplicando a este Ultimo valor,
por el factor F(t"; t’) correspondiente a la ley dada».

Resumiendo se puede concluir diciendo que conocido el valor de un conjunto de
capitales en un momento dado, se puede hallar su valor en otro momento aplicando el
correspondiente factor de capitalizacion o de descuento, seqgun corresponda, si'y solo
si la valoracion se realiza en una Unica ley de capitalizacién o sea con tasas efectivas
que no se superpongan en un mismo periodo.

Aceptar esta conclusion significa que si la valoracion se realiza en distintas leyes,
como sucede cuando se evallia con tasas de interés o descuento simple al capitalizar
o descontar el valor de un conjunto de capitales en un punto, no se obtiene el mismo
resultado que si se desplazan cada uno de los capitales que lo componen, excepto
que la valoracion se realice en el origen de la operacion.

A continuacion se verificaran estas conclusiones con un ejercicio practico.

PROBLEMA DE APLICACION N° 3

Como resultado de un microemprendimiento se estima obtener en el corto plazo las
siguientes utilidades: 12000, 14000y 15000 al final del primero, segundo y tercer mes
respectivamente. Por razones de indole contable se desea evaluar las mismas en el
dia de la fecha tomando para ello las tasas que se le exige al proyecto, a saber: para
el primer mes una tasa de interés del 4 %, para el segundo mes una tasa de interés del
4,3 % y para el tercer mes el 5 %. A estos efectos se solicita:

a) Calcular el valor de las utilidades en el dia de la fecha.

b) Si por razones contables fuera necesario calcular el valor de las utilidades al final
del tercer mes, calcular dicho valor y verificar las conclusiones tedricas obtenidas.

c¢) Determinar el valor en t = 50 dfas (1 2/3 meses) aplicando el concepto de valor
de un conjunto de capitales a un momento dado, por equivalencia con el valor actual y
por equivalencia con el valor final.

Solucién
Si se realiza el gréfico temporal:

$ 12000 $ 14000 $ 15000
| 0,04 | 0,043 | 0,05 |
0 1 2 3
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a)

V, = 12000 x (1,04)"" + 14000 x (1,043) " x (1,04)"" + 15000 x (1,05)" x (1,043) "
X (1,04)~

V,=37614,97

b) Si se aplica el concepto de valor de un conjunto a un momento dado, en este
caso al final del 3er mes:

V, = 12000 x (1,043) x (1,05) + 14000 x (1,05) + 15000
V, = 42841,80

Si se capitaliza el valor en t = 0 se obtiene el mismo valor final:

V, = 37614,97 x (1,04) x (1,043) x (1,05)
V, = 42841,80

c) Aplicando el concepto de valor de un conjunto a un momento dado:

V,, = 12000 x (1,043)% + 14000 x (1,043) * + 15000 x (1,05) ' x (1,043) % =
40233,11

Por equivalencia con el valor actual:

V,, = 37614,97 x (1,04) x (1,043)* = 40233,11

Por equivalencia con el valor final:

V,, = 42841,80 x (1,05) " x (1 ,043)~" = 40233,11

De esta manera se verifica que en el interés compuesto, conocido el valor de un

conjunto de capitales a un momento dado, se puede obtener su valor en cualquier otro
momento.

PROBLEMA DE APLICACION N° 4

Resolver el problema anterior considerando para la valoracion de las utilidades una
tasa de interés simple del 5 % mensual y responder sélo los puntos a) y b).

a) V, = 12000 (1,05)"" + 14000 (1 + 0,05 x2)~" + 15000 (1 + 0,05x 3)""
V, = 11428,57 + 12727,27 + 13043,48
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V, = 37199,25

b) Si se aplica el concepto de valor de un conjunto a un momento dado, en este
caso al final del 3er mes:

V, =12000 (1 + 0,06 x2) + 14000 (1,05) + 15000

V, =13200 + 14700 + 15000

V, = 42900

Si se capitaliza el valor ent = 0 no se obtiene el mismo valor final:
V,=37199,25 (1 + 0,05 x 3) = 42779,14

3.3. Equivalencia entre conjuntos de capitales

Este concepto de gran aplicaciéon en el uso de las finanzas y en la préactica del
contador ya ha sido utilizado sin que se haya mencionado expresamente, dado que las
operaciones financieras simples implican un intercambio equitativo entre dos conjuntos
que son unitarios. Asf también, en este capitulo, al evaluar un conjunto de capitales
resulta un intercambio equitativo entre ese conjunto y el valor Unico al momento de su
valoracion.

Cuando se quiere cambiar un flujo de fondos por otro y se debe mantener la
equidad de las contraprestaciones entre acreedores y deudores, refinanciar deudas
sin que ninguna de las partes intervinientes se perjudique, o determinar la equidad
entre los ingresos y los egresos de una inversion se emplea este concepto, a saber:
Dos conjuntos de capitales son financieramente equivalentes en un momento dado,
si y solo si en las condiciones de valoracion fijadas, sus respectivos valores en ese
momento son iguales.

Cuando esto se verifica resultara indistinto disponer de un conjunto o del otro.

PROBLEMA DE APLICACION N° 5

Un comerciante debe cumplir con el pago de tres facturas cuyos importes y venci-
mientos son:

$ 1380 a 30 dias fecha

$ 1700 a 45 dias fecha

$ 2000 a 90 dfas fecha

Hoy, propone a su proveedor entregarle dos cheques de igual monto a 75y 120

dias; él acepta con la condicién de pactar la refinanciacion a una tasa de interés del
3 % para 30 dias. Se solicita calcular el importe de cada uno de los valores.
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e Solucién
1380 (1 + 0,03)"" + 1700 (1+40,03)~"® + 2000 (1 + 0,03)° = C [(1 + 0,03)2° +
(1 4+ 0,03)4]
1339,80 + 1626,27 + 1830,28 = C (0,9287673 + 0,8884870)
C = 2639,34
Conviene aclarar que, tratandose de una valoracidon con tasa efectiva en interés

compuesto, el planteo se podria realizar en cualquier otro momento y se obtendria el
mismo resultado.

PROBLEMA DE APLICACION N° 6

Un profesional obtuvo de un banco un préstamo por el cual firmé dos documentos,
uno de $ 3200 con vencimiento a 3 meses y otro de $ 4600 con vencimiento a 6 meses.
Para la determinacion del valor a acreditarles en su cuenta en la fecha del otorgamiento,
el banco aplicé una tasa de descuento comercial simple del 48 % anual. Cuando trans-
currieron 2 meses el profesional concurre al banco a solicitar reemplazar sus venci-
mientos por un pago de $ 3000 a 2 meses de esta fecha y otro a 6 meses. Se pide:

a) Calcular el valor que le acreditaron el dia del otorgamiento.

b) Calcular el valor del documento que deberia entregar a los 8 meses de solicitado
el préstamo si el banco aplica en esta refinanciacion la tasa pactada originalmente.

Solucién
_ _ 3 _ 6
a) V, = 3200 (1 — 0,48 x 12) + 4600 (1 0,4812 )
Vo = 6312

b) En este punto hay que observar que, tratdndose de una valoracién con tasa de
descuento simple, los resultados seran distintos segin el momento de valoracion. Por
este motivo y dado que el reemplazo se propone a los 2 meses de iniciada la opera-
cién, corresponde plantear en esa fecha ya que en otra arrojarfa otro valor. Por lo tanto,
de acuerdo al enunciado del problemay conforme a las conclusiones antes obtenidas
se sugiere calcular el valor actual a la fecha del reemplazo.

_ 1 _ 4y _ _ 2. _ 6
3200 (1 — 0,48 7) + 4600 (1 — 0,48 <) = 3000 (1 — 048-5) + C (1 — 0,48 2)
3072 + 3864 = 2760 + C x 0,76

C = 549474
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3.4. Capital unico equivalente a varios otros.

Vencimiento comun y vencimiento medio

Dos problemas que se resuelven aplicando el concepto de equivalencia de capi-
tales son los de vencimiento comun y vencimiento medio. Los dos consisten en reem-
plazar varios capitales (generalmente documentos comerciales) por uno solo, respe-
tando el principio de equidad financiera, de manera que el valor actual del capital Unico
debera ser igual a la suma de los valores actuales de los otros evaluados en las condi-
ciones pactadas por las partes intervinientes. El vencimiento de este capital Unico es
conocido como vencimiento comun que se define como el tiempo que debe transcurrir
a partir del momento en que se plantea la equivalencia para que un capital Unico equi-
valente a varios otros sea exigible.

Particularmente se lo llama vencimiento medio cuando el capital Unico que sustituye
a los otros es igual a la suma de éstos:

C=C,+C,+..+C,+.. +C

h n

La resolucion de problemas radicara en determinar el valor del capital Unico o su
vencimiento aplicando distintas condiciones substanciales.

PROBLEMA DE APLICACION N° 7

Sean tres documentos: uno de $ 6800 con vencimiento a 40 dias, otro de $ 12000
con vencimiento a 90 dias y un tercero de $ 8000 con vencimiento a 130 dias. En
el dia de la fecha se decide reemplazarlos por uno solo con vencimiento a 150 dias
evaluando a una tasa de interés simple del 2 % para 30 dias. Calcular el valor nominal
del nuevo documento.

Solucién
En este problema el vencimiento comun es 150 dias, mientras que la incognita seré

determinar el capital Unico que en esa fecha mantiene la equivalencia:

VN (140,02 150)" = 6800(1+0,02 40)" + 12000 (1+0,02 90)" + 8000(1+0,02 130)"
30 30 30 30

VN x 0,90909 = 6623,38 + 11320,75 + 7361,96

VN = 27836,73
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PROBLEMA DE APLICACION N° 8

Se adeudan dos documentos, uno de los cuales es de $ 2800 y vence en el dia de
hoy. El segundo, de $ 4500 vence dentro de 75 dias. A tales efectos se le presenta al
deudor la alternativa de reemplazarlos por un Unico documento en una fecha que repre-
sente el vencimiento medio sabiendo que para la refinanciacion se aplica descuento
comercial compuesto con actualizacién cada 15 dias a la tasa de descuento nominal
anual del 18,25 %. Se solicita calcular el vencimiento del documento Unico.

Soluciéon
d = 0,1825 x 15/365

2800 + 4500 (1 — 0,0075)™" = (2800 + 4500) (1 — 0,0075) Vs
0,077228 = 0,9925 15

t = 46 dias aprox.

3.5. Aplicacion del concepto de equivalencia de capitales en el analisis

de inversion: valor actual neto y tasa interna de retorno

Toda inversion lleva implicita una serie de flujos monetarios representados por
costos 0 egresos y beneficios o ingresos, y el problema fundamental que se presenta
en toda decision de invertir consiste en evaluar dichos flujos y determinar la rentabi-
lidad del proyecto.

La Matematica Financiera, a través de los conceptos y procedimientos vistos en
este capitulo, provee las herramientas necesarias para efectuar el analisis correspon-
diente para establecer si un proyecto es conveniente econémicamente y en caso de
existir varias alternativas determinar el orden de preferencia.

De los criterios 0 métodos utilizados para determinar la conveniencia cuantitativa de
un proyecto existen dos muy frecuentes y tradicionales que se basan en técnicas de
la Matematica Financiera: Valor Actual Neto (VAN) o Valor Presente Neto (VPN) y Tasa
Interna de Retorno (TIR).

3.5.1. Valor actual neto

Valor Actual Neto (VAN) o Valor Presente Neto (VPN) es la diferencia entre el valor
actual de los ingresos futuros y el valor actual de los egresos previstos calculados a una
tasa de interés representativa del rendimiento esperado.

La tasa que se utiliza para descontar es una tasa de interés vencido y es constante,
y confirmando lo que se dijo antes, en el analisis de inversion el factor de descuento
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mas utilizado a aplicar sobre cada flujo futuro de fondos es de la forma (1 + /)™ A
dicha tasa se la suele denominar coste de oportunidad del capital. Se la llama asf
porque es la rentabilidad a la que se renuncia para invertir en el proyecto.

Con este criterio debe elegirse aquellas inversiones cuyo valor actual neto sea posi-
tivo, ya que esto significa que se incrementa la riqueza, y ante varias alternativas de
inversion con resultados positivos se debe preferir aquellas cuyo VAN sea mayor.

PROBLEMA DE APLICACION N° 9

Dadas las inversiones propuestas en el cuadro y considerando que la tasa de
interés periédica esperada es el 7 %, se desea conocer el VAN de cada una de las
inversiones y el orden de preferencia de las mismas.

Flujos Netos de Caja

Proyecto Desembolso Inicial

a a

1 2 3

A (8000) 6000 4000 3000
B (10000) 5000 7000
(¢ (10000) (2000) 9000 17000
D (6000) 3000 3200
Solucién
Proyecto A

VAN = —8000 + 6000 (1 + 0,07)"" + 4000 (1 + 0,07)2 + 3000 (1 + 0,07)°
VAN = 3550,12

Proyecto B
VAN = —10000 + 5000 (1 + 0,07)"" 4+ 7000 (1 + 0,07)
VAN = 786,96

Proyecto C
VAN = —10000 - 2000 (1 + 0,07)% + 9000 (1 + 0,07)° + 17000 (1 + 0,07)°
VAN = 5997,82

Proyecto D
VAN = —6000 + 3000 (1 4+ 0,07)"" + 3200 (1 + 0,07)2
VAN = —401,25

A la empresa le conviene realizar las tres primeras inversiones porque le aseguran
un VAN positivo. Esto significa que la inversion le devuelve el capital, le asegura el
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rendimiento previsto y le proporciona ademas un excedente. Sin embargo, no debe
aceptar el Proyecto D ya que al ser negativo significa que los ingresos no son sufi-
cientes para recuperar la inversion a la tasa de oportunidad esperada.

Entonces, el orden de preferencia de estos proyectos es el siguiente:

Proyecto de Inversiéon  Valor Capital Orden de preferencia
A 3550,12 2
B 786,96 3
Cc 5997,82 1

A este criterio del VAN se le atribuye la ventaja de tener en cuenta los diferentes
vencimientos de los flujos de caja disponibles en diferentes momentos homogenei-
zados a la fecha de inicio, sirviendo para indicar si la inversién aumenta o no el valor de
la empresa. Por otra parte se le cuestiona la dificultad de encontrar la tasa requerida y
adecuada para evaluar un proyecto.

3.5.2. Tasa interna de retorno

Es muy frecuente que las empresas en lugar de calcular el valor actual neto prefieran
determinar si la rentabilidad del proyecto es superior o inferior al coste de oportunidad
y para ello se sugiere aplicar el criterio de la tasa interna de retorno que se define
como: «/a tasa de interés vencido constante para la unidad de tiempo en que se efectua
la valoracién que hace que al momento inicial el conjunto de ingresos sea equivalente al
conjunto de egresos, o bien la tasa que hace igual a cero el VAN».

Si en el problema anterior se propone calcular la TIR correspondiente a cada uno de
los proyectos, se plantean entonces las mismas ecuaciones donde la incognita sera la
tasa de interés.

Proyecto de Inversion  TIR Orden de preferencia
A 33,496 % 1
B 12,321 % 3
(o} 15,575 % 2
D 2,19 % 4

Como puede observarse, los criterios del VAN y de la TIR se apoyan en supuestos
diferentes y miden aspectos distintos de la inversion.

Para decidir si se realiza o no un proyecto de inversién se sugiere tener en cuenta
estos dos criterios, sabiendo que:

e El criterio del VAN: hay que invertir en todo proyecto con VAN positivo si los flujos
se descuentan a la tasa de coste de oportunidad del capital.

82



 El criterio de la TIR: hay que invertir en todo proyecto que ofrezca una tasa de
rentabilidad mayor a la tasa de costo de oportunidad del capital.

VAN y TIR son dos formas de determinar la conveniencia o no de una inversion.
Dichos conceptos se relacionan de tal manera que cuando el VAN disminuye es
porque la TIR aumenta. Ademas, por definicion de TIR, se sabe que ésta aparece
cuando la tasa de valoracion anula el VAN; entonces, cuando la tasa de oportunidad
es menor que la TIR, el VAN resulta positivo, y si la tasa de oportunidad es mayor que
la TIR, el VAN es negativo.

Estudios recientes revelan que un alto porcentaje de empresas utilizan tanto el VAN
como la TIR para evaluar los proyectos, pero se aplican otros criterios que no son
objeto de esta disciplina ya que se estudian en otras ramas de las ciencias econo-
micas. El objetivo de este punto es mostrar la aplicacion practica de la equivalencia
de capitales y facilitar herramientas y conceptos de la Matemética Financiera para ser
utilizados en otras asignaturas.

3.5.2.1. Otras aplicaciones del concepto de tasa interna de retorno

Ademéas de su aplicacion en la teoria de la inversion es muy importante el rol que
la TIR tiene en diversas operaciones financieras. Frecuentemente, las entidades que
se dedican a la toma y colocacion de fondos anuncian la tasa de interés para opera-
ciones de inversion o de crédito sin considerar la incidencia de los gastos inherentes a
toda operacion. También existen comercios que ofrecen tasas enganosas para finan-
ciar la venta de sus productos originando confusién en los consumidores. En todos
estos casos es muy Util la determinacion de la tasa que contempla los ingresos y
egresos efectivamente realizados. Esta tasa no es otra que la TIR; en el caso particular
de créditos bancarios se la suele mencionar como el costo financiero total.

PROBLEMA DE APLICACION N° 10

Un cliente compra en una casa de articulos de vestir, una camisa cuyo precio de
contado es de $ 100. El vendedor le ofrece como alternativa que podria hacer una
entrega de $ 40 al momento de comprar la prenda, y dos cuotas de $ 35, una a los 30
y otra a los 60 dias de la compra. Se solicita:

a) Calcular la tasa de interés implicita en la financiacion.

b) Suponiendo que se trata de un crédito a sola firma y que para el otorgamiento
se debid pedir informes que implicaron al comprador $ 3 de erogacién al momento de
la compra y adicionalmente se le cargd a cada cuota la suma de $ 1 en concepto de
gastos administrativos, determinar la tasa indicadora del costo total (TIR) para 30 dias.
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Solucion
a) 100 =40 +35(1 + /)1 + 35 (1 +i)2 = i = 0,10922570 p/30 dias
b)100=40+3+ B35+ 1) (1 +TIR) "+ 35+ 1) (1 +TIR)2

= TIR = 0,17095 p/30 dias

PROBLEMA DE APLICACION N° 11

Un profesional posee en cartera un documento de $ 5000 que vence el 31 de marzo
y decide descontarlo el 30 de enero del mismo afo. Se solicita:

a) Calcular el descuento comercial simple que sufre ese documento si es descon-
tado al 54,75 % anual.

b) Calcular la tasa interna de retorno anual que implica esta operacion si el dia
en que efectla el descuento le deducen en concepto de gastos administrativos e
impuestos la suma de $ 180.

Solucién

a) D, , = 5000 x 0,5475 x 60/365 = 450

30/1;31/3

b) 4370 = 5000 (1 + TIR)-6036

TIR = 1,2688 o bien 126,88 %

PROBLEMA DE APLICACION N° 12

Un individuo analiza la posibilidad de constituir un fondo depositando $ 3000 en el
dia de la fecha, $ 2000 dentro de 45 dias y $ 4000 dentro de 90 dias. La entidad donde
piensa efectuar la inversion le ofrece una tasa de interés del 2 % para 45 dias.

a) Calcular el capital que lograrfa constituir a los 180 dias de iniciada la operacion.

b) Sabiendo que debe abonar $ 200 en concepto de gastos administrativos al
realizar el primer depésito y que en el vencimiento de la operacion se le retiene el 2 %
sobre los intereses ganados, determinar la TIR para 30 dias resultante de su inversion.

Solucién

a) V180 = 3000 (1 + 0,02)* + 2000 (1 + 0,02)° +4000 (1 + 0,02)?
V180 = 3247,30 + 2122,42 + 4161,60

V.4 = 9531,32
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b) Corresponde desembolsar $ 200 junto con el primer deposito y restar al valor
final el 2 % sobre los intereses ganados, o sea 0,02 x 531,32 = 10,63

3200 + 2000 (1 + TIR,)) " + 4000 (1 + TIR,)* = 9520,69 (1 + TIR)®

Efectuando el célculo por tanteo, utilizando calculadora financiera o Excel se obtiene
el resultado:

TIR,, = 0,01205 6 1,205 %

* PROBLEMAS RESUELTOS

1. En el dia de la fecha se desea evaluar un conjunto de capitales formado por $
22.000 disponibles a los 30 dias, $ 26000 a los 60 dias y $ 28000 a los 90 dias. Quien
debe efectuar la valoracion decide hacerlo a una tasa de interés simple para 30 dias
del 2 %.

Se solicita:

1.1) Calcular el valor del conjunto de capitales en el dia de la fecha.

1.2) Calcular el valor del conjunto de capitales a los 90 dias:

a) aplicando el concepto de valor de un conjunto de capitales a un determinado
momento;

b) capitalizando el valor obtenido en 1.1.

1.3) Calcular las tasas efectivas para los sucesivos periodos de 30 dias implicitas
en el 2% de interés simple y analizar, justificandolo, su comportamiento.

1.4) Calcular el valor del conjunto de capitales en el t = 90 utilizando las tasas del
punto 1.3.

Solucién
9 = 0,02
| $ 22000 $ 26000 $ 28000
|
| | | |
0 30 60 90
| [ [ |
i 0,02 0,0196078 0,0192307
1.1)
V. =22000x (1 + 0,02x39" + 26000 (1 + 0,02x 89 + 28000 x (1 + 0,02 x 29~
0 DT Y230 Y%30
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V, =27586,62 + 25000 + 26415,09

V, = 7298371
1.2.a)
V,, = 22000 (1 + 0,02 x 60)+ 26000 (1 + 0,02 x 30)+ 28000
30 30
V,, = 22800 + 26520 + 28000
V,, = 77400
1.2.b)
V,, = 72983,71x (1 + 0,02 x 90)
30

V,, = 77362,73
1.3)
. i
| =
1T 19 x (1)
o002 o

1+002x(1-1)
=002 _ 00192307

14002x((3-1)
i = 0,02 — 0,0192307

3

14 002x(4-1)

1.4)

V,, = 22000 x (1,0196078) x (1,0192307)+ 26000 x (1,0192307) + 28000
V,, = 22862,72 + 22499,99 + 28000

V,, = 77362,72

2. Un comerciante minorista efectia una compra de mercaderias por $ 7500 a
un proveedor que le financia a una tasa de interés simple mensual del 3 % contra la
entrega de 3 cheques diferidos a 30, 60 y 90 dias, siendo el monto de los mismos los
resultantes de dividir el valor de contado por 3y cargar a cada uno los intereses por el
plazo correspondiente a la tasa pactada. Se solicita:

2.a) Calcular el valor de cada uno de los cheques.
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2.b) Determinar las tasas de interés efectivas implicitas en cada uno de los 3
periodos de 30 dias incluidos en el plazo total.

2.c) Obtener el valor del Ultimo cheque aplicando las tasas obtenidas en el punto
anterior.

2.d) Determinar la tasa de descuento comercial simple anual que deberia obtener el
proveedor para que, si decidiera descontar los cheques diferidos el mismo dia que los
recibe, obtenga el valor de contado de la venta efectuada.

Solucién

2.a)

C,, = 2500 (1 + 0,03) = 2575
Cy = 2500 (1 + 0,03 x2) = 2650
Cy = 2500 (1 + 0,03 x 3) = 2725

2b)i, =003 = 3%?03 = 00291262 i, =1 8’8§X2 ~ 0,0283019

2.¢c) C,, = 2500 x 1,03 x 1,0291262 x 1,0283019 = 2725
_ .30 _ 5 60 _ 90
2.d) 7500 = 2575 (1 - o* 30) + 2650 (1 — o 2% + 2725 (1 — o 29

dsanual = 34,11215 %

* PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. En una cierta fecha un deudor tenia los siguientes compromisos cuyos venci-
mientos se detallan:

$ 3800 con vencimiento el 26/04

$ 5200 con vencimiento el 15/05

$ 11000 con vencimiento el 30/06

El dia 15/04 se presenta a su acreedor para reemplazar sus obligaciones por un
Unico documento que represente el vencimiento medio:

1.a) Determinar dicho vencimiento si acuerdan para la sustituciéon una tasa de
descuento comercial simple del 6 % anual. R: t = 52 dias

1.b) Calcular la tasa efectiva anual implicita en el plazo de vencimiento de cada
documento si todos los documentos se firmaron el dia 15/3. R: 6,2057; 6,2158 y
6,24037
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2. Una empresa industrial, adquirié un terreno a $ 450.000 para construir nuevas
instalaciones. Se acordd con el vendedor el siguiente plan de financiacion:

* $ 80000 en el momento de toma de posesion y escrituracion;

* tres documentos de valores nominales iguales, con vencimiento a 90 dias, 180
dias y 270 dias contados desde la escrituracion.

Sabiendo que la valoracién de los capitales se realizé al 3 % de interés simple para
60 dias, se pide:

2.a) Determinar la cuantia de los documentos que debera pagar la empresa para
cumplir con sus compromisos. R: 134280,49.

2.b) Para los 270 dias de plazo calcular la tasa de descuento simple anual equiva-
lente a la de interés simple dada. R: 16,0793 %.

2.c) Veinte dias después de efectivizado el primer documento, la empresa solicita
cambiar los dos restantes por un documento que represente el vencimiento medio:
determinar la fecha de vencimiento de este documento Unico, si la valoracion se realiza
a una tasa efectiva de descuento del 2 % para 30 dias. R:t = 114 dias.
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CAPITULO 4
Rentas ciertas

4.1. Introduccién

Las rentas se encuadran dentro de las operaciones financieras complejas ya que
implican el intercambio de varios capitales por uno o de un capital por varios. Las
mismas se utilizan en un gran nimero de casos en la practica bancaria, financiera,
comercial, y hasta doméstica, ya que ejemplo de ellas son los alquileres mensuales,
las cuotas de obras sociales, las cuotas de colegios, los sueldos personales, etcétera.

Especificamente en el &ambito de la activad profesional del contador y el licenciado
en administracion, constituyen una renta los flujos de fondos de un proyecto de inver-
sién, las cuotas de amortizacion y renta de un titulo publico, las cuotas de los prés-
tamos que otorgan las entidades financieras y los depésitos tendientes a constituir un
fondo de ahorro, entre otras alternativas.

En general se acostumbra a llamarlas imposiciones cuando las mismas tienen
como obijetivo la constitucion de un capital y amortizaciones cuando se las utiliza para
la cancelacion de deudas.

En este capitulo se proveeran las herramientas para la valoracién de las mismas,
proponiendo, toda vez que sea factible, el modelo matematico necesario para deter-
minar su valor en un momento determinado.

4.2. Concepto. Elementos. Clasificacion

* Definicion

Se llama rentas a un conjunto de capitales disponibles o exigibles en distintos
momentos, o bien, a toda sucesion de capitales con vencimientos en una sucesion de
liempos.
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 Elementos de las rentas:

- Término de la renta: cada una de las prestaciones que se realizan en los diversos
vencimientos (pagos, depositos, cobros o cuotas).

- Periodo: intervalo de tiempo que media entre la disponibilidad de dos términos
consecutivos.

- Origen de la renta: extremo inferior del periodo en el cual se efectiviza el primer
término de la renta.

- Finalizacién de la renta: extremo superior del periodo en el cual se efectiviza el
Ultimo término de la renta.

- Momento de valuacién: es el momento al cual se calcula el valor de la renta.

Los vencimientos no necesariamente deben ser equidistantes, pero cuando ello
ocurre, y ademas la tasa de valoracion es constante, como asf también si cada uno de
los pagos o cobros son de igual cuantia o variables, siguiendo una determinada ley de
formacion, es posible obtener modelos matematicos simplificados o férmulas para el
célculo de los respectivos valores; éste seré el objetivo del presente trabajo y la aplica-
cién de las correspondientes funciones financieras a problemas concretos.

Gréficamente resulta:

Recordando que valor de un conjunto de capitales en un momento dado es igual a
la suma de los valores que dichos capitales tienen en ese momento de acuerdo a las
condiciones de valoracion fijadas o pactadas, pueden determinarse distintos valores de
la corriente de flujos de una renta como a continuacion se propone:

- Valor actual: la suma de todos los términos al momento inicial, o sea, la suma de
los valores actuales de cada uno de ellos.

- Valor final: la suma de todos los términos al momento de finalizacion, siendo igual
ala suma de los valores finales de todos ellos al extremo superior del Ultimo periodo.

- Valor a un momento h cualquiera (h < n): es la suma de todos los términos a un
momento comprendido entre el inicio y el final de la renta de manera que resulta igual
a la suma de los valores finales de h términos mas la suma de los valores actuales de
n—h términos.

- Valor residual a un momento h: es el valor actual de los n—h términos pendientes
de disponibilidad.
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Luego de establecidas las condiciones sustanciales y formales sera posible efec-
tuar la valoraciéon de las distintas rentas de acuerdo con la clasificaciéon que surge
teniendo en cuenta los elementos mencionados antes.

* Clasificacion:

Las rentas se clasifican de acuerdo con:

a) La aleatoriedad en la disponibilidad de sus términos:

- Ciertas: cuando existe certeza en la cuantia y el vencimiento de los capitales.

- Inciertas o contingentes: cuando la disponibilidad de los pagos o cobros esta
sujeta a un hecho aleatorio.

b) Su duracién:

- Temporarias: si el nUmero de términos es finito:

- Perpetuas: si el nimero de términos tiende a infinito, entendiéndose en este caso
que, al momento de definir la renta, no esté determinada la fecha de finalizacién. Por lo
tanto en estas rentas no se puede calcular su valor final.

c) La relacion entre el momento de origen y el de valuacién:

- Inmediatas: cuando el momento de origen coincide con el de valuacion.

- Diferidas: cuando el momento de origen es posterior al de valuacion.

- Anticipadas: cuando el momento de origen es anterior al de valuacion.

En este punto es conveniente observar que generalmente el momento de valuacion
es la fecha en la que es exigible la contraprestacion que da origen a la renta.

d) El momento en que es disponible cada término:
- Pospagables o vencidas: cuando son exigibles al final cada periodo.
- Prepagables o adelantadas: cuando son exigibles al principio de cada periodo.

e) La cuantia de sus términos:
- Constantes: cuando son todos iguales.
- Variables: cuando varian segun una ley de formacién geométrica o aritmética, o sin

ley de formacién en la variacion (de términos cualesquiera).

f) La relacion entre la frecuencia de los pagos y la capitalizacion de los intereses:
- Sincrénicas: cuando el periodo de capitalizacion de los intereses coincide con el

periodo de la renta.
- Asincroénicas: cuando el periodo de capitalizacion de los intereses no coincide con

el periodo de la renta.
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4.3. Valoracién de rentas

Para comenzar con la valoracién de rentas se debe aclarar que la misma se reali-
zara en el régimen de capitalizacion compuesta a una tasa de interés constante i
correspondiente al periodo de la renta.

También es importante destacar que existen modelos basicos de rentas como los
referidos a las rentas temporarias inmediatas, a partir de los cuales, teniendo una
adecuada interpretacion de los mismos, se puede arribar a los valores de otras rentas
efectuando simples ajustes. Para ello es conveniente recordar en este punto lo esta-
blecido en el capitulo 3, a saber: conocido el valor de un conjunto de capitales en un
momento dado se puede hallar su valor en otro momento aplicando el correspondiente
factor de capitalizacién o de descuento, segtin corresponda, si y sélo si la valoracion
se realiza en una unica ley de capitalizacién o sea con tasas efectivas que no se super-
pongan en un mismo periodo.

4.3.1. Valores finales de rentas temporarias constantes

4.3.1.1. Inmediatas y pospagables

Definida formalmente la renta, de acuerdo con las caracteristicas enunciadas,
resulta el siguiente grafico:

c c c c c
L / / /] / /] / / [
/ 7 7 77 7 77 7 7 >
0 1 2 h n—1 n
L C

Siendo n el momento de valuacién, resulta genéricamente:
Vo=c[T+(1+i)+(1+i)2+ ..+ (1+i)™ + .+ (1+i)72 + (1+i)"]

Dentro del corchete resulta la suma de una sucesion de n términos variables en
progresion geomeétrica creciente de razon (7+/) que se resuelve haciendo:
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n—1 . L o ,
S = a, qq_1 donde a, es el primer término de la sucesion, g es la razon y n la
cantidad de términos de la sucesion. Adaptando dicha férmula al presente caso se

tienea, = 1,q = (7+1/) y dado que el corchete esta multiplicado por ¢, queda:

(14 7)1 VR

(1+ i) -1 j

V =c

n

La funcion =sq, . expresada con la notacion tradicional (s 4 ), repre-
senta el valor final de una renta de n términos vencidos iguales a una unidad de moneda
evaluados en el extremo superior del Ultimo periodo a una tasa de interés i.

(14 iy -1
i

PROBLEMA DE APLICACION N° 1

A los efectos de adquirir un bien de uso para su empresa usted se propone depo-
sitar cada mes vencido, a partir de la fecha, durante 10 meses, la suma de $ 5000 en
una institucion financiera que le asegura para todo el plazo una tasa de interés del 1 %
mensual. Determinar el capital que reunira al vencimiento.

Solucion

(1 +0,01)1° -1

V,, = 5000
0,01

= 52311,06

4.3.1.2. Cuota de imposicion

Cuando las rentas se constituyen con el objetivo de realizar un ahorro para reunir
un cierto capital se las llama imposiciones, como se dijo en la introduccion. Estas
rentas pueden considerarse anticipadas, pues los depdsitos o pagos se anticipan al
momento de valuacion que coincide con el momento final del Ultimo periodo, fecha en
la cual se recibe la contraprestacion que dio origen a la renta.

Si se desea conocer la cuota periédica necesaria para reunir un cierto valor final, se
despeja ¢ en la férmula anterior y queda:

c=V —
(1+ )" -1

En dicha relacion la funcion m = 5,74, recibe el nombre de cuota de imposi-
cion y se define como /a cuota que es necesaria depositar durante n periodos vencidos
a la tasa i para reunir un capital unitario.
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La funcién cuota de imposicion S ', es reciproca a la funcion de valor final S ',y
es conveniente destacar el comportamiento de las mismas con respecto a la tasa de
interés, a saber: la funcion valor final crece si aumenta la tasa, ya que se ganan mas
intereses; la cuota de imposicidn decrece si aumenta la tasa, ya que debera deposi-
tarse una suma menor para lograr el mismo valor final.

4.3.1.3. Inmediatas y prepagables

/
7

0 1 2 h n—1 n

\—>c(1+1)

> c(1+/)m"

v

A
(@]
N
+
3
N

» c(1+)
>

Aplicando el mismo razonamiento que se hizo para las pospagables, simbolizando
al valor final con V' y teniendo en cuenta que su valuacion se realiza un periodo
después de efectivizar el Ultimo término, se tiene:

B ) o o - .
Vo=c[(1+)+A+i2+ o+ A+ + o+ (+0)" + (1+4)7]

Resolviendo la suma de la sucesion geométrica donde en este caso a,= (1 + /) se
obtiene:

(1 +i) 1
i

Vi=c(+1)

Se puede apreciar que el valor final de una renta prepagable es igual al de su corres-
pondiente pospagable multiplicada por (1 + i). Esto se verificara en todas la rentas
propuestas en la clasificacion, tanto para el célculo de los valores finales como de
los valores actuales. Este modelo podria haberse obtenido aplicando el concepto de
desplazamiento de un conjunto de capitales en un momento dado, ya que al quedar
establecido que el Ultimo término es exigible en (n — 1), para hallar el valor del conjunto
en n solo basta con capitalizarlo por un periodo.

Con respecto a los valores finales de otras rentas resultantes de la clasificacion dada
al comienzo de este capitulo, es conveniente destacar que /os valores finales de las rentas
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diferidas y anticipadas son iguales entre si e iguales al valor final de una renta inmediata,
ya que el tiempo de diferimiento o anticipacion incide sélo en el calculo del valor actual.

PROBLEMA DE APLICACION N° 2

Suponiendo que un individuo abrié una cuenta para su propia jubilacion a comienzo
de un determinado mes vy, a partir de esa fecha inclusive, depositd al inicio de cada
mes una suma durante 10 afos en un banco que le pagd el 0,8 % mensual de interés:
calcular la suma mensual depositada si su cuenta, sin considerar los gastos de mante-
nimiento, arroja al vencimiento un saldo de $ 214 458,90.

Solucién
120 _
21445890 = ¢ 1 0008)F =1 4 4 00g)
0,008
¢ = 21445890 0.008 11 ¢ 008)

(1+ 0,008)'2 —1

c = 214 458,90 x 0,00499457 x 0,992063
c = 1062,62

4.3.1.4. Célculo del nimero de periodos conocido el valor final
de una renta temporaria inmediata
Partiendo de la expresién de valor final de una renta temporaria inmediata pospagable:

V =c

n

(1 + iy -1
i

Vi
(1+/)"=-— 41 utilizando logaritmo natural

/n(v”/+ 1>

i
\ C /

REY

* Observacion. puede ocurrir que este nimero n no resulte entero sino que sea de
la forman = h + f, quedando comprendido entre dos enteros consecutivos hy h + 1
siendo f < 1 la fraccion de periodo en que n excede a h. Con la finalidad de dar sentido
a este resultado, ya que no puede fraccionarse el nimero de cuotas, se propone la
siguiente solucion: plantear una equivalencia financiera resultante de capitalizar el valor
final de una renta de h términos por la fraccion correspondiente y efectuar, ademas, el
pago en cualquier momento de una cuota complementaria evaluada a la fecha h + f.
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PROBLEMA DE APLICACION N° 3

Se desea constituir un capital de $ 30000 y para ello se sabe que quien desea hacer
esta operacion puede disponer de una suma bimestral de $ 4600, realizando el primer
depdsito dentro de un bimestre. Se solicita: calcular el nimero de depdsitos a realizar
si los mismos los realiza en una entidad que le paga el 1,8 % bimestral y, en el caso
que no resulte un nimero entero, determinar el monto de la cuota complementaria
que deberia abonarse conjuntamente con la Ultima cuota para que el capital quede
integradoenh + .

Solucion

/ \

(30000 x 0,018 >
_n 4600 +1

In1,1173913 _ 0,11099678
“In(1+0018) In1,018  0,01783992

=6,2218

Dado que no resulta un ndmero entero, se plantea el pago de una cuota comple-
mentaria al final del sexto bimestre, junto sexta cuota:

(1 + 0,018)° -1
0,018

30000 = 4600 (1 + 0,018)%2218 + CC (1+0,018)02218

CC = 1009,31
4.3.2. Valores actuales de rentas temporarias constantes

4.3.2.1. Inmediatas y pospagables
El gréfico resultante de la renta definida queda expuesto de la siguiente manera:

C C C C C
// I/ // I/I/ I/ I/I/ I/ // ;
0 1 2 h n—1 n

140 <—|
1 +i2
(ET
(1 + iy <

<
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Siendo cero el momento de valuacion resulta:

Vo= [+ (402 + o+ (D)7 4 o+ (1) 4 (147)7]

0

Dentro del corchete resulta la suma de una sucesion de n términos variables en
progresion geométrica decreciente de razén (1 + /)~ que se resuelve haciendo:

n

q . L L .
S =a, T—q donde a, es el primer término de la sucesion, g es la razén y n la
cantidad de términos de la sucesion, por lo tanto, aplicando dicha férmula, se obtiene:

1= (1 + )"

Vo=e ()" 1=y

T—(1 407
0 i

=c(l+i)

(141

donde, al simplificar, queda:

Si en la igualdad anterior se opera convenientemente resulta otro modelo equiva-
lente:

Vo= 1+ )1
o C N
-+

. - +) @+t . . - .

Las funciones - o) son simbolizadas con la notacion tradi-

i (1 + i
cional a -,y representan el valor actual de una renta de n términos vencidos iguales

a una unidad de moneda evaluados a una tasa de interés i en el extremo inferior del
periodo en el que se efectiviza el primer término.

PROBLEMA DE APLICACION N° 4

Una sociedad anénima estima que en los préximos 12 meses podra distribuir entre
cada uno de sus accionistas la suma de $ 37000, cada mes vencido, a partir de la
fecha. Se solicita a usted que determine el valor presente de esas utilidades si un
accionista las evalla a una tasa del 2 % mensual.

Solucién

(1 + 0,02) 2

V, = 37000 1 = 391287,62
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4.3.2.2. Cuota de amortizacién

Como se dijo al comienzo de este capitulo, cuando a las rentas son utilizadas para
la cancelacion de deudas se acostumbra a llamarlas amortizaciones. Es asi que, si el
valor actual de la renta representa el monto de una suma solicitada en préstamo, la
cuota destinada al pago del mismo recibe el nombre de cuota de amortizacion.

Por lo tanto, si se desea conocer la cuota se despejara ¢ en la férmula de valor
actual y se obtendra:

) ] , 140 , . )
A las relaciones 7= (1/+ X o) (1( T ,-)n)_1 se las simboliza cona™ 4,y reciben el

nombre de cuota de amortizaciéon que se define como /a cuota que es necesario depo-
sitar durante n periodos vencidos a la tasa i para cancelar una deuda de un peso.

La funcién cuota de amortizaciéna™ 4, es reciproca a la funcion de valor actual a4 ,,
y el comportamiento de las mismas con respecto a la tasa de interés es el siguiente: la
funcién cuota de amortizacién crece si aumenta la tasa, ya que se deberé pagar méas
intereses para cancelar una misma deuda; la funcién valor actual, al igual que el factor
periédico de descuento, decrece si aumenta la tasa, ya que aumentan los descuentos
periédicos. Este dato es importante de tener en cuenta para la obtenciéon de la tasa de
interés en las rentas, tema que se explicara mas detalladamente en un préximo punto.

PROBLEMA DE APLICACION N° 5

Calcular la cuota mensual que debera publicitar un banco por cada $ 10000 de
préstamo si cobra una tasa del 2,5 % para una linea de créditos personales, a cuatro
anos de plazo y sin considerar los gastos inherentes a la operacion.

Solucion

¢ = 10000 0.25 = 360,06
— (1+0,025)4

4.3.2.3 Inmediatas y prepagables

Existen en la practica numerosos ejemplos de pagos adelantados, como los alqui-
leres, las cuotas en instituciones educativas, las cuotas de articulos del hogar que
exigen el pago de la primera cuota en el momento de la compra, etcétera.
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Observando el eje del tiempo puede verse que el primer término es disponible en
cero, su disponibilidad coincide con el momento de valuacién, y el Ultimo término se
encuentraen (n —1).

o] c c c c
/ / / // / // / / »
I 7 7 7 7 1T 7 7 >
0 1 2 h n-1 n
c(1+i)"
c(1+i0)=2
c(1+i)" <
c(1+i)yrna

Realizando los mismos pasos que se hicieron para la deduccion del valor actual de
la renta temporaria, inmediata, de pagos vencidos:

Vo=c[I+(+i)"+(+i)2+ ..+ (A+i)"+ ..+ (1+i)0"]

Resolviendo la suma de la sucesion de n términos variables dentro del corchete se
obtiene:

Resolviendo queda

1=+
i

V=c(+i

Como ya se dijo, al igual que en el valor final, el valor actual de toda renta prepa-
gable es igual al de su correspondiente pospagable multiplicada por (1 + i).

PROBLEMA DE APLICACION N° 6

Ante la necesidad de renovar un contrato de arrendamiento, el explotador de un
campo analiza la propuesta que le han efectuado y para ello calcula el valor actual, a
saber: en el dia de la fecha fijada para la renovacién debe pagar la suma Unica de $
200000 y periddicamente $ 250000 por ano adelantado durante 5 anos. Se pide a usted
que determine ese valor actual si se considera una tasa de referencia del 9 % anual.
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Solucion

— -5
V, = 200000 + 250000 (1 + 0,09) 1-(1+0,09°

0,09
V, = 200000 + 1059929,96 = 1259929,96

4.3.2.4. Célculo del numero de periodos conocido el valor actual

de una renta temporaria inmediata

A partir de la expresion mas simplificada de valor actual de una renta temporaria
inmediata pospagable, se despeja n:

V0 =C ﬂ
/
Genr=1-2 = 4= 5 gy =2
c c c-Vy
y resulta: ( . >
i\
In(1 +1)

De la misma manera que se observé en el calculo del nimero de periodos en el
valor final de una renta, puede aqui también ocurrir que este nimero n no resulte
entero, sino que sea de la forman = h + f, quedando comprendido entre dos enteros
consecutivos. En estos casos se propone plantear una equivalencia financiera donde el
valor actual dado sea igual a la suma del valor actual de una renta de h términos y de un
término o capital complementario que puede hacerse efectivo en el momento h + fo en
cualquier otro momento en que se reestablezca la equivalencia del intercambio.

PROBLEMA DE APLICACION N° 7

Con el objeto de cancelar una deuda de $ 15000 que vence en la fecha se propone
el pago de un cierto nUmero de cuotas mensuales, constantes y vencidas de $ 1070
cada una conviniéndose la tasa de la financiacién en el 3 % de interés mensual. Se
solicita:

a) Calcular el nimero de cuotas a pagar.

/ 1070 >
_n <\1 070-15000x003 /" In 1,7580645 _ 0,54569445
In(1 +0,03) In 1,03 0,0295588
n=184613
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b) Dado que no resulta un nimero entero se requiere a usted que determine el

monto de una cuota complementaria que reestablezca la equivalencia entre los
desembolsos, si la misma se abona:

b.1) Exactamente en el momento determinado en a)

(1+0,03)"

‘] _
15000 = 1070 +CC (1 +003) 841
0,03 ( )

15000 = 14716,26 + CC x 0,57943956
CC = 489,68
b.2) Juntamente con el pago de la sexta cuota.

(1 + 0,03)

1-—
1 =107 + 1+0,03)°
5000 = 1070 005 CC (140,03)

15000 = 14716,26 + CC x 0,83748426

CC = 338,80

4.3.3. Relacion entre distintos valores de las rentas inmediatas

4.3.3.1. Relacién entre el valor actual y el valor final

El valor final de una renta es igual al valor actual capitalizado por n periodos.
Vo=V, (1+i)

Si se consideran las funciones para una renta unitaria, se tiene:

A+ _1-(+i)7

14y
/ / 1+

Logicamente el valor actual sera igual al valor final descontado por n periodos.

Vo=V (1407

0 n

o expresandolo con sus funciones:

1—(1i+/)-n _( +/I)n—1 e
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4.3.3.2. Relacion entre la cuota de imposicién y la cuota de amortizacion
La diferencia entre la cuota de amortizacion y la cuota de imposicion, cuando los
pagos son vencidos, es la tasa de interés, a saber:

= 1 .
ay _Sn'li_ !

A+ i) -1]
A+iy=1 (141 (14i) -1

De esta deduccion surge entonces que

-1 -1 .
an'l\ - Sn‘l\ +
Relacion que resulta importante por su aplicacion en el préximo capitulo sobre prés-

tamos.

4.3.4. Rentas temporarias en las que el momento de iniciacion

de los pagos no coincide con el momento de valuacion

En este punto es conveniente recordar que generalmente el momento de valuacion
es la fecha en la que es exigible la contraprestacion que da origen a la renta.

4.3.4.1. Diferidas de términos constantes

Las rentas son diferidas cuando el momento de origen es posterior al de valuacion.

Existen numerosos ejemplos reales de aplicacion de este tipo de rentas: financia-
cién de electrodomésticos en las que el pago inicial es exigible luego de transcurridos
un cierto nimero de meses; titulos publicos argentinos en los cuales el pago de la
primera cuota de amortizacion se efectla después de corrido un cierto nimero de
anos; etcétera.

ME MO c c c c

/ / / / /] / /] / »
s 7 7 7 77 7 77 7 »

0 d d+1 d+2 d+h d+n

En el eje de tiempo expuesto antes, puede observarse que, luego de transcurridos
d periodos de diferimiento, es disponible la primera cuota en d + 1, lo que permite
interpretarla como diferida y pospagable. Por lo tanto, el valor actual de esta renta es
igual al de su correspondiente inmediata descontada por los d periodos de diferimiento.
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Simbolizando dicho valor actual con d/V, resulta:

1— (A+i)™

ayv,=c
i

1+

Debe aclararse que existe una tendencia a pensar que el diferimiento es d + 1. En
este caso la renta se convierte en diferida prepagable por lo que al multiplicar por (1 + i),
simplificando, resulta una ecuacion igual a la anteriormente propuesta:
1—(1+i)™

aVv,=c
i

(A + iy + 7)

av,=c

PROBLEMA DE APLICACION N° 8

Una familia firma un contrato de locacion de un departamento por 2 anos y debe
pagar por mes adelantado un monto de $ 2500 es liberada del pago de los tres
primeros alquileres por hacerse cargo de algunas reparaciones del inmueble. Calcular,
al momento de contratacion, el valor de las cuotas de alquiler, si la tasa de interés
considerada para su valoracion es del 1,5 % mensual.

Solucién

— (1+0,015) 2!

d/V, = 2500 ! (1 +0,015)3 (1 + 0,015)

Al ser prepagables y no exigibles los tres primeros meses de alquiler, queda una
renta de 21 términos y diferida en 2 periodos:

— (140,015) 2!

d/V, = 2500 ! (1 + 0,015)2

aVv, = 43437,44

4.3.4.2. Anticipadas de términos constantes

Las rentas son anticipadas cuando el momento de valuacion es posterior al momento
de origen.

La imposiciones tratadas anteriormente pueden considerarse un caso frecuente de
rentas anticipadas ya que el momento de valuacion es n, fecha en la cual se recibe el
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capital acumulado, que representa la contraprestacion recibida por el plan de ahorro
constituido.

Pero también existen rentas anticipadas en los que el momento de valuacion puede
ubicarse en un punto h < n, como ocurre en los circulos de ahorro previo, cuando por
sorteo o licitacion, se recibe el bien objeto de la formacion de la renta. Graficamente se
tiene, si los términos son pagos por periodo vencido:

MO ME

c c c c o}
/L / / // / // / / [
I 7 7 7 7 7 U 7 »
0 1 2 h n-1 n

En estos casos la determinacion de su valor en h se obtiene capitalizando por h
periodos el valor actual de su correspondiente renta inmediata:
1-(+)"
i

V=c

f (1 + i)

También, aplicando el concepto de valor de una renta un momento h cualquiera, se
tiene el valor final de h términos mas el valor actual de (n — h) términos:

14i)"—1 — (1400
( ,) ‘e 1-(1 .+/)
i

V=c

h

Operando algebraicamente se llega al mismo modelo anterior. En ambos modelos
corresponde capitalizar por (1 + /) si los pagos fueran por periodo adelantado.

PROBLEMA DE APLICACION N° 9

Se constituye una operacion de ahorro y préstamo a los efectos de adquirir un deter-
minado bien. Para ello el adquirente se compromete a pagar treinta cuotas mensuales
vencidas de $ 1000 y coincidentemente con el pago de la cuota nimero 8 se recibe el
bien. Si la tasa pactada es del 2,5 % mensual, calcular el valor del bien al momento de
Su recepcion.

Solucién

1-(1+0,025)%

V= 1000 (1 + 0,025)% = 25501,53

0,025
6
1+0,025)8 -1 _ -22
v= 1000 1H002V 71 4000 1= (140028 _ 736 151 1676541 = 25501,63
0,025 0,025
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4.3.5. Rentas asincrénicas

Las rentas son asincrénicas cuando el periodo de capitalizacion de los intereses no
coincide con el periodo de la renta.

Esta situacion se resuelve calculando la tasa para el periodo de la renta que resulte
equivalente a la tasa pactada cuando esta tasa esta referida a otra unidad de tiempo.

Ejemplo: calcular el valor actual de una serie de pagos vencidos de $ 6000 exigibles
trimestralmente durante 4 afnos si se evallan a una tasa nominal anual del 12 % para
una frecuencia de capitalizacién semestral.

Primero se calcula la tasa semestral, proporcionalmente a la nominal, y luego se
calcula su equivalente trimestral.

= 8122006 = i, =1,06° -1 = 0,029563
B 16
v, = 6000 (1 + 0.029863) ® _ 75649 5o

0,029563

4.4. Célculo de la tasa de interés implicita en las rentas

En la préactica financiera se presenta muchas veces la necesidad de calcular la tasa
de interés que hace equivalentes la sucesion de capitales con la contraprestacion reci-
bida en un momento dado.

Actualmente no existen dificultades en la determinacién de la misma ya que existen
herramientas muy eficaces que brindan resultados muy exactos, como la utilizacion
de planillas de célculo tipo Excel y calculadoras financieras y cientificas que incluyen
programas para su valuacion.

En caso de no contar con esos elementos se pueden aplicar otras alternativas como
Baily, iteraciones sucesivas, interpolacion lineal reiterada, que son métodos de prueba
por ensayo y error.

Este autor sugiere el método de iteraciones o aproximaciones sucesivas, conocido
también como «tanteo», ya que el mismo resulta sencillo y practico, por no requerir
memorizacion de formulas. Luego de encontrar dos valores entre los cuales se mueve
la tasa puede combinarse con la interpolacion lineal si no se desea seguir tanteando.
Al utilizar interpolacion lineal se obtiene un resultado aproximado de la tasa de interés,
puesto que ese valor se encuentra en la recta que une los dos puntos de referencia,
determinados por las dos tasas en las que se mueven las funciones de valor final o de
valor actual y no sobre la curvas de dichas funciones. En el caso de las imposiciones
el resultado que se obtiene es por defecto, y en las amortizaciones lo es por exceso.

Adaptando la férmula de interpolacion lineal al caso en cuestion se tiene que:

i)y — f(i
=i +f(/('1; = f((iO; (i, =1)

0
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En ambos métodos, iteraciéon sucesiva e interpolacion lineal, se presenta el incon-
veniente de determinar la tasa con la que se comienza a ensayar. Para ello debe consi-
derarse el tipo de operaciéon a la que pertenece la renta utilizada, ya que si se trata
de imposiciones corresponde considerar el nivel de las tasas pasivas, mientras que
si se trata de amortizaciones hay que relacionarlas con las tasas activas. En las dos
situaciones, siempre existen parametros en el mercado de capitales para tomar como
referentes.

Se proponen a continuaciéon dos ejemplos que permitiran interpretar lo expuesto.

PROBLEMA DE APLICACION N° 10

Con el objetivo de reunir un capital que le permita cambiar su auto, un individuo
depositd durante 15 meses, al principio de cada mes, la suma de $ 2300 de manera tal
que al vencimiento del mes quince habia acumulado la suma de $ 36952. {Cual sera
la tasa lograda en la inversion realizada®?

Solucién

Teniendo en cuenta que es una imposicién, y conociendo que al momento de
escribir este capitulo las tasas pasivas vigentes en el mercado no superan el 1%
mensual, se comienza a ensayar con ese parametro, resultando:

(1+0,01)"*-1
2300 ————— (1 + 0,01) = 37393,09
0,01

Dado que se obtuvo un capital mayor a 36952 y, recordando el comportamiento de
la funcion valor final de una renta, debe buscarse una tasa menor al 1 %. Probando con
el 0,7 % se tiene:

(140,07)"—1
0,07

2300 (1 + 0,007) = 36496,57

Con este resultado puede afirmarse que la tasa buscada esta entre el 0,007 y el
0,01. Si se aplica interpolacion lineal y se reemplazan sus valores en la férmula dada,
queda:

i,=0007  f(i) = 3649657
i =x f(i) = 36952,00

i,.= 0,01 f(i,) = 37393,09

1

2 - 36496,57
j = 0,007 + 099278649657 51 47y
37393,09 — 36 496,57

i = 0,008524
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El valor es aproximado por defecto ya que al reemplazar en la ecuacion de la equi-
valencia del intercambio se obtiene un valor capital de $ 36948,85. Si se calcula con
maquina financiera la tasa que satisface la ecuacion es igual a 0,0085345.

PROBLEMA DE APLICACION N° 11

Un ama de casa adquiere una heladera en una casa de articulos del hogar de su
barrio. El precio de contado de la heladera es de $ 3500 y la adquiere financiada en 24
cuotas mensuales, vencidas, calculadas a una tasa de interés del 2,8 % mensual. Se
solicita:

a) Determinar la cuota de la financiacion, sin gastos.

c = 3500 0.028 = 202,24
1-(1 + 0,028)%

b) Calcular la tasa implicita, si en el momento de la compra debid pagar $ 50 en
concepto de flete y le cargaron en cada cuota $ 10 de gastos administrativos.

En este caso se plantea una ecuacién incorporando los gastos correspondientes:

1— (1402
3550 = 212,24 ———~

Para determinar la tasa que satisface esta igualdad existe una referencia ya que
la tasa de la financiacion es el 2,8 %; por lo tanto, al considerar la incidencia de los
gastos, se debe buscar una tasa mayor a ésta. Comenzando la prueba con una tasa
del 3% se obtiene un valor actual igual a $ 3594,40. Conocido el comportamiento de la
funcién valor actual de una renta con respecto a la tasa de interés, se sabe que para
bajar el valor actual hay que subir la tasa y probando con una tasa del 3,5 % se obtiene
$ 3408,23 de valor actual. De esta manera resulta:

i,=0,03 (i) = 3594,40
i =x f (i) = 3550
=0035  f(i,) = 3408,23

3550 — 3594,40
340823 - 359440 '

i=0,03 0,035-0,03)
i =0,031192

Este es un valor muy aproximado por exceso ya que la verdadera tasa, calculada
con una maquina financiera es 0,031157. Estas calculadoras, lo mismo que la utiliza-
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cién de planillas Excel permiten determinar mucho mas rapido y exacto la tasa implicita
en las rentas.

4.5. Rentas perpetuas de términos constantes

Las rentas son perpetuas cuando el nimero de términos es infinito, entendiéndose
en este caso que, al momento de definir la renta, no esté determinado el momento de
finalizacion. Por lo tanto en estas rentas no se puede calcular su valor final, pero si se
puede determinar el valor actual aplicando el limite a la correspondiente renta tempo-
raria cuando n tiende a infinito.

4.5.1. Renta perpetua inmediata
En el gréfico se aprecia la corriente de pagos vencidos cuando el nimero de los
mismos tiende a infinito:

C (¢} (¢}
/ / / / >
0 1 2 3 n—oo

Si se aplica el limite al valor actual de la renta inmediata temporaria pospagable,
cuando n—oe, resulta:
n—oo 0

lim . _V,=Ilm__ {c 1_(14—0}

i

Sabiendo que (1 + /)™ tiende a cero cuando n tiende a infinito, realizando los reem-
plazos correspondientes y simbolizando al valor actual de la renta perpetua con V_, se
obtiene:

4.5.2. Renta perpetua diferida

El valor actual de la renta diferida perpetua es igual al de su correspondiente renta
inmediata de pagos vencidos descontados por los d periodos de diferimiento, como
ocurre con las temporarias diferidas de acuerdo a lo fundamentado antes.

av, =< (0 +0°
-
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4.5.3. Renta perpetua anticipada
El momento de valuacion de la renta anticipada es, como ya se dijo en las tempo-
rarias, un momento h cualquiera. Si es perpetua anticipada, el valor en h se obtiene
capitalizando a ese momento el valor de la perpetua inmediata.
Y
v —Cc (1+))

hoo i

Los modelos expuestos corresponden a rentas perpetuas pospagables por lo tanto
si fueran prepagables hay que multiplicarlos por (1 + /).

PROBLEMA DE APLICACION N° 12

Al finalizar la construccion de una calle peatonal se estima que no necesitara ser
reparada en el término de 2 afos. Transcurrido dicho lapso debera pagarse $ 1000000
por servicio de mantenimiento y a partir de alli por tiempo indeterminado, cada afno
vencido, $ 300000 por igual concepto. A estos efectos el municipio desea conocer
el valor presente de los egresos resultantes si se evallan considerando una tasa de
interés del 9 % anual.

Solucién
Se trata de la entrega de un capital al vencimiento del segundo ano y a partir del

vencimiento del tercero una renta perpetua que resulta diferida por dos anos.

09)-2 + 300000 (4 4 g,09)-2

V. = 1000000 x (1 + 0
0 (g

V, = 841679,99 + 2805599,98 = 3647279,97

4.6. Rentas temporarias de términos variables

Los modelos obtenidos en los puntos anteriores se refieren a las rentas cuyos
pagos o cobros son siempre una suma constante. En la practica suelen presentarse
casos en que dichas suman varfan segun una ley de formaciéon matemética, en los
cuales también es posible encontrar formulas simplificadas para los célculos de valor
actual y valor final.

4.6.1. Rentas variables en progresion geométrica
Son variables en progresién geométrica cuando cada término es igual al anterior
multiplicado por un valor constante q, que constituye la razoén de la progresion.
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Si g > 1 seré una renta variable en progresion geométrica creciente y siq < 1 sera
una renta variable en progresién geométrica decreciente.

Entonces sus términos resultan:

A continuacion se realizaran las deducciones de los modelos correspondientes a
las distintas rentas temporarias y perpetuas.

4.6.1.1. Valor actual de las rentas inmediatas, temporarias y pospagables
El gréfico de la renta definida queda expuesto de la siguiente manera:

c cq th—1 an—1
£ / / 7 // /

7 7 77 7 77 7

0 1 2 h n

o
Q
T
=
Jr
I
4

Sumando los valores actuales y sabiendo que ¢ es el primer término, se tiene:
Vi=c(+i)"+cq(+)? +..+cg™(1+i)"+ .. +cqg™ (1+i)”
Sacando factor comun c:

Vo=cld+i)y" +q 0 +i)% + . +g (0 +)"+ .. +g (1 +i)y]()

v

Dentro del corchete resulta la suma de una sucesion de n términos variables en
progresién geométrica decreciente de razén g(1 + i)™ y la misma se resuelve apli-



cando el modelo ya conocido y propuesto para las rentas constantes. Sustituyendo los
valores correspondientes en la férmula de suma queda:

1-q(1+ /)HJ

1" (1 + )"
1-q(1 + i) 1+4i-q

1+i-q
1+

V,=c Lm + iy - ¢ Lm + i)

y realizando los procedimientos algebraicos correspondientes:

1-g" (1 +i)"
Vozci(J(_ )
1+i-q

Este modelo es aplicable cuando g # (1 + /) ya que si son iguales se produce una
indeterminacion que se resuelve reemplazando en (1):

_{(1 A+) O+ +(1+0~*}

v ~+ T : :
1T+ (1+10)7? 1+ (1 +0n

0

y simplificando queda n sumandos de la forma (1 + /)™

Vo=c(@+i)y™n cuandog = (1 +1)

» Observacion: teniendo en cuenta el concepto de valoracion de conjuntos de capi-
tales y su equivalencia en distintos puntos, para no reiterar demostraciones ya cono-
cidas se remite al lector a las relaciones ya fundamentadas. Por lo tanto, a las féormulas
de valores actuales obtenidas, corresponde:

— Si son diferidas: descontarlas por el tiempo de diferimiento.

— Si son anticipadas: capitalizarlas al momento de valuacion.

— Si son prepagables: multiplicarlas por (1 + /)

PROBLEMA DE APLICACION N° 13

Por cuestiones contables y administrativas se necesita evaluar en la fecha una
corriente de diez flujos anuales, que a partir del primero, de 1000 unidades de moneda,
se incrementaran anualmente en un 20 %. Determinar el valor presente sabiendo que
los flujos son vencidos y la tasa de valuacion es el 8 % anual.

Solucién
Si se incrementan en un 20 % entonces q = 1,20
1-1,20" (1 + 0,08)7°

V. = 1000 = 15566,43
0 1+ 0,08-1,20
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4.6.1.2. Valor final de las rentas temporarias, inmediatas y pospagables
Conocido el valor actual de la renta variable en progresién geométrica, temporaria,
inmediata y pospagable, su valor final resulta igual a dicho valor capitalizado por (1 + /)"

1-q" (1 +i)" (1 +iy-q
—— 1+ 5 V=c —

V,=¢ n 1+i-qg

n 1+i-q

PROBLEMA DE APLICACION N° 14

Un empleado de comercio se propuso realizar un ahorro y para ello deposita todos
los meses una suma que, a partir de la primera de $ 600, estima podra incrementarla
mensualmente en un 2 %. Si el primer depdsito lo hace en el dia de la fecha, y supo-
niendo que la entidad financiera en la que realiza la imposicién le asegura una tasa de
interés del 1% mensual, {qué capital reuniréa al cabo de 18 meses?

Solucién
Dado que el primer depésito se realiza en el dia de la fecha, resulta prepagable:
(1 +0,01)8— 1,021

V., = 600 (1 +0,01) =14065,18
1+0,01-1,02

4.6.1.3. Valor actual de las rentas perpetuas, inmediatas y pospagables
El valor actual de una renta variable perpetua resulta de aplicar el limite cuando n
tiende a infinito a su correspondiente renta temporaria:

7mm+wJ

p _ c
lim__ V, //mn%{ T4i-g

y por lo tanto queda la siguiente expresion

_c
1+i-qg

donde se puede observar que esta formula tiene una limitacion que debe satisfacer
la razén g de la progresion para que tenga sentido la perpetuidad, y es g < (1 + /).
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4.6.2. Rentas variables en progresion aritmética

Son variables en progresion aritmética cuando cada término se obtiene sumando o
restando al anterior un valor constante p que constituye la razén de la progresion.

Si p > 0 sera una renta variable en progresion aritmética creciente, y si p< 0 sera
una renta variable en progresion aritmética decreciente.

Entonces sus términos resultan:

c,=c
c,=C+p
c,=Cc+2p

En el caso que p < 0 hay que cuidar que los términos no se anulen. Para ello el
Ultimo término debe cumplir la siguiente condicion:

c+(n-1)p>0
de donde se obtiene que p > — c
primer término de la renta.
A continuacion se realizaran las deducciones de los modelos correspondientes a
las distintas rentas temporarias y perpetuas.

] ,siempre teniendo en cuenta que c es el

4.6.2.1. Valor actual de las rentas inmediatas, temporarias y pospagables
Sumando los valores actuales, se tiene:

Vo=c(l+i)"+c+p 0+ +. +c+t2p)1+)°*+. . +c+@n-1)pl(1+i)”
Para simplificar la deduccién se tomav =(1 + /)™, por lo tanto:
V=cv+ctpVvi+(c+2pVvi+..+[c+ (-2 p]v""+[c+ (n-1)plv"

Aplicando la distributiva y agrupando:

V=clv+vi+ .+ v + v+ [pv2+2pv3+ .+ (n=2) pv"" + (n—1) pv”

[¢]

El primer corchete constituye el valor actual de una renta constante. En el segundo,
la renta de términos variables se puede descomponer en la suma de rentas de términos
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constantes iguales a p, la primera de (n — 1) términos, la segunda de (n — 2) términos,

y asf sucesivamente hasta la Ultima de 1 término, cada una de ellas descontadas al
momento cero.

— 2 —2 -1

Vo=can +tlpa,q vtpa,sVP+..+tpagyVvi+pvr]

!

Sacando factor comun p y reemplazando por la expresion analitica, el valor actual
de las rentas:

1 -yt 1-vn? 1-Vv2
i i i

V0=caﬂ,+pL i (V25 S VI U S VO SV
Sacando factor comdn 1/, aplicando distributiva en cada término de la suma y
operando en los numeradores:

Vozcan_“+p.Lv—v”+v2—v”+ T v”‘—v”J
i

Agrupando los términos positivos vy los términos negativos dentro del corchete:

V,=ca + L[(v FVR A LAV S (VT Vv V)]
i

Finalmente se obtiene:
Vo=cagy, +/,£ (cay —nv)osiendov = (1+i)"

0 all i -n (1 + /')—n]

V. =ca_, +£ ca,
f

Para no reiterar conclusiones ya justificadas, se propone al lector que realice las

modificaciones correspondientes si la renta variable en progresion aritmética es dife-
rida, anticipada y/o prepagable a partir de las consideraciones ya conocidas.

PROBLEMA DE APLICACION N° 15

Una pequefa empresa logra un préstamo por el cual se compromete a pagar inme-
diatamente y cada 60 dias vencidos, 9 cuotas que decrecen periédicamente en $ 556
a partir de la primera de $ 16112,75. Si la tasa de interés utilizada por la entidad credi-
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ticia es del 5 % constante para 60 dias, se solicita a usted que determine el monto del
capital recibido en préstamo.
Solucién

~(1+0,05)° 556 r - (14 0,05)°

1
V. =16112,75 — -9(1+0,05)°*
0 0,05 0,05 0,05 ( ) J

V, = 100000,00

4.6.2.2. Valor final de las rentas temporarias, inmediatas y pospagables

Conocido el valor actual de la renta variable en progresion aritmética, temporaria,
inmediata y pospagable, su valor final resulta igual a dicho valor capitalizado por
1+

V,={ca, +2[a, —n(+)1}( +ip
I

Recordando que capitalizando el valor actual de una renta constante se obtiene el
valor final, resulta:

PROBLEMA DE APLICACION N° 16

Una persona reunié $ 58477 en un plan de ahorro de 12 cuotas mensuales. Si se
sabe que la tasa de interés mensual que obtuvo fue el 0,6 % y que cada depdsito
super6 al anterior en $ 500, se pide determinar el valor de la primera y la séptima cuota.

e Solucion

58.477 =c

(1+0006)™2-1 , 500 |(1+0006)™=-1
0,006 0,006 0,006

c=2000 y c,=2000 + 6x500 = 5000
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4.6.2.3. Valor actual de las rentas perpetuas, inmediatas y pospagables

El valor actual de una renta variable en progresion aritmética perpetua resulta de
aplicar el limite cuando n tiende a infinito a su correspondiente renta temporaria. Cono-
ciendo ya que el limite de a 4, cuando n tiende a infinito es igual a 1//, y que el producto
nv" que figura en el sustraendo adopta una indeterminaciéon que es igual cero, resulta
que el valor actual de la perpetuidad es

/ \

er2)t
\ i)

/

4.7. Valoracion de rentas con tasas variable
Suponiendo que se desea evaluar una renta de términos constantes, inmediata,

temporaria y pospagable y que para su valoracion se han fijado las tasas /, para el
primer periodo, i, para el segundo y asi sucesivamente hasta el Ultimo periodo que se
ha fijado la tasa/ , graficamente se tiene:

i, ¢ I, C c c i c
/ / / /A // / >
0 1 2 h n-1 n

Si en estas condiciones se desea determinar su valor actual, queda:

Vi=c(@+iy'+c(+i)"0+i)y . +c+iy..(0+i)y'[+i)

Mientras que su valor final sera:

Vo=c@+i)d+i). . (A+i)+c+i). (1+i)+..+c(+i)+c

n

4.8. Valoracién de rentas en un contexto inflacionario

No existe diferencia conceptual en la valoracion de capitales en un contexto inflacio-
nario ya sea que se trate de operaciones financieras simples o de operaciones finan-
cieras complejas. Si se convienen pagos o cobros mediante la utilizacion de rentas,
se deben practicar los ajustes a cada prestacién o contraprestacion como si fueran
varias operaciones financieras simples. La consigna es comparar siempre cantidades
referidas a moneda de un mismo momento.

Suponiendo que se ha constituido una renta de n términos, inmediata, temporaria y
pospagable, y que para su valuacion se ha fijado una tasa / constante y que la misma
seréa ajustada conforme a un indice de precios, siendo F, F, ..y F las tasas de infla-
cién para los respectivos periodos:
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En estas condiciones la cuota base a moneda del origen es:

c=V i

f W y a partir de ella se obtienen:

c,=c(1+F)
c,=c(1+F)(1+F)

c,=c(+F)Q+F).0+F)

En este caso la tasa / se convierte en tasa real porque se aplica sobre capitales
ajustados, por lo tanto para verificar la equivalencia del intercambio se debe plantear:

Vo=c,(1+n" (A+F)" + c,(+n? A+F) T (A+F) 7+ 4+ ¢ (07 (1+F) 7 (1+F)7

Con respecto al valor final, si se lo quiere expresar a moneda del vencimiento sélo
basta con aplicarle al modelo correspondiente el indice de correccién monetaria entre
el origen y el vencimiento.

PROBLEMA DE APLICACION N° 17

Sea un crédito de $ 10000 al 2 % mensual de interés a pagar en 5 cuotas mensuales
vencidas ajustables por inflacién, siendo las tasas de inflacion para los sucesivos
periodos 0,9; 1,2; 1,2; 1y 0,9 % respectivamente. Se pide:

a) Calcular el valor de las cuotas.

0,02
- 10. )
¢ = 10000 930 025

=2121,58
¢, =2121,58 x 1,009 = 2140,68
c, = 2140,68 x 1,012 = 2166,37
¢, =2166,37 x 1,012 = 2192,36
c, =2192,36 x 1,010 = 2214,28
c, = 2214,28 x 1,009 = 2234,21
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b) Verificar la equidad del intercambio

10000 = 2140,68 x 1,027" x 1,009" + 2166,37 x 1,022 x 1,012 x 1,009" + 2192,36
x 1,02% x 1,0122 x 1,009 + 2214,28 x 1,02* x 1,017" x 1,0122 x 1,009+ 2234,21 x
1,02°x 1,009 x 1,017 x 1,012°2

10000 = 2079,99 + 2039,20 + 1999,21 + 1960,01 + 1921,59

10000 = 10000

c) Calcular la tasa aparente implicita en esta operacion.

Si se plantea la equivalencia del intercambio considerando los flujos efectivizados
a moneda de la fecha de pago, los mismos son heterogéneos ya que tienen distinto
poder adquisitivo, resultando entonces:

10000 = 2140,68 (1+i)" + 2166,37(1+i)2 + 2192,36(1+/)° + 2214,28(1+i)*
+2234.21 (1 +0)°

La tasa que satisface la ecuacion, calculada con maquina financiera, es 0,030739.
Esta tasa es la tasa aparente resultante de la financiacion.

* PROBLEMAS

1. Por la compra de un bien cuyo precio de contado es de $ 2500 se pacta el pago
de un cierto nimero de cuotas mensuales de $ 220 cada una aplicandose una tasa de
interés mensual del 1,5 %. Se solicita:

1.a) Calcular el nUmero de cuotas a pagar.

1.b) Dado que el valor anterior no es entero determinar el monto de las cuotas
refuerzo que deberian pagarse conjuntamente con las cuotas 6 y 12 para cancelar la
deuda.

Solucion
1.a) V,=cxa g,

1-(1+0015™"
2 =20 X —M—M—
500 0x 0,015
c 200
In - ) In
eV, . 200 -2500x 0,015 |
n=— ——= n=
In (141 In (14 0,015)
n=1255
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— (1 +0,015)2

1.b) 2500 = 220 x | S Sie e CCX (1,015 + CC X (1,015)°

2500 = 2399,65 + CC x 1,750929
CC = 57,31

2. El gerente de produccion de una compania industrial ha enviado al directorio un
memo con el objeto de cambiar una maquinaria. EI mismo considera que puede ser
vendida valorizando los flujos de fondos que generard mensualmente en el ano en
curso. El primer flujo se estima en $ 7500 a mes vencido, suma que decrece a partir
del 2do mes inclusive en un 10 % como consecuencia del rendimiento operativo decre-
ciente por desgaste. Se solicita:

2.a) Silatasa es del 1,5 % mensual, calcular el valor de la maquinaria.

2.b) Determinar el flujo de fondos del 7mo mes.

Solucién
a,, 6750

2.a)qg = = =09

9= 3 = 7500
v, =a,x XA 407 g4 4 e g

1+i—q

v — 7500 x L= [0.9x (1,015)"7

0 1,015+ 0,9
V, = 49811,70

2.b)a =a,xq(n-1)
a,= 7500 x 0,97 =3985,80

3. En el dia de la fecha un comerciante adquirié mercaderias a su proveedor por
$20076,49 y se comprometié a pagar 6 documentos: el primero de $ 4000 con venci-
miento a los 45 dias, el segundo de $ 5000 con vencimiento a los 90 dias y los cuatro
restantes con vencimiento a los 120, 150, 180 y 210 dias respectivamente, todos ellos
del mismo valor nominal. Sabiendo que el acreedor aplica una tasa de interés del 2 %
para 30 dias se pide:

3.a) Calcular el valor nominal de los 4 documentos iguales que le permitiran cancelar
la deuda utilizando, donde lo justifique el célculo, el modelo de renta correspondiente.

3.b) Si a los 130 dias de realizada la compra el comerciante decide reemplazar los
documentos restantes por un Unico documento cuyo vencimiento comun opera los 60
dias de esa fecha, se solicita: determinar el nominal del documento Unico si la valora-
cién se realiza en las condiciones sustanciales pactadas inicialmente.
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e Solucién

3.a) 20076,49 = 4000 1 + 5000 1 Lo 1=(1+002*
(1 + 0,02)*% (1 + 0,02)%0%0 0,02

1

(1 + 0,02)°
c = 3200
3.b) D 1 _3pp0l=(1+002 I 1,0210/%0

(1 + 0,02)%0 0.02

D = 9664,84

* PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Una persona se compromete a depositar 18 cuotas mensuales, vencidas, cons-
tantes y consecutivas en un banco que le asegura una tasa de interés del 3 % mensual.
Las primeras 5 cuotas las deposita en tiempo y forma y las 13 restantes fueron deposi-
tadas regularmente después de transcurridos tres meses sin depdsitos. Se pide:

1.a) Calcular el importe de la cuota mensual si al cabo de la operacion la cuenta
tiene un saldo de $ 65000. R: 2692,92

1.b) Determinar el importe extraordinario que deberia depositar al vencimiento del
afo de iniciada la inversion para lograr el mismo monto y en la misma fecha si sélo
efectla los primeros 5 depositos. R: 32233,49

2. Un hombre se propone constituir un fondo de $ 100000 dentro de 25 meses
depositando a partir de hoy una cierta suma a principio de cada mes en un entidad
que le asegura para todo el plazo una tasa del 1,3 % mensual de interés. A estos fines
se lo consulta a Ud. para que determine:

2.a) La suma mensual que debera depositar a principio de cada mes para reunir €l
capital deseado. R: 3367,09

2.b) Si después de depositar la cuota 18 se viera imposibilitado de seguir
cumpliendo con los depdsitos establecidos, determinar la suma que le corresponderia
agregar un mes antes del vencimiento para lograr su objetivo. R: 24509,10

3. Para cancelar una deuda de $ 7000 se conviene el pago de 12 cuotas constantes
mensuales y vencidas exigibles luego de transcurridos 2 meses de diferimiento calcu-
ladas a una tasa del 2 % mensual. Se pide:

3.a) Calcular el valor de la cuota. R: 688,66

3.b) Si el deudor no paga las cuotas 8 y 9 determinar el valor de las cuotas 10, 11y
12 para poder cancelar su deuda en el plazo fijado. R: 1171,02
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CAPITULO 5
Sistemas de amortizacion de préstamos

5.1. Sistemas de amortizacion de préstamos. Concepto y generalidades

Cuando individuos 0 empresas necesitan efectuar consumos o realizar inversiones
y no disponen de las sumas necesarias para su concrecion, deben recurrir a personas
fisicas o entidades que se dedican a la toma y colocacién de fondos a los efectos de
solicitar préstamos de dinero o adquirir bienes financiados.

Es necesario dar una definicién de préstamo y mencionar algunos aspectos a tener
en cuenta para su estudio desde el punto de vista de la Matematica Financiera dejando
de lado las consideraciones legales.

Todo préstamo es una operacion financiera porque implica un intercambio no simul-
taneo de capitales y, segun la cantidad de capitales que se intercambien, puede ser
simple o compleja, dependiendo de las condiciones formales y sustanciales que se
establezcan entre las dos partes intervinientes: el acreedor o prestamista, que es quien
presta el dinero o entrega el bien y el deudor o prestatario, que es quien recibe el
capital objeto del préstamo.

Habiendo efectuado estas consideraciones se puede decir que préstamo es la
cesion de un capital por un cierto tiempo, por parte de una persona (acreedor) a favor
de otra que lo recibe (deudor) quien se compromete a reembolsarlo basado en deter-
minadas condiciones pagando ademas, durante el tiempo de vigencia de la operacion,
un interés estipulado en el momento de contratacion.

Bajo dichas condiciones debe verificarse el principio de equidad financiera, o sea,
la equivalencia entre los conjuntos de capitales intercambiados. Esto significa que el
valor del préstamo o capital cedido por el acreedor tiene que ser igual al valor actual
de los desembolsos que efectle el deudor en funcién de las condiciones sustanciales
que se hayan pactado.

La obligacién por parte del acreedor generalmente es inmediata, ya que luego de
aprobados los requisitos formales y acordado el crédito, debe entregar la suma objeto
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del mismo, mientras que la obligacién del deudor reviste formas muy variadas para la
devolucion del capital, y esas formas constituyen los distintos sistemas de amortizacion
de deudas, siendo éste el tema de estudio del presente capitulo.

Cabe observar que en el lenguaje financiero el término amortizar se refiere al proceso
por el cual se extingue una deuda mediante el pago del capital, o proceso por el cual
se devuelve el capital que origind el préstamo.

Los sistemas de amortizacion de deudas utilizados en la practica comercial y
bancaria se pueden sintetizar de la siguiente manera:

1) Sistemas de reembolso mediante un pago Unico de capital

* Con pago acumulado de intereses:

a) al vencimiento del plazo (como si se tratara una operacién de capitalizacién);

b) al inicio del plazo (se deducen por adelantado como si fuera una operacion de
descuento).

* Con pago periédico de intereses:

a) al final de cada periodo;

b) al inicio de cada periodo.

Il) Sistemas de reembolso mediante pago periédico de capital

En estos sistemas se utilizan rentas, de manera tal que cada término es constitutivo
de una parte de capital y una parte de interés sobre el saldo de capital adeudado, y
segun la manera en que se calculen dichos importes, se conocen los siguientes:

* Sistema Francés

* Sistema Aleman

* Sistema Americano

lll) Sistema de tasa directa o cargada

En nuestro pals se acostumbra a utilizar una tasa que se aplica sobre el capital
inicial para el célculo de los intereses de todo el plazo y luego se divide por el nimero
de cuotas pactado, resultando asf una tasa ficticia que no responde al concepto de
tasa de interés ya que no se aplica sobre los saldos adeudados.

Al estudiar cada uno de estos sistemas, se efectuara el analisis correspondiente
en ocasion de producirse la modificacion del plazo y/o la tasa, como asi también los
planteos que deben formularse cuando se desee refinanciar una deuda proponiendo
los modelos matematicos a aplicar en cada situacion. En estos casos y en cualquier
otro que implique un cambio en las condiciones substanciales pactadas se debe plan-
tear una equivalencia financiera entre dos conjuntos de capitales: el flujo de fondos que
surge del contrato original debe ser equivalente al flujo de fondos resultante de modi-

ficar el mismo, evaluados a una tasa de referencia.
Por lo expuesto, en cada préstamo se desarrollaran las siguientes situaciones:
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1. Cancelacién anticipada

Es el reembolso de la deuda antes del vencimiento estipulado y esto implica la
modificacion de una clausula contractual como es el plazo de la operacién de crédito.
Generalmente esta situacion esta prevista en los contratos; en este caso no habria
lugar a discusioén, ya que las partes deben atenerse a lo pactado y habitualmente la
suma que cancela el préstamo es igual al importe resultante de aplicar las condiciones
contractuales hasta el momento de la cancelacion.

En caso de no estar prevista en el contrato, la Matematica Financiera provee los
métodos necesarios para calcular la suma que cancelaria la deuda para que, con base
en el principio de equidad financiera, ninguna de las partes se vea perjudicada.

La cancelacion anticipada puede no convenir al deudor o al acreedor, segun la tasa
de interés vigente en el mercado haya variado en mas o en menos, respectivamente.

Esta discusion tiene sentido cuando se han pactado tasas de interés constantes, o
variables, pero prefijadas contractualmente.

Si se pact6 una tasa flotante o variable segun el comportamiento que las mismas
tengan en el mercado, la discusién no tiene sentido, ya que cuando varia la tasa de
mercado también varia la del contrato.

Entonces, la propuesta del planteo de la equivalencia correspondiente a la cance-
lacion anticipada adquiere relevancia cuando el contrato no se expide al respecto
y depende de la variacién que hayan sufrido las tasas en el mercado financiero al
momento de cancelar con respecto a las existentes al momento de la contratacion.

Particularmente en este punto, la suma que cancelarfa la deuda en un momento
anterior, debe ser una suma tal que reinvertida en el mercado a la tasa vigente y por el
tiempo que resta para finalizar el contrato, permita reunir el mismo valor o valores que
el acreedor hubiera obtenido si no se hubiera producido esta modificacion contractual
como es el reembolso antes de tiempo.

2. Reembolso parcial

El reembolso parcial es un pago a cuenta que puede efectuar el prestatario a los
efectos de reducir su deuda; el problema que se presenta en este caso, consiste en
determinar el saldo resultante luego de efectuar dicho desembolso. Para la determi-
nacion del mismo deben tenerse en cuenta las consideraciones desarrolladas en la
cancelacion total; ese saldo debe ser una suma tal que, a la tasa pactada, junto con
el reembolso efectuado, reinvertido a la tasa de mercado, permitan al prestamista
percibir al vencimiento del plazo original la misma cantidad que recibiria sin aceptar
dicho reembolso parcial.

3. Reconstruccién del capital

Este concepto explica el problema que se presenta en los sistemas de préstamo de
reembolso Unico de capital en los cuales el deudor, al tener que devolver el capital en
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forma integra, puede encontrarse con el inconveniente de no contar, en el vencimiento
del plazo, con la suma a desembolsar. A estos efectos la solucion que se sugiere al
prestatario es la de efectuar una prevision que permita constituir el capital a reintegrar.

Esto se logra depositando, con cierta regularidad, sumas periédicas que consti-
tuyen las imposiciones o términos de una renta temporaria cualquiera que permitan
lograr un valor final igual al capital que se desea constituir.

Esta operacion es una operacion paralela, al margen del contrato, que se realiza
a una tasa de mercado y que, por tratarse de imposiciones, es una tasa pasiva, y no
es una operacion obligatoria sino una opcién para el deudor a los efectos de prever y
asegurar la devolucion del capital.

4. Valor de cesion

La determinacion de este valor es necesaria cuando el prestamista desea ceder o
transferir los derechos que tiene sobre un crédito. Este valor de cesién esta integrado
por dos conceptos, a saber:

* Nuda propiedad: es el valor actual del capital o cuotas de capital pendientes de
pago a un momento h, anterior al vencimiento n, evaluados a la tasa de mercado.

* Usufructo: es el valor actual a un momento h, anterior al vencimiento n de los inte-
reses pendientes de pago, evaluados a la tasa de mercado.

La suma de ambos valores es el valor de cesién del préstamo o plena propiedad.

5. Tasa interna de retorno

El concepto de tasa interna de retorno ya ha sido introducido en el capitulo 3, cuya
aplicacion adquiere mucha importancia en este punto de préstamos. La determinacion
de la misma, al incorporar los gastos resultantes de cada crédito en particular, segun
la parte que corresponda, deudor o acreedor, permitird conocer el verdadero costo o
el verdadero rendimiento respectivamente. En el ambito financiero, cuando se refiere a
la tasa resultante para el deudor, se la suele publicitar como costo financiero total y es
distinta con respecto a la tasa indicadora del rendimiento financiero del acreedor ya que
en los gastos impositivos éste actla como agente de retencidn y sus cargas son otras.

Existen también casos de préstamos en que la tasa contractual no es una tasa efec-
tiva 0 es una tasa ambigua; para ello se hace necesaria la determinacién de la tasa
implicita aplicando el mismo concepto.

En ambos casos se plantea la equivalencia financiera donde el valor del capital
objeto del préstamo debe ser igual al valor actual de los desembolsos periédicos del
deudor o de los ingresos del acreedor; la tasa que satisface esa ecuacién es la tasa
efectiva de la operacion para cada una de las partes, segun corresponda.

Teniendo en cuenta lo expuesto y considerando que los gastos inherentes son muy
versatiles, no se estima conveniente proponer un modelo tedrico especifico en los distintos
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sistemas de préstamos, ya que el lector puede interpretar que la ecuacion propuesta sea
la Unica forma de calculo cuando en realidad son numerosas las relaciones posibles.

A estos efectos se formularan ejemplos practicos adecuados que permitiran deter-
minar la tasa implicita en cualquier operacion de préstamo.

Nomenclatura: en este capitulo se incorporan nuevos conceptos por lo que es nece-
sario asignar una simbologia a los mismos. A tal fin, se aconseja utilizar la siguiente:

V, — valor de la deuda o capital objeto del préstamo

A — cancelacién anticipada

R — reembolso parcial

S, — saldo de deuda en el momento h

¢, — servicio o cuota total del préstamo en el momento h

l, — intereses contenidos en la cuota h

t, — cuota de amortizacion contenida en la cuota h

T, — total amortizado hasta el momento h inclusive

K — nuda propiedad

U — usufructo

5.2. Sistema de reembolso Unico de capital y pago acumulado de intereses

al vencimiento del plazo

5.2.1. Caracteristicas del sistema

En este sistema el capital y los intereses se devuelven al vencimiento del plazo,
por lo que se lo puede identificar como una operacion simple de capitalizacion. Por lo
tanto, luego de determinar las condiciones substanciales pactadas en la contratacion,
el intercambio resultante es inmediato. Asi, siendo V, el capital recibido en préstamo,
si se estipula que el plazo contiene n unidades de tiempo, resulta que el capital V_ a
desembolsar al vencimiento sera:

a) si se pacta una tasa de interés constante i para cada periodo o interés compuesto
a tasa constante:
V.=V, (1+i)

b) si se pacta tasa de interés flotante o interés compuesto a tasa variable:
Vo=V, (1+) (1+) (1+0) . (1)

c) si se incluye clausula de ajuste o correccién monetaria con indexacion del capital
y pago de intereses a una tasa constante sobre el capital ajustado:

Vo=V, (14F, ) (1)
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d) si se pacta una tasa de interés simple para la unidad de tiempo:
V.=V, (1+i®n)

Como puede observarse, las relaciones expuestas corresponden a distintas condi-
ciones de valoracién estudiadas en el desarrollo de las operaciones financieras
simples.

A continuacion, y de acuerdo a lo propuesto en la introduccion de este capitulo, se
efectuara el analisis de las distintas situaciones que pueden acontecer en este prés-
tamo. Para ello se toman en cuenta los conceptos ya vertidos; las relaciones mate-
maticas a obtener seran las resultantes de considerar sélo la ley financiera planteada
en a) ya que en las restantes resulta muy improbable la necesidad de plantear otras
equivalencias, puesto que los valores a determinar en el momento de modificar alguna
de las condiciones substanciales son los provenientes de aplicar lo pactado contrac-
tualmente.

5.2.2. Cancelacion anticipada
Si la cancelacion es propuesta en un momento cualquiera o a la finalizacién de un
periodo h (h < n) y la tasa vigente en el mercado esi’, planteando ent = n:

AQ+iy =V, (1 + i)

entonces la suma que cancela la deuda en t = h sera:

(1 -+
A=V,
O+

Puede observarse que:
Sii=i"= A=V (1 +i)",

en este caso la suma que corresponde al capital mas los intereses por el tiempo
que se dispuso del mismo y, ademas, es la suma adeudada en razén del contrato.

Sii>i"=A>V 1+,
en este caso le interesa cancelar al deudor ya que ese préstamo le esta resultando
mas oneroso que si lo obtiene en el mercado por lo que el acreedor, para no verse

perjudicado, deberia recibir una suma mayor a lo efectivamente adeudado para que
al volver a colocar los fondos en una operacion similar pueda obtener el mismo valor.
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Sii<i” =A<V, (1+i),

en este supuesto, le interesa cancelar al acreedor, porque puede tomar los fondos
y colocarlos a una tasa mayor, por lo que el deudor entregaria una suma menor a lo
efectivamente adeudado para mantener la equidad del intercambio inicial.

5.2.3. Reembolso parcial
Si el prestatario ofrece entregar una suma R al vencimiento del periodo h, el saldo S,

que en ese momento arrojaré el préstamo se obtiene planteando la siguiente equiva-
lencia:

R,(1+i )y +S, (1+i)y"=V (1 +ip

de lo que se deduce:

Si se realizan las mismas consideraciones que se hicieron en la cancelaciéon antici-
pada, podra observarse que:

Sii=i" =S, =V,(1+i)-R,,

en este caso el saldo resulta igual a la diferencia entre la suma adeudada al monto h
y el reembolso efectuado, y coincide con el valor resultante de aplicar las condiciones
contractuales.

Sii>i" =8 >V,(1+i)-R
Sii<i’ =8 <V,(1+i)-R

5.2.4. Reconstruccién del capital

En este sistema de amortizacion puede interesar constituir un fondo igual al capital
y/o capital mas intereses. Asi, y solo a modo de ejemplo, si se decide hacer depdsitos
vencidos coincidentes con los periodos y plazo del préstamo a una tasa pasiva de
mercado que permita reunir el capital y los intereses resultara una cuota de imposicion
igual a:

_ A i
o=V (1 4+ G775
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Como se dijo en el parrafo anterior, este caso es sélo un ejemplo, ya que las imposi-
ciones pueden ser términos de una renta prepagable y/o variable o pueden ser pagos
asincrénicos con respecto a los periodos del préstamo, resultando entonces otros
modelos de rentas a aplicar para calcular la cuota a depositar.

5.2.5. Valor de cesion: Nuda propiedad y usufructo
Particularmente en este sistema de amortizacion para determinar el valor de cesion
en un momento h < n resulta:

K" =V, (1 +i")", Ja nuda propiedad.

U, =V, [(1 +0)"=1] (1 +i "), el usufructo.

Si se suman-ambos se obtiene el valor de cesion:

VI =V, (1400 4 VO[T 4 =] (1 i)

h 0
y al efectuar las operaciones correspondientes resulta

iy ()
Vi O +i )

valor que, ante igualdad de tasas, coincide con el de la cancelacion anticipada.

Por tratarse del primer sistema de amortizacién se propone a continuaciéon un
ejemplo practico que contempla todas las situaciones tratadas anteriormente.

PROBLEMA DE APLICACION N° 1

Sea un préstamo de $ 100000 reembolsable a los 10 meses juntamente con sus
intereses al 2,5 % de interés mensual. Se pide calcular:
a) La suma que debera desembolsar el deudor al vencimiento.

V1 = 100000 (1 + 0,025)'° = 128008,45
b) La tasa interna de retorno mensual indicadora del costo para el deudor si tuvo que

abonar $ 1946 de gastos iniciales y 12 % de impuestos sobre los intereses abonados,
al vencimiento de la operacion.
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Gastos iniciales: $ 1946
Gastos finales: 12 % sobre 28008,45 resulta $ 3361,01
Ecuacion para calcular la TIR:

100000 = 1946 + 131369,46 (1 + tin°

Donde la TIR mensual resulta ser 0,0296815 ¢ 2,96815 %

c) La suma que cancela la deuda a los 6 meses del otorgamiento.
c.1) bajo las condiciones contractuales:

A = 100000 (1 + 0,025)° = 115969,34

c.2) si la cancelaciéon no esté prevista en el contrato y la propone el deudor ya que
la tasa en el mercado ha disminuido al 1,8 %:
(1 +0,025)"

A =100000 " = 119192,11
(1 + 0,018)*

d) El saldo resultante si en la misma fecha del punto c) el deudor propone efectuar
un pago parcial de $ 40000
d.1) bajo las condiciones contractuales:

S = 115969,34 — 40.000 = 75969,34

d.2) si el reembolso parcial no esta previsto en el contrato y la tasa en el mercado
es la propuesta en c).
40000 (1 + 0,018)*

S, = 100000 (1 + 0,025)¢ - = 77050,88
(1 + 0,025)*

e) Elimporte de las 5 cuotas constantes bimestrales adelantadas que deberia depo-
sitar el deudor para reunir el capital y los intereses a pagar al vencimiento si para ello
logra una tasa de interés del 1,5 % bimestral.

¢ = 128008,45 0.015 ! = 24477,90

(1 +0,015°-1 (1 + 0,015)

f) El valor de cesion si el acreedor deseara ceder sus derechos al vencimiento del
séptimo mes cuando la tasa de mercado es del 2 % mensual.
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K7% =100000 (1 + 0,02)° = 94232,23
UP% = 28008,45 (1 + 0,02)° = 26392,99

0,02

V" =94232,23 + 26392,99 = 120625,22

5.3. Sistema de reembolso Unico de capital y pago acumulado

de intereses al inicio del plazo

5.3.1. Caracteristicas del sistema

Los intereses se deducen por adelantado como si se tratara de una operaciéon de
descuento. Como se dijo en el capitulo 2, los intereses anticipados constituyen un
método de célculo que no responde al sentido financiero del interés, ya que el mismo
se genera por el transcurso del tiempo y no se produce en forma espontanea. Es un
sistema de préstamo a través del cual el deudor recibe una suma menor al capital
solicitado, resultante de descontar los intereses, para luego devolver al vencimiento el
capital objeto del préstamo que, en realidad, incluye el interés que debe ser vencido y
exigible luego del uso y goce del capital.

Asi, siendo Vel capital a desembolsar al vencimiento, si se estipula que el plazo
contiene n unidades de tiempo, resulta que el capital V, a percibir por el deudor en la fecha
de otorgamiento serd, segun las condiciones més usuales para este tipo de operaciones:

a) si se pacta una tasa de interés constante / para cada periodo o descuento
racional compuesto:

V=V (1 + i)

0 n

b) si se pacta una tasa de descuento constante d para cada periodo o descuento
comercial compuesto:

V, =V, (1-d)"

0

C) si se pacta una tasa de interés simple i(s) para cada periodo o descuento racional
simple:
V.=V (1+i®n)"

0 n

d) si se pacta una tasa de descuento simple d(s) para cada periodo o descuento
comercial simple:

V=V (1-d¥n)

0
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Con respecto a las distintas situaciones formuladas en el inicio de este capitulo vy,
dadas las caracteristicas de este sistema en el cual los intereses fueron cobrados o
deducidos al inicio, deben hacerse las siguientes observaciones:

* Cancelacién anticipada y reembolso parcial: la discusion propuesta carece de
sentido financiero.

* Reconstruccién del capital: tiene la misma finalidad enunciada oportunamente
pero el propdsito sera constituir sélo el capital.

* El valor de cesién: esta constituido exclusivamente por la nuda propiedad.

Como ejercicio de aplicacion de este sistema de préstamo se sugiere al lector
remitirse al problema de aplicacién N° 10 del capitulo 2, ya que el mismo es un caso
concreto y real de la préactica bancaria.

5.4. Sistemas de reembolso Unico de capital y pago periédico

de intereses por vencido

5.4.1. Caracteristicas del sistema

En este sistema el deudor deberé pagar periédicamente los intereses de acuerdo a
las condiciones pactadas y reintegrar el capital al finalizar el plazo estipulado o sea al
vencimiento del Ultimo periodo. Como la deuda se paga al vencimiento, el saldo de la
misma durante toda la vigencia del contrato es siempre el monto del préstamo V.

Los desembolsos a efectuar por el deudor seran:

a) si se pacta una tasa de interés constante / para cada periodo:

Vyi Vi Vi Vi Vy+ Vi
/ / / // / // / / >
0 1 2 h n-1 n
b) si se pacta tasa de interés flotante:
Vi, Vi, Vi, Vi, Vo + Vi,
/ / / // / // / / >
0 1 2 h n-1 n

c) si se incluye clausula de ajuste o correccién monetaria con indexacion del capital
y el pago de intereses a una tasa constante sobre el capital ajustado, seré:

Vo[l + F[o‘ h]] i el importe correspondiente a los intereses de un periodo cualquiera,
por ejemplo, en el h—-ésimo y
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Vo [1 + F ] el capital a reintegrar al vencimiento.

Cualesquiera sean las condiciones pactadas debe verificarse la igualdad entre el
valor del capital recibido en préstamo vy el valor actual de los pagos a efectuar por el
deudor. La demostracion de esta equivalencia es inmediata cuando se trata de tasas
constantes, puesto que el importe periédico de los intereses son los términos de una
renta constante inmediata, temporaria y pospagable, resultando:

v,=v,i 1= “I,+ v 1+

Vo=V, =V, +0)"+V, (1 +0)" por lo que resulta V; =V,

Se comprueba asi el principio de equidad financiera ya que, en las condiciones
pactadas, el valor actual de los compromisos del deudor resulta igual al monto reci-
bido en préstamo.

5.4.2. Cancelacién anticipada

Dada la modalidad de este sistema de amortizacién y teniendo en cuenta los
conceptos vertidos en la introduccion resulta, planteando ent = n:
[7\n—h _
AQ iy =y AE 2Ty

i 0

y despejando se obtiene la suma que cancela la deuda en h < n:

A=V i

_ i\—(n—h)
Sl UL

/ V(1 +i7)en

Puede observarse que si la cancelacion se efectuara en un momento t coincidente
con el vencimiento de un periodo cualquiera, luego del pago de los intereses corres-
pondientes a dicho periodo, la suma que cancelaria la deuda seria:

Sii=i’ = A=V,
Sii>|’ = A>V,
Sii<i’ = A<V,
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5.4.3. Reembolso parcial
Se propone a continuacion la igualdad que debe verificarse para que el reembolso
sea aceptado:

. (T +i) = (14—
R,(1+1i) h+S+S/7I, =V, + Vi —

P

/

En la misma se observa la equivalencia financiera a plantear para que ninguna de
las partes se vea perjudicada. En el primer miembro se tienen los desembolsos que
deben efectuarse a partir del momento en que se produce la modificacidon contractual
evaluados al vencimiento: el pago parcial reinvertido a la tasa de mercado, el saldo a
entregar al vencimiento y los intereses periédicos que restan abonar hastat = n sobre
el saldo que quedod ent = h. El valor de éstos debe ser igual a los importes que reci-
biria el deudor si se mantienen las condiciones iniciales evaluados al mismo momento,
que son los valores del segundo miembro. Estos planteos se realizan siempre bajo el

supuesto de que el acreedor se dedica a la toma y colocacién de fondos por lo que a
medida que va recibiendo los pagos los reinvierte en el mercado a latasa”.
Resolviendo la ecuacion se tiene:

(1 + i

nNn-h _
1+l.(1+/) 1

S=V,-R,

/

Por las consideraciones ya efectuadas se tiene que:

Sii=i’ = S=V,-R,
Sii>i’ = S>V, - R,
Sii<i’ = S<V,-R

5.4.4. Reconstruccién del capital

Para este punto se sugiere remitirse al 5.2.4 ya que tiene las mismas caracteristicas
y fundamentos por tratarse de un sistema de amortizaciéon de reembolso Unico. No
obstante es oportuno destacar que algunos autores (Murioni y Trossero; Casstegnaro)
al tratar este sistema hacen la distincién entre «sin constitucion de un fondo» y «con
constitucion de un fondo», llamandolo en este Ultimo caso Sistema Americano. En este
trabajo se supone que la reconstruccion del capital en el sistema de reembolso Unico
con pago periddico de intereses es una alternativa que tiene el deudor como prevision
para reunir el capital adeudado, y si el depdsito de la suma periddica que realiza para
lograr ese fin lo hace en forma coincidente con la fecha de pago de los intereses
periédicos, se asemeja al sistema americano que se desarrollaréd oportunamente. En
ese sistema la constitucion del fondo es una obligacion contractual y no facultativa.
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5.4.5. Valor de cesion: nuda propiedad y usufructo
En este caso, los modelos mateméticos para calcular la nuda propiedad (K!')y el
usufructo (U/")son, si las tasas son constantes:

K, =V (1+i)0n

h 0
2 1=+
Uh =V, 7
11— +j)y0D
B —

i’ SN _(n— .
Vo=V +i0)y0m+ Vi

Si las tasas son flotantes, para calcular el usufructo, no se puede usar el modelo de
valor actual de una renta, debiendo descontarse cada uno de los montos de los inte-
reses como capitales unitarios.

* Observacion: si en este sistema de reembolso Unico de capital, el pago de los
intereses se realiza por periodo adelantado, la renta que constituyen los mismos se
convierte en prepagable y por lo tanto, en caso de tratarse de intereses constantes, en
las ecuaciones antes planteadas sélo basta con aplicar el factor (1 + /) a los modelos
de las correspondientes rentas pospagables.

PROBLEMA DE APLICACION N° 2

Un comerciante obtiene un préstamo de $ 10000 a reintegrar a los 180 dias
mediante el pago de intereses cada 30 dias vencidos a una tasa de interés del 2 %
para 30 dias.

a) Ubicar en un gréfico temporal los capitales intercambiados.

—-10000
100000 -200 -200 —-200 -200 -200 -200
| | | | | | |
[ [ [ [ | I |
0 30 60 90 120 150 180

b) Dado que el deudor puede conseguir la suma para efectuar la cancelacion anti-
cipada a la tasa de mercado que, para ese tipo de operaciones ha disminuido al 1,3 %
para 30 dias, le propone a su acreedor cancelar su deuda inmediatamente después
de pagar la segunda cuota de interés: calcular la suma que deberéa entregar al presta-
mista para que no resulte perjudicado.
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Sise planteaent = n:

(1,013)* - 1

A (1.013)52 = 200
(1,013) X70013

+ 10000
A (1,013)* = 200 x 4,0787 + 10000

A 1,053 = 10.815,74

A =10815,74/1,053

A=$10271,13

Sise planteaent = h:

A 1-(1,013)* on
= 200 XW + 10000 (1,013)

A =200x3,78733 + 10000 (1,013)*

A = 774,66 + 9496,47

A=$10271,13

Puede apreciarse que la suma determinada es mayor a $ 10000 ya que la tasa de
mercado es menor a la pactada.

c) Determinar el saldo resultante si en lugar de cancelar totalmente, el deudor entre-
gara la suma de $ 4000 como reembolso parcial en la misma fecha y a la misma tasa
de mercado del punto anterior.

(1,013)% - 1 (1,013)* = 1

4 - - = _—
4000 (1,013) + S + S 0,02 0013 200 0013 + 10000

4212,08 + S (1 + 0,081574) = 815,74 + 10.000
1,081574 S= 10.815,74 — 4212,08
S =$6105,60

Igualmente a lo observado en el punto b), el saldo resultante es mayor a $ 6000 por
el mismo motivo.

Se formula a continuacién un ejercicio practico que propone como condicién subs-
tancial el pago de intereses periddicos a tasas variables por periodo vencido.
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PROBLEMA DE APLICACION N° 3

Un particular obtiene de otro particular la suma de $ 8000 en préstamo conviniendo
la devolucién del capital a los 150 dias y el pago de intereses periddicos cada 30 dias
vencidos a tasas variables, predeterminadas en el momento de contratacion. Se solicita:

a) Ubicar en un gréfico temporal el flujo de fondos resultante si se sabe que las
tasas de interés para los sucesivos periodos de 30 fueron respectivamente: 1,8; 2,5;
2,5;2,7y 3 %.

-8000

8000 -144 -200 —200 -216 -200

0 30 60 90 120 150

b) Dado que a los 60 dias de la contratacion, y habiendo pagado los intereses
correspondientes hasta esa fecha, la tasa de interés de mercado se posiciond en el
2 % para 30 dias, el deudor prefirié proponer al acreedor la cancelacion anticipada de
la deuda, quien accede con la condicion de que le entregue una suma tal que no lo
perjudique; determinar dicha suma:

siseplanteaent = 150 — A (1 + 0,02)%%° = 200 (1 + 0,02)? + 216 (1 + 0,02) + 8240
sise planteaent =60 — A =200 (1 + 0,02)~" + 216 (1 + 0,02)2 + 8240 (1+0,02)"°

A = 8168,43

c) Calcular la tasa implicita para 30 dias considerando que se concretd la cancela-
cién anterior y sabiendo que en el momento del otorgamiento del préstamo le dedu-
jeron $ 230 en concepto de gastos.

8000 — 230 = 144 (1 + TIR)'+ (200 + 8168,43) (1 + TIR) 2

TIR para 30 dias = 0,0471

En el proximo ejemplo se propone la variante del otorgamiento de un préstamo por
este sistema con clausula de ajuste.
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PROBLEMA DE APLICACION N° 4

Una entidad crediticia otorga préstamos personales con reembolso de capital
ajustado a los 90 dias y pago de intereses cada 30 dias vencidos sobre capital
ajustado a una tasa de interés nominal anual del 18,98 % para una frecuencia de capi-
talizacion de 30 dias. A estos efectos se pide:

a) Determinar los desembolsos que debera realizar un cliente que obtiene un prés-
tamo de $ 4500, sabiendo que las tasas de inflacién en los sucesivos tres periodos en
que transcurrié su operacion fueron 1,5; 1,2y 0,7 %.

i1 50,1898 2% = 0,0156

Ent=30 — /=4500x1,015x 0,0156 = 71,25
Ent=60 — [/=4500x 1,015x1,012x 0,0156 = 72,11
Ent=90 — /=4500x 1,015x 1,012x 1,007 x0,0156 = 72,61

Reembolso del capital ajustado: 4654,67

b) Calcular la tasa implicita aparente para 30 dias resultante de la operacion de
préstamo.

4500 = 71,25 (1 + i)' + 72,11 (1 + i) 2 + (72,61+ 4654,67) (1 +i)°

i =0,02714664

5.5. Sistemas de reembolso mediante pago periédico de capital

e intereses sobre saldos

En estos sistemas se utilizan rentas en las que cada término o servicio de deuda es
constitutivo de una parte de capital y una parte de interés sobre el saldo adeudado.
Son sistemas de amortizacion periddica con intereses sobre saldos adeudados en
los cuales los desembolsos efectuados por el deudor constituyen los términos de una
renta temporaria presentandose con algunas variantes, a saber: de términos cuales-
quiera o constantes, exigibles por periodo vencido o adelantado, variables en progre-
sioén geométrica o aritmética y en algunos casos la aplicacion de rentas diferidas. Cada
uno de dichos términos esta compuesto por dos conceptos: uno destinado a amortizar
una parte del capital (amortizacion real) y el otro al pago de los intereses del periodo
(cuota de interés). De acuerdo a la nomenclatura propuesta al comienzo de este capi-
tulo se tiene que el servicio es:

c, =t +1
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Debe destacarse que para la determinacién de los capitales que se intercambian se
utiliza para su valoracion tasas efectivas o sea una ley financiera de interés compuesto,
y puede otorgarse a tasa fija 0 a tasa flotante. Otra alternativa que suele presentarse es
la inclusién de clausula de ajuste o indexacion.

Los méas utilizados son el Sistema Francés y el Sistema Aleman, mientras que el
Sistema Americano es una modalidad poco frecuente en el mercado financiero argentino.

5.5.1. Sistema francés

5.5.1.1. Caracteristicas del sistema

Dadas las distintas variantes enunciadas se reservara en adelante la denominacion
de sistema francés cuando, ademés de ser constante la tasa, se utilice para el reem-
bolso del préstamo una renta de términos constantes, inmediata, temporaria y pospa-

gable. Dado que los intereses se calculan sobre saldos, éstos van decreciendo perio-
dicamente por lo que la cuota de amortizacion debera necesariamente ser creciente
a los efectos de mantener constante el servicio. Por este motivo se lo llama también
sistema de amortizacion progresiva.

Cuando ello sucede se evidencia un comportamiento particular en las distintas rela-
ciones matematicas que permite obtener modelos simplificados para el calculo de los
valores correspondientes.

5.5.1.2. Deduccién de las formulas utilizadas en el sistema francés

Observando el siguiente gréafico temporal resulta sencillo el planteo de la relacion de
equivalencia entre los capitales intercambiados:

v, C c

| | J.....

[ [ |

0 1 2

C

> o
s L o

n-1

Si se pacta una tasa de interés / constante para la unidad de tiempo o periodo y
sabiendo que el valor del préstamo debe ser igual al valor actual de los desembolsos
a efectuar por el deudor, por tratarse de una renta de términos constantes, inme-
diata, temporaria y pospagable, la ecuacion de equivalencia queda simplificada de la
siguiente manera:

0 con la escritura de valor actual de una renta constante:
V,=cxan
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Cuota del préstamo: despejando en la expresion anterior

i

c=V ——
1—(1+/)™

0

0, expresando simbdlicamente la cuota de amortizacion:
— 1
Cc = V0 X an al

Calculo del saldo del préstamo. Método retrospectivo y prospectivo: se entiende por
saldo el capital pendiente de amortizacion luego de efectivizar la cuota correspondiente
al periodo al cual se desea calcularlo. La determinacién del mismo es de suma impor-
tancia por su utilizacion en la operatoria financiera cuando se desea cancelar el prés-
tamo, rescindir el contrato o refinanciar la deuda. Para ello se utilizan dos métodos:

1. Método retrospectivo: consiste en calcular el saldo del préstamo a un momento
h<n en funcién de los servicios que fueron efectivizados desde la fecha de otorga-
miento hasta el momento de su determinacion.

Para deducir el modelo se procede teniendo en cuenta que el importe adeudado al
cabo de un ano sera V, (1 + /), y si en ese momento se efectiviza la cuota ¢ del primer
periodo, el saldo o deuda residual seré:

S, =V,(1+i)-c
Ese saldo genera intereses durante el segundo periodo y luego de abonar la
segunda cuota resultaré:

S, =
S,=V, (1
y siguiendo con el mismo razonamiento:

S,=V, (1 +iP-c(1+iP-c(1+i)-c

S, =V, 0+ -cl+i)"-c(+N"?-..~cC
S, =V, +i)=fc@+N"+c(+NH"2+..+c]

Al ser las cuotas constantes, puede observarse que la suma de los valores entre
corchetes constituyen el valor final de una renta de h términos, de tal manera que es
posible obtener la deuda residual al finalizar el periodo h mediante la aplicacion del
siguiente modelo:
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S, =V

(1 + i) -1
h 0 0-7

/

1+ -

De esta forma el célculo del saldo por el método retrospectivo puede interpretarse
como la diferencia entre el valor del capital prestado evaluado en h y el valor final de la
renta constituida por las cuotas pagadas hasta ese momento.

2. Método Prospectivo. este método se denomina prospectivo porque permite
calcular la deuda residual en funcién de las cuotas que faltan abonar y queda expre-
sado de la siguiente forma:

_ \-(n-h)
Sh =C &
i

Es decir que, por el método prospectivo el saldo del préstamo después de efectivi-

zada la h—ésima cuota es igual al valor actual de las n—h cuotas pendientes de pago.

La tasa de interés: a partir del modelo para el célculo del saldo por el método retros-
pectivo es posible analizar y concluir sobre la importancia de la tasa de interés pactada.

Si al efectivizar la Ultima cuota la deuda debe quedar cancelada, serd S = 0; no
obstante ello, si se aplica dicho modelo para el célculo del saldo en n sera:

S=V,0+N)-c@+i)"+c(+)"?+ .. .+c]
y sabiendo que S_= 0 se tiene que:
Voad+ir=c@+i)"+c(d+H"?+ .. +c,

relacion que muestra la equivalencia del intercambio al vencimiento del plazo del
préstamo.
Si se hace el pasaje de (1 + /)" del primer miembro, dividiendo en el segundo:

c+iy" c(+iye c
= - - + ...+ -
o (1 +i)y (1 +iy (1+iy

y simplificando queda:
V.=c(l+i)'"+c@@+iH2+..+c(@+i)m

0

resultando:
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igualdad que evidencia la equivalencia financiera en el momento de origen de la
operacion: a la tasa de interés pactada, el capital prestado es igual al valor actual de la
renta que lo amortiza.

Esta es la importancia que tiene la tasa de interés en los préstamos de interés sobre
saldos, ya que a esa tasa se verifica la equidad del intercambio, por lo cual puede
concluirse que una tasa de interés que se aplica sobre saldos es una tasa efectiva vy,
de no existir gastos, coincide con la tasa implicita o TIR.

Con respecto al calculo de la misma, si el flujo de fondos resultante de la operacion
es un conjunto constante, puede obtenerse utilizando cualquiera de los métodos estu-
diados en rentas ciertas.

Intereses periddicos: el célculo de los intereses contenidos en un servicio cual-
quiera, por ejemplo, el correspondiente al h—ésimo periodo, se efectla aplicando la
tasa de interés sobre el saldo al inicio del mismo vy, considerando el modelo para la
determinacion del saldo por el método prospectivo, se tiene:

hoy X1

1 —1(1 4+ ) -0-n
h:CX ;

/ X

[ =c[l—(1+i)0n

h
Cuota de amortizacién: recordando que la cuota de amortizacion surge de la dife-
rencia entre el valor del servicio y el interés contenido en ese servicio:

t=c—1
=c-c[1-(1 + /)]
to=c (1 +i) 0]

t

h

Comportamiento de las cuotas de amortizacion: si se igualan dos cuotas conse-
cutivas y sabiendo que las mismas son iguales pero su composicion es distinta se
deduce:

Ch+1:ch
S xi+t =S ,xi+t
t.,=S,_,xi+t -5 xi

b =t + (Shq—Sh)x/
oy =1, + 1t Xi

to,=t 0+

h+1
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Esto permite concluir que /as cuotas de amortizacion crecen en progresion geomeé-

trica de razon (1 + ).
Fondo amortizante: luego de la conclusién obtenida antes, puede afirmarse que:

Sumando miembro a miembro se tiene:

L+ttt + .+ttt =t +t0+N)+L 0 +D2+ .+ (0 +)
donde el primer miembro es V, y el segundo es el valor final de una renta cuyo

término es igual a t;:
+ i) -
VO = l‘1 X%

y despejando:

Este valor t, 0 amortizacion real del primer periodo, recibe el nombre de fondo amor-
tizante porque depositando una suma igual a ese importe durante los n periodos que

dura la operacion y a la tasa pactada, se obtiene el valor del préstamo V.
El fondo amortizante puede calcularse también como la diferencia entre la cuota y
los intereses del primer periodo t,= ¢ -V, i
En este sistema la funcion ;77 /-/ ~_7 Sera ademas la tasa de amortizacion que se
define como /a relacion existente en tanto por uno entre la cantidad amortizada en el
primer periodo y la deuda inicial. En este material se simbolizara con la letra 0, resul-

tando para V, = $ 1:

0=———
(1 +i)-1
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Conocida la tasa de amortizacion se simplifican algunos de los calculos antes
propuestos ya que en funcién de ella puede calcularse, entre otros valores, el importe
de la cuota como:

c=V (0+1i)

Conocida la tasa de amortizacion y la tasa de interés, se puede determinar el plazo
n de amortizacion del préstamo ya que al despejar en 0 sera:

A
B log(1 + 9)

n—=—.5Y
log(1 + 1)

Total amortizado hasta el h—ésimo periodo: demostrado el comportamiento de las
amortizaciones reales se puede expresar el total amortizado hasta el periodo h inclu-
sive, de la siguiente manera:

Conocido este valor surge otra forma de calcular el saldo en h:

Sh:VO_Th

Tiempo medio de reembolso: es el tiempo que debe transcurrir desde el origen del
préstamo para amortizar la mitad de la deuda. En este sistema con amortizaciones
progresivas la mitad de la deuda no se amortiza en la mitad del plazo sino después de
ese momento. Para determinar ese momento que simbolizaremos con «p» se plantea:

12V, =T,

efectuando los reemplazos correspondientes se tiene:

1o, LTy

I‘ 1

(1 +ip -1
i

simplificando resulta:

(+n"-1_

: (1 + QP 1

O s iy
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operando y aplicando logaritmo natural:

I - |

R P S

Cuadro de amortizacion: los cuadros de marcha o cuadros de amortizacion son de
vital importancia a los efectos de observar la evolucion del préstamo. La construccion
de los mismos es similar en todos los sistemas de interés sobre saldos. Previa deter-
minacion del monto de los servicios se calcula el interés sobre el capital inicial, monto
que se resta al primer servicio y queda asi determinada la primera cuota de amorti-
zacion real. Esta se resta al capital inicial para asf calcular el saldo al vencimiento del
primer periodo. Sobre este valor se aplica la tasa de interés y esta segunda cuota de
interés se resta al segundo servicio para determinar la amortizacion real del segundo
periodo y obtener el saldo al vencimiento del mismo restandola al saldo del comienzo.
Se repite el procedimiento en forma sucesiva hasta el final del plazo, momento en
que queda cancelado el préstamo. Esta mecéanica es resuelta en al practica profe-
sional y bancaria mediante planillas de célculo que, incorporando los datos en ciertos
programas de computacién, son emitidas en forma inmediata.

Se muestra a continuacion la evolucion de un cuadro de amortizacion con simbolos,
donde los valores correspondientes se obtienen aplicando los modelos deducidos en
este punto:

h c I, t, S,

- - - Vo
1 c Voi c—Voi S,=Vo-t,
2 c S,i c—S,i S,=8,-t,
h c S, 1 c—S, i S,=S,,—t
n c S, c—S, i S ,—t=0

PROBLEMA DE APLICACION N° 5

Un banco otorga préstamos personales a 6 meses de plazo a ser amortizado
mediante el pago de 6 cuotas constantes mensuales y vencidas, compuestas de amor-
tizacion progresiva e interés sobre saldos a una tasa de interés mensual del 1,55 %:
construir el cuadro de marcha por cada $ 1000 de valor de préstamo.
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, . 0,0155
Célculo del servicio: ¢ = 1000 ’ = 175,82
: viet 1-(1 + 00155)°

h c I, t, S,

0 - - - 1.000,00
1 175,82 15,50 160,32 839,68
2 175,82 13,02 162,80 676,88
3 175,82 10,49 165,33 511,55
4 175,82 7,93 167,89 343,66
5 175,82 5,33 170,49 173,15
6 175,82 2,68 17315 |

Se propone al lector verificar la obtencion de algunos valores del cuadro aplicando
las formulas establecidas, por ejemplo:
Intereses pagados en el cuarto servicio:

l=c[1—(1 +i)yenn
I, = 175,82 [1 - (1 + 0,0155)%] = 7,93

Cuota de amortizacion del segundo servicio:

t=c (1 + i)
t,= 175,82 (1 + 0,0155)° = 162,80

El saldo luego de efectivizado el segundo servicio (por el método prospectivo):

_ \-(n-h)
S,= C1 (1 4/—/)
1-(1+ 0,0155)*

= 676,88
0,0155

S,= 175,82

5.5.1.2. Cancelacion anticipada

Si la cancelacion esta prevista en el contrato de acuerdo a la tasa pactada, la
misma sera coincidente con el saldo de deuda a esa misma fecha. En caso de no
estar contemplada, teniendo en cuenta los conceptos vertidos en la introduccion de
este capitulo, la suma que cancela el préstamo debe ser igual al valor actual de los n-h
servicios pendientes de pago evaluados a la tasa de mercado /”":

_ i )-(-h)
A=c1 (1+//)
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5.5.1.3. Reembolso parcial

Si se efectlia un reembolso parcial, el nuevo saldo se calcula restando al monto
resultante de evaluar el saldo de la deuda de acuerdo a las condiciones pactadas o a
la tasa de mercado, segun corresponda, el importe del pago parcial.

5.5.1.4. Reconstruccion del capital

En los sistemas de amortizacién periddica, el problema de la reconstruccion del
capital deja de ser una preocupacion del deudor ya que éste paga una cuota de amor-
tizacion en forma habitual y se convierte en una preocupacion para el prestamista que
debe asegurarse la recuperacion de su capital y lograr el mayor rendimiento posible,
dado que los intereses van disminuyendo. A estos efectos algunos autores (Lébez
Urquia; Lopez Dumrauf) plantean la necesidad de reinvertir las amortizaciones reales
a medida que se van cobrando las cuotas, a la tasa contractual o a la tasa que pueda
obtener en el mercado, a los efectos de incrementar su rendimiento.

5.5.1.5. Valor de cesién: nuda propiedad y usufructo

En este sistema de amortizacion la nuda propiedad a un momento h < n queda
expresada como el valor actual de las n—h amortizaciones reales pendientes, y el
usufructo como el valor actual de las cuotas de interés restantes a la tasa de mercado:

Ky =t (400 (0724t (1 +i)

h+2

Ul =1 Q40"+ 00+ + o+ (1 +i7)e
Sabiendo que la suma de la cuota amortizacion y de la cuota de interés es igual al

servicio constante se obtiene como valor de cesion:

. _ P\ -(0-h)
Vi 01 (1 j/ )

valor que, a igualdad de tasas, coincide con el de la cancelacion anticipada.

5.5.1.6. Distintos supuestos de variacion de las condiciones

inicialmente pactadas

Es muy frecuente que durante la vigencia del contrato se presenten situaciones en
las que se hace necesario recalcular el saldo del préstamo con motivo de la modifica-
cién de algunas de las condiciones pactadas. Cuestiones como atrasos en los pagos
que debe efectuar el deudor, alargamiento del plazo y cambios en la tasa de interés
implican una refinanciacién que conlleva a la determinacion de una nueva cuota. En
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todos estos casos, y cualquiera sea el sistema de amortizacion utilizado, debe respe-
tarse el principio de equidad financiera: la sustitucion de una forma de pago por otra
sera indistinta cuando el valor actual de los compromisos pendientes a un momento
dado h (el de modificacién de las condiciones pactadas) sea igual al valor actual de los
nuevos compromisos a ese mismo momento evaluados a una tasa de referencia.

Cuando en particular se trata de la determinacién de una nueva cuota 0 un nuevo
plazo en un préstamo amortizable por sistema francés, graficamente se tiene:

Segun las condiciones iniciales:

sL o

Segun las condiciones del nuevo préstamo:

0

- 410
N ——o

y tedricamente debe verificarse la siguiente equivalencia de capitales:
CXa,m =¢ xan;

El valor actual de las n—h cuotas (c) restantes del préstamo original debe ser igual
al valor actual a ese mismo momento de las n” nuevas cuotas (c’) evaluadas a la
misma tasa implicita en la refinanciacion.

No obstante lo expuesto, es conveniente observar que en la practica financiera se
acostumbra a calcular el saldo a refinanciar a la tasa original del préstamo y los nuevos
compromisos se calculan a la tasa que se aplique en la refinanciacion.

5.5.1.7. Otras modalidades en el otorgamiento de préstamos

por el sistema francés

Variacién en la tasa de interés: cuando en un mercado financiero se presentan
situaciones de incertidumbre con respecto al futuro comportamiento de las tasas,
este sistema es otorgado por las entidades crediticias con clausula de tasa variable o
flotante. En este contexto, para recalcular la cuota cuando varfa la tasa, se adapta la
relacion matematica propuesta en el ftem anterior donde el primer miembro es el saldo
calculado a la tasa vigente, y despejando ¢’ se obtiene su importe que es la nueva
cuota en funciéon de la nueva tasa.
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cxa,n =¢ xaz,
Ejemplo: Supdngase un préstamo de $ 10000 otorgado a 18 meses al 3 % de
interés mensual que luego de transcurridos 5 meses la tasa se incrementa al 4 %:

calcular la nueva cuota si el plazo no se modifica.

Cuota original:

¢ =10000 — 203
1-(1+0,03)®
c = 727,09
Saldo de deuda a los 5 meses:
s = 727,001 =0 009 _o0s gy
5 ’ 0,03 N '
Nueva cuota:
c’ =773257 _ 004
1-(1+0,04)"
c’ =774,37

y este procedimiento se repite cada vez que se produce un cambio en la tasa de
interes.

Indexacion: en épocas de variacion en el poder adquisitivo de la moneda suele
incluirse en los contratos de préstamos clausulas de ajustes que generalmente
implican la correccidon monetaria del monto de la cuota y sus componentes, cuota de
amortizacién y cuota de interés. El principal inconveniente que puede surgir con la
indexacion en los préstamos es que los ingresos del deudor no se incrementen en la
misma relacion que las cuotas afectando asi su capacidad de pago.

En esta modalidad se corrige el saldo periédicamente y se recalculan las cuotas
restantes de la misma manera que se expuso cuando se trato la variacion de la tasa
de interés.

Para la construcciéon del cuadro de marcha, con respecto al realizado sin indexa-
cién, se aconseja agregar una columna que exprese el saldo al vencimiento de cada
periodo con la inflacién acumulada hasta el mismo. La técnica para su realizacion
consiste en ajustar peribdicamente el servicio base y luego restarle el interés calculado
sobre el saldo ajustado, surgiendo asf el valor de la amortizacién ajustada que se resta
al saldo ajustado y asi sucesivamente se repite la operatoria. Otra forma es realizar el
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cuadro a moneda del inicio de la operacion y luego indexar cada columna con la infla-
cién acumulada hasta cada periodo.

Ejemplo: Se otorga un préstamo de $ 50000 por el sistema francés con clausula
de ajuste de acuerdo a un determinado indice de precios mediante el pago de cuatro
servicios semestrales a una tasa nominal anual del 12 % para una frecuencia de capi-
talizacion semestral. Construir el cuadro de marcha sabiendo que las tasas de inflacion
para los sucesivos semestres fueron 5; 7,5; 6y 5,5 % respectivamente.

Célculo de la cuota base:

Tasa de interés semestral = O2£ = 0,06

0,06

¢ = 50000 ——————— = 14429,57
1-(1+0,06)*

h c aj. Ly aivs. by s, S, S, ajus. al final de h
0 - - - 50.000,00 52.500,00

1 15.151,05 3150 12.001,05 40.498,95 43.536,37

2 16.287,38 2612,18 13.675,20 29.861,17 31.652,84

3 17.264,62 1899,17 15.365,45 16.287,39 17.183,19

4 18.214,17 1030,99 1718318 | - | =

Si se observa la tercera linea, resulta:

Cuota ajustada: 14429,57 x 1,05 x 1,075 x 1,06 = 17264,62
Interés ajustado: 31652,84 x 0,06 = 1899,17

Cuota de amortizacion ajustada = 17264,62 — 1899,17= 15365,45
Saldo: 31652,84 — 15365,45= 16287,39

Saldo ajustado al final: 16287,39 x 1,055= 17183,19

Amortizacion diferida: es otra modalidad muy usada en la préactica financiera que
consiste en comenzar a realizar el reembolso del capital después de transcurridos d
periodos de diferimiento. En este caso pueden darse dos situaciones:

1. Que se efectle el pago periddico de intereses sobre el capital recibido en prés-
tamo durante los d periodos de diferimiento. En consecuencia, al pagarse los intereses
devengados permanece constante el valor V, de la deuda por lo tanto el valor de la
cuota es igual al término de una renta inmediata, temporaria y pospagable como la de
un sistema francés tradicional.
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2. Que los intereses generados durante el plazo del diferimiento no se abonen de
manera que se capitalizan y al vencimiento de ese plazo la deuda sera V, (1 + /).
Considerando ese monto se calculan las cuotas y en el cuadro de marcha las amor-
tizaciones comienzan a realizarse a partir de ese valor capitalizado. Otra forma de
calcular la cuota es plantear la equivalencia en el momento del otorgamiento del prés-
tamo utilizando el modelo de la correspondiente renta diferida.

PROBLEMA DE APLICACION N° 6

Un particular obtiene un préstamo personal de $ 1800 en una cooperativa que se
lo financia a una tasa mensual del 2,5 % mediante el pago de 5 cuotas mensuales
constantes vencidas siendo exigible la primera de ellas a los 3 meses de la compra.
Se solicita:

a) Calcular el importe de la cuota

Si las cuotas son vencidas y la primera de ellas se paga a los 3 meses el diferi-
miento es 2 periodos:

1-(1+ 0,025)°

- -2 i :
1800 = ¢ 0.025 (1 + 0,025)?y despejando:
0,025
=1 —————— (1 + 0,025) = 407
800 0 0‘025)75( 0,025) 07,06

O capitalizando el valor de la deuda:

0,025
c=189113 — == — 407,06
-1+ 0,0.25)*5O

b) Construir el cuadro de marcha hasta a la segunda cuota de amortizacion:

h c I, t, S,

0 - - - 1800

1 - - 1845

2 - - 1891,13
3 407,06 47,28 359,78 1531,35
4 407,06 38,28 368,77 1162,57
5 407,06 29,06 378,00 784,57
6 407,06 19,61 387,45 397,12
7 407,06 993 39713 | -
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La Unica variante con respecto al cuadro tradicional es que en el primer servicio de
amortizacién e intereses, estos intereses se calculan sobre la deuda capitalizada.

c) A los efectos de formular un ejemplo que permita determinar el costo financiero
para el deudor, se propone suponer la existencia de $ 40 de gastos iniciales y $ 7 en
concepto de gastos de seguro conjuntamente con el pago de cada cuota.

Resulta asi la siguiente ecuacion:

1-(1 +x°
X

1800 = 40 + (407,06+7) (14 x)2

donde la tasa implicita o TIR es 0,033229 ¢ 3,3229 % mensual.

5.5.1.8. Amortizacion progresiva mediante rentas de términos variables

De acuerdo a lo estudiado en términos generales para un sistema francés tradi-
cional de cuotas constantes, si los términos de la renta que constituyen los servicios
que ha de satisfacer el prestatario son variables en progresion, el valor del préstamo
debe ser igual al valor actual a la tasa contractual de la renta correspondiente, a saber:

a) si la renta es variable en progresion aritmética:

V0:c1xan-|,.+$[an-|i—nx(1 +i)"]

b) si la renta es variable en progresion geométrica:

1—rm(1 40"
ot 1+i-r

Con estas consideraciones se obtienen los valores correspondientes, ya que
una vez determinados los montos de cada cuota se construye el cuadro de marcha
calculando los intereses sobre los saldos que se restan a cada servicio para obtener
las cuotas de amortizacidon que tienen un comportamiento distinto al de un sistema
francés genuino. Cuando es necesario determinar el saldo a un momento h < n se
calcula el valor actual de las n—h cuotas que restan efectivizar tomando como primera
cuotalac, ..
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5.5.2. Sistema aleman

5.5.2.1. Caracteristicas del sistema

Es otro sistema de amortizacion que utiliza una renta en la que cada término o
servicio es constitutivo de una parte de capital y una parte de interés sobre el saldo
adeudado. La particularidad que tiene, y que lo diferencia del sistema francés, es que
la amortizacién periddica es constante, resultante de dividir el importe de la deuda por
el nimero de periodos constitutivos del plazo de la operacion. Como los intereses se
calculan sobre saldos, si la tasa pactada es constante, decrecen periédicamente en un
importe fijo.

Al ser la amortizaciéon constante y los intereses decrecientes, la cuota total del prés-
tamo también es decreciente, y como se demostrara méas adelante, constituyen los
términos de una renta variable en progresion aritmética. Utilizando el modelo corres-
pondiente para el célculo del valor actual de una renta de este tipo, se verifica la
equidad del intercambio a la tasa contractual.

5.5.2.2. Deduccioén de las férmulas mas utilizadas en el sistema aleman

Cuota de amortizacion

Intereses periédicos sobre saldos

Servicio del préstamo
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0 bien:

Con esta informacién se puede mostrar simbdlicamente la evoluciéon de un prés-
tamo obtenido por el sistema aleméan mediante el siguiente cuadro:

h t, 1, c, S,
0
% ) v, %
! - Vo Vi VO—FO
V, v Yo v v
2 - (vo % )i - <v0—70>/ v-2 Y%
n ' n n
v %
3 - (vo—z‘/io)/ 5o w2k >/ v,-3 %
n n n
V, v v v v
h - (vo-(h—1)i)| = <V0—(h—1)i>/ v,-h Yo
n n ’ n
v Vv
n - (vo—(n—1)Vi)i = (vo—(n—1)vi)/
n ’ n

Si se efectla la diferencia entre dos términos consecutivos se demuestra el compor-
tamiento que tienen los servicios, a saber:
% ’ Vo v %
0 0 . 0 .
Cpoy=Cr=" + <V0—hn >/— -+ {Vo —h-1-=> }/ %

y al realizar las operaciones indicadas queda:
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V. AR AN VeV,
Ch+1_Ch:n +V —hn/— o 0’+hn_7'
V

—c,=——2i

c
n n

h+1
De esta manera se puede afirmar que las cuotas que cancelan el préstamo son

decrecientes y constituyen los términos de una renta variable en progresion aritmética

LV . . o

de razon — - . Por lo tanto, se puede plantear la equidad del intercambio aplicando

el modelo para el célculo del valor actual de dicha renta, donde reemplazando p por —

72

-+ [ queda:

v, .
-2
V,=c,xa7 , + /” [, —nx(+i)7]
y simplificando:
v, )
V,=c,xan Il @7, —nx@+i)7]

Se verifica asi que el intercambio resulta equitativo a la tasa contractual, y como el
interés es sobre saldos la tasa de interés pactada resulta ser la tasa efectiva o implicita.
Cuando se toman en cuenta los gastos, como recargos en las cuotas y deducciones
en el monto recibido en préstamo, resulta la tasa indicadora del costo financiero total,
que difiere de la tasa contractual y que en este texto se la designa como tasa interna de
retorno de acuerdo a lo visto en el capitulo 3y en los anteriores sistemas de amortizacion.

Capital total amortizado hasta el periodo h

S,=V,—T,
v
S, = VO_FO x h

Total de intereses pagados desde el inicio hasta el periodo h: como la sumatoria de
las cuotas de interés constituyen una progresion aritmética se puede utilizar la férmula
de la suma de términos de dicha progresion (la semisuma de los extremos por el
numero de términos), obteniéndose entonces:
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I+,

lom T

h

Adaptando la misma férmula se pueden calcular los intereses totales desde el inicio
hasta el vencimiento:

. v,
Vo i+ | Vy=(n=1)— |i
n
/ XN

on — 5

Tiempo medio de reembolso: dado que las cuotas de capital son constantes el
tiempo medio de reembolso es la mitad del plazo o sea:

P=%

5.5.2.3. Comparacion con el sistema francés

* Ambos sistemas calculan intereses sobre saldos, por lo tanto, si las tasas contrac-
tuales coinciden, tienen la misma tasa implicita. Esto significa que desde el punto de
vista del costo financiero resulta indistinto optar por uno u otro.

* Silas condiciones sustanciales son las mismas, en el sistema aleman las primeras
cuotas son mayores que la cuota constante del sistema francés, pero como son decre-
cientes, después de un cierto nimero de pagos pasan a ser menores.

» Debido a que en el sistema aleman el capital se amortiza mas rapido que en el
francés, se pagan menos intereses. Ademas esto lo hace mas conveniente ante la
eventualidad de realizar una cancelacion anticipada, como asf también en los casos
que se otorgara con clausula de ajuste por inflacion.

* En el sistema aleman se amortiza la mitad del capital solicitado en préstamo en la
mitad del plazo, mientras que en el francés, al tener amortizaciéon progresiva, la mitad
de la deuda se cancela después de un nimero de periodos mayor a la mitad del plazo.

PROBLEMA DE APLICACION N° 7

Un individuo obtiene un préstamo de $ 10000 a cancelar por el sistema aleman
mediante el pago de cuatro servicios trimestrales a una tasa de interés sobre saldos
del 6 % trimestral. Se solicita:

a) Construir el cuadro de amortizacion
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h t, I, c, S,

0 - - - 10000,00
1 2500 600 3100 7500,00
2 2500 450 2950 5000,00
3 2500 300 2800 2500,00
4 2500 150 2650 |

b) Verificar la equidad del intercambio utilizando el modelo de renta variable en
progresion aritmética:
1-1,06* 150

1-1,06
10000 = 31 - :
0000 = 3100x =565~ 506 * I 0.06

— 4 x1,0677]
10000 = 10741,8274 — 741,8273994

10000 = 10000

5.5.2.4. Cancelacion anticipada

Si la cancelacién esté prevista en el contrato de acuerdo a la tasa pactada, la misma
sera coincidente con el saldo de deuda a la misma fecha. En caso contrario dicha
suma puede calcularse como el valor actual de los n—h servicios pendientes de pago
evaluados a la tasa de mercado. Si son pocos términos se puede descontar cada uno
de ellos, y en caso contrario, se adapta el modelo de renta variable en progresién arit-
meética de la siguiente manera:

Vo=Cru

Vo / S\ (neh
o By, - (=B (140

5.5.2.5. Reembolso parcial

Si se efectlia un reembolso parcial, el saldo se calcula restando al monto resul-
tante de evaluar la deuda calculada de acuerdo a lo propuesto en el punto anterior, el
importe del pago parcial.

5.5.2.6. Reconstruccion del capital

Como se enunci6 al tratar este punto en el sistema francés, en los préstamos de
amortizacién periddica, el problema de la reconstruccion del capital deja de ser una
preocupacion para el deudor y se transforma en un problema para el prestamista quien
buscara obtener un mayor rendimiento, ya que al ser intereses sobre saldos, éstos
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van disminuyendo. Para lograr ese objetivo, a medida que va cobrando los servicios,
debera reinvertirlos total o parcialmente a los efectos de incrementar su rentabilidad.

5.5.2.7. Valor de cesién: nuda propiedad y usufructo

La nuda propiedad a un momento h < n queda expresada como el valor actual de
las n—h amortizaciones reales pendientes y, como en este sistema las mismas son
constantes, resulta:

o Ve

= el

y el usufructo:

Ki=1 () 1,42+ .+ (1 +i7)eD
La suma de ambos permite obtener el valor de cesién que, ante iguales tasas de

valoracion, coincide con el valor de la cancelacion anticipada.

5.5.2.8. Refinanciacién o sustitucion de un préstamo otorgado

por el sistema aleman

Las posibilidades de reemplazo o refinanciacion son muy variadas dado los distintos
sistemas de amortizacion conocidos, y teniendo en cuenta que la sustitucion puede
representar no sélo el cambio del sistema de amortizaciéon sino también la modifica-
cion del plazo y/o la tasa, son muy diversas las soluciones y modelos que se pueden
suponer. Para resolver esta cuestion se remite al lector a lo dicho sobre el tema en el
préstamo anterior en el punto 5.5.1.6.

Debe recordarse que si se desea reemplazar una forma de pago por otra, se calcula
el saldo al momento del reemplazo y ese valor se convierte en una nueva deuda V,
que se refinancia de acuerdo con el nuevo sistema y a las nuevas condiciones sustan-
ciales. Si el préstamo que se refinancia fue otorgado originalmente por el sistema
aleman, corresponde calcular el saldo de acuerdo al modelo formulado para el mismo,
considerando la tasa contractual o la de mercado, segun lo establecido en el contrato.

5.5.2.9. Otras modalidades en el otorgamiento de préstamos

por el sistema aleman

* Variacién en la tasa de interés: si se contrata un préstamo por el sistema aleman
con tasa variable o flotante, la determinacion de los intereses y los servicios es inme-
diata dada la simplicidad en el célculo del saldo. Conocido el mismo, se aplica la tasa
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correspondiente a cada periodo sobre el saldo al inicio de dicho periodo. Es conve-
niente observar que en estos casos los servicios dejan de ser variables en progresion
aritmética ya que se modifica la razén.

Ejemplo: Supdngase que en el problema de aplicaciéon N° 7 propuesto anterior-
mente, la tasa del 6 % trimestral se mantiene en los dos primeros trimestres, posicio-
nandose en el 7 % en el tercero y en el 7,5 % en el cuarto. Bajo estas premisas resulta
el siguiente cuadro de amortizacion:

h t, I, c, S,

0 - - - 10000,00
1 2500 600 3100 7500,00
2 2500 450 2950 5000,00
3 2500 350 2850 2500,00
4 2500 187,50 268750 | -

* Indexacién: corresponde aqui hacer similares consideraciones a las realizadas
sobre la indexacion en el sistema francés. Se ajusta periédicamente el saldo y se
calcula el interés sobre el saldo ajustado. Las cuotas de amortizacion resultan de
dividir el saldo ajustado por el nimero de cuotas restantes. Otra forma de practicar
los ajustes es, como ya se dijo, construir el cuadro de marcha a moneda del origen de
la operacion y luego efectuar las correcciones monetarias sobre cada columna con la
inflacion acumulada hasta cada periodo.

Ejemplo: Se obtiene en préstamo la suma de $ 20000 mediante el pago de cuatro
cuotas mensuales por el sistema aleman con clausula de ajuste de capital e intereses
atasa de interés mensual del 1 %. Construir el cuadro de marcha si el indice de precios
considerado registra los siguientes valores:

I, =1,1825

I, =1,217975

I, = 1252078

I, =1,292145

l,=1321864
h b s, Ly s, c, aj. S, S, ajus. al final de h
0 - - - 20000,00 20600,00
1 5150 206 5356,00 15450,00 15882,60
2 5294,20 158,82 5453,02 10588,40 10927,23
3 5463,61 109,27 5572,88 5463,62 5589,28
4 5589,28 55,89 564517 | - | -
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Si se tiene en cuenta que el cuarto servicio expresado en moneda del origen de la
operacion es:

_ 20000

4

+ 5000 x 0,01 = 5050

si se le aplica el ajuste de acuerdo a los indices dados, entre el origen de la opera-
cién y al cuarto mes, es:

1,321864

11825 = 5645,17

a, = 5050
coincidente con el del cuadro de marcha que fue construido efectuando la correc-
cién monetaria en forma periddica.

5.5.3. Sistema americano

5.5.3.1. Caracteristicas del sistema

Este sistema ha sido ideado para lograr los dos objetivos fundamentales del pres-
tamista: constancia en los intereses periédicos y recuperacion del capital dado en
préstamo. En los sistemas francés y aleman se asegura la devolucion del capital por
parte del deudor, pero debe prescindir de la obtencién de intereses sobre el total de la
deuda en cada periodo.

Para superar este inconveniente surge entonces este sistema, llamado también del
fondo de acumulacién (Sinking found) o a dos tantos de interés. Los servicios cons-
tantes que amortizan el préstamo constituyen los términos de una renta inmediata,
temporaria, pospagable y estan formados por la suma de dos conceptos:

1. La cuota necesaria para reconstruir el capital VO que debe reembolsarse al venci-
miento de los n perfodos. La misma constituye una imposicion periédica y constante
a depositar en un fondo, en forma coincidente con la fecha de pago de los intereses,
donde gana una tasa de interés que rige para operaciones de inversion (tasa pasiva).

2. Los intereses periddicos sobre el total de la deuda a una tasa de interés para
préstamos (tasa activa).

Se puede interpretar como un caso particular en el que se da la coexistencia de dos
operaciones: una de préstamo y otra de ahorro.

Este método se asemeja al de reembolso Unico de capital con pago periddico de
intereses y en el cual el deudor decide realizar una prevision a los efectos de reunir
el capital a devolver. En ese caso la reconstruccion es facultativa, mientras que en el
americano la reconstruccion es contractual y por lo tanto es obligatoria.

Es un sistema que ha sido utilizado en la época del desarrollo industrial en paises
anglosajones pero, luego de consultas realizadas en diferentes fuentes bibliograficas y
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después de examinar la practica financiera, se observa que el mismo tiene escasa, por
no decir casi nula aplicacion en nuestro pais. Dice Lépez Dumrauf: «algunas entidades
como el Banco Mundial otorgaron créditos de este tipo a empresas argentinas en el
pasado, tal el caso de Hidronor».

5.5.3.2. Deduccién de las formulas utilizadas en el sistema americano
Cuota de la reconstruccion: si se recuerda que la cuota de imposicion es

i 4
[ — .

) nli
1+
donde, al simbolizar con/ a la tasa del fondo de acumulacion resulta

i

r

— s
nii
(1 + iy -1 '

y como el objetivo es la reconstruccion de V., la cuota del fondo seré
_ -1
t=V,x S i
Cuota de interés
l,=V,xi
* Servicio del préstamo: sumando los dos conceptos anteriores
_ -1 [
c=V, x Sn‘lf, + Vi

y al sacar factor comin V, se obtiene entonces el servicio de la deuda en este
sistema:

— -1 [
c= Vo(sn‘hT )

* Comparacion del servicio de este sistema con el del sistema francés: conocido el
servicio del sistema francés como

— -1
c= Voxan.ll

y recordando que an*.‘l = snﬂl , T i, se observa que si la tasa del fondo de amortiza-

cién es igual a la tasa de los intereses del préstamo, los servicios en ambos sistemas
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son iguales. Ademas, por lo dicho en el capitulo de rentas sobre el comportamiento de
la cuota de imposicién con respecto a la tasa de interés, se puede decir que:
_ Qi ; - - ; i i ~i ; ;
sii <i= s, >s™"qi eimplica que el servicio en el sistema americano es
mayor que en el francés;
_ Qi ; - - ; i i ~i ; ;
sii>i=s"q, <s™i eimplica que el servicio en el sistema americano es
menor que en el francés.

* Total acumulado en el fondo a un momento h < n: el total acumulado en el fondo
a un momento cualquiera se puede calcular como el valor final, a la tasa del fondo, de
una renta de h términos iguales a la cuota de reconstruccioén. Si a dicho valor lo simbo-
lizamos como TA_ es:

TA =V, X s ™qi X S,

* Valor residual o capital pendiente de reconstruccion a un momento h < n: este
valor resulta igual a la diferencia entre el capital V; y lo acumulado en el fondo hasta la
finalizacion del h-ésimo periodo

S, =V,~TA,

En el caso de rescindir el contrato y consecuentemente, cancelar anticipadamente
la deuda, éste es el importe que deberfa entregar el deudor conjuntamente con lo
acumulado en el fondo hasta ese momento.

* Determinacion de la tasa de interés implicita en el sistema americano

Dada la existencia de dos tasas de interés no se puede decir que alguna de ellas
sea la indicadora del costo. Por lo tanto, para conocer la tasa efectiva implicita en
una operacion de préstamo con estas caracteristicas, debe plantearse la equiva-
lencia financiera que permita igualar el valor del préstamo con la suma de los valores
actuales de los servicios que debe pagar el deudor. Como los mismos son constantes,
utilizando el modelo de la renta correspondiente y simbolizando con x a la tasa que
satisface la ecuacion, resulta la siguiente relacion:

_ Loy =140
VO—‘VO(S,:-If;i- /)‘ i

c a1«

La tasa resultante tiene un comportamiento que puede resumirse de la siguiente
manera:
—Sii =ientoncesx =i

—Sii > ientonces x </
—Sii <ientoncesx > i
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La interpretacién de lo expuesto se sustenta en la particularidad del sistema ameri-
cano que implica la coexistencia de dos operaciones, una de préstamo por la que paga
un interés y otra de ahorro por la que gana un interés. Es evidente que si las tasas del
fondo de acumulacién y de los intereses son iguales, el costo para el tomador es igual
ala tasa de interés del préstamo, mientras que si la tasa que obtiene para reconstruir el
capital es mayor que la del préstamo debe depositar una cuota de imposicidon menor,
lo que le implica un menor costo y viceversa.

Si en la relacién anterior se incorporan los gastos inherentes a la operacion, se
obtiene la tasa interna de retorno indicadora del costo financiero total.

* Observacion: dadas las caracteristicas particulares del sistema americano y su

escasa aplicacion en la practica financiera, carece de sentido el tratamiento de la
cancelacion anticipada, el reembolso parcial y el valor de cesion.

PROBLEMA DE APLICACION N° 8

Se obtiene un préstamo de $ 84000 a cancelar en 20 meses por el sistema ameri-
cano al 1,8 % de interés mensual para el pago de los intereses y al 1,5 % de interés
mensual para la constitucién del fondo de acumulacion.

a) Calcular la cuota del préstamo original.

0,015

c=84000 | —————
(1 + 0,015)2 -1

+ 0,018} = 5144,64

b) Determinar la tasa de interés implicita en la financiacion.

(1 +x)2

84000 = 5144,64 1= X donde x = 0,0201507

c) Luego de calcular el total acumulado al pagar la cuota nimero trece, determinar
el saldo pendiente de reconstruccion.

0,015 (1 + 0,015)% -1
(1 + 0,015)% -1 0,015

TA,, = 84000 =51717,26

S,; =84000-51717,26 = 32282,74
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5.6. Sistema de préstamo con intereses directos o cargados

5.6.1. Caracteristicas del sistema

Los sistemas tratados anteriormente calculan intereses sobre saldos y, aunque
son los mas aplicados en el ambito financiero, existen otros tipos de préstamos que
calculan los intereses directamente sobre el capital. La tasa utilizada en estos casos
resulta ser una tasa ficticia ya que no representa el costo efectivo de la operacion.
Por este motivo a la tasa de interés utilizada se la simbolizara con i, para distinguirla
de la tasa de interés sobre saldos. Luego de explicar el sistema se comprenderan las
razones por las cuales es conveniente proceder de esta manera.

Si para el periodo correspondiente al pago de los servicios se fija unatasai, llamada
tasa directa cargada, y el nUmero de periodos es n, dichos servicios se calculan de la
siguiente manera:

V, + V xidxn
C=——ph

Interpretando dicha relacién se observa que el servicio constante destinado a amor-
tizar el préstamo se obtiene sumando a la deuda los intereses calculados proporcio-
nalmente a ella'y al nimero de periodos con un coeficiente de proporcionalidad i, de
igual forma que en el régimen de interés simple, y ese valor se prorratea por el nimero
n de cuotas, resultando:

Vo ; ’ 1 .
c=—+V,i 0 c=VO<7+|d>

donde puede verse que el servicio estd compuesto por cuota de capital constante
y, cualquiera sea el periodo, la cuota de interés se calcula aplicando dicha tasa sobre
el total de la deuda. Es evidente que dicha modalidad le implica al prestatario o deudor
un elevado costo ya que a partir del segundo servicio pagara intereses sobre el capital
adeudado y el ya amortizado.

Esto justifica que dicha tasa no es una tasa sobre saldos y por lo tanto no es efec-
tiva, de alli que se aconseja simbolizarla de manera distinta. Por este motivo es muy
importante saber encontrar la tasa de interés implicita equivalente a la tasa directa
cargada.

Este tipo de financiacion es muy utilizado en el ambito comercial para la venta en
cuotas de articulos electronicos, electrodomésticos en general y automdéviles.
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5.6.2. Obtencién de la tasa sobre saldos o implicita i

a partir de la directa cargada i,

Para obtener la tasa implicita se aconseja plantear la equivalencia financiera entre el
valor del préstamo y los valores actuales de los servicios. Al tratarse de servicios cons-
tantes resulta la siguiente ecuacion:

v, Vv, <%+ id> L
Sobre esta ecuacion pueden variar las incégnitas y resolverse problemas que
respondan a distintas modalidades del mercado, a saber:
—Si las cuotas son adelantadas, en el segundo miembro se agrega el factor (1 + i).
—Si la primer cuota es exigible al cabo de un nimero d de periodos, en el segundo
miembro se agrega el factor (1 + /)~ correspondiente al tiempo de diferimiento.
—Si se financia sobre precio de lista o de contado se modifica el valor V.

5.6.3. Relacién entre la tasa i, e i segun el nimero de periodos
Si en la ecuacién anteriormente propuesta, que permite obtener la tasa implicita, se
simplifica V, y se hace pasaje de términos, queda:

j 1,
_— = — 4
11+ n

Esta relaciéon es la igualdad entre la cuota de amortizacion del sistema francés
(Unico sistema con interés sobre saldos y cuota constante) y la cuota del sistema de
interés directo. Ademés de ser otra manera de calcular la tasa sobre saldos equiva-
lente a la directa, permite efectuar el siguiente analisis:

Sin=1

/ =1+, = ) .H)

ﬁ . =1+ :>(1+/)=1+id

d

por lo tanto la tasa sobre saldos es igual a la tasa directa.
Sin—ow
i

lim = ————— =1lm__(
-0+ B

‘I .
L
n J

: R . .
En esta igualdad ocurre entonces que (1 + /)™y - tienden a cero por lo tanto/ —> 1, .
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Esto sucede ya que cuando n tiende a infinito la amortizacion es tan pequena que
practicamente no se cancela el capital lo cual permite interpretar que el interés sobre
saldos pasa a ser casi interés sobre el total V...

Se efectla a continuacion una tabla donde se muestra que la tasa i sobre saldos es
igual a la directa id cuando n=1 para luego ser mayor hasta un punto maximo que es
el dptimo para el prestamista y el mas oneroso para el deudor y luego tienden a igua-
larse cuando el nimero de periodos tiende a infinito. Ese valor maximo que alcanza
la tasa sobre saldos es diferente y depende no sélo de los valores de la tasa directa
sino también del valor de n. Cuanto mas alta es esta tasa, menor es el plazo éptimo de
financiacion para el prestamista.

nfi, 0,02 0,06 0,10

1 0,02 0,06 0,10

2 0,0266 0,079 0,131

3 0,0297 0,0876 0,144

4 0,0315 0,0020 0,1496
5 0,0326 0,0943 0,1523
6 0,0334 0,0956 0,15341
7 0,0339 0,0962 0,15346
8 0,0342 0,0964 0,15292
9 0,0345 0,0963

10 0,0346

11 0,0347

12 0,03475

13 0,03478

14 0,03477

15 0,03474

En la siguiente figura puede verse graficamente el comportamiento de la tasa de
interés sobre saldos antes expuesto:

tasa
id
i sobre saldos

'

0 1 plazo ntiende a infinito
aptimo
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PROBLEMA DE APLICACION N° 9

Una empresa que comercializa electrodomeésticos publicita la venta de televisores
cuyo precio de contado es $ 6656 o financiado en 24 cuotas calculadas por el sistema
de interés directo a una tasa directa para 30 dias del 0,42 %. Se solicita:

a) Calcular el importe de la cuota.

c= % + 6656 x 0,0042 = 305,29

b) Calcular la tasa efectiva para 30 dias si la primera cuota es exigible a los 30 dias
de la compra.

_ \-24

6656 = 305,29 1(17”

i

i = 0,0078 6 0,78 % para 30 dias.

c) Calcular la tasa efectiva para 30 dias si la primera cuota es exigible a los 90 dias
de la compra.

6656 = 305,29

1 —(1/ g

i =0,0067 6 0,67 % para 30 dias.

* PROBLEMAS RESUELTOS

1. Un prestamista privado presta a un cliente una cierta suma de dinero conviniendo
la devolucion mediante el pago de 10 cuotas, compuestas de capital e intereses sobre
saldos, exigibles cada mes vencido, las cinco primeras de $ 2400 cada una, y las
cinco Ultimas de $ 3000 cada una. Se sabe que para la financiacion se aplicd una tasa
efectiva anual del 42,5761 %.

Se solicita:

1.1. Calcular el monto del capital objeto del préstamo (en este punto se deben
aplicar los modelos de rentas que correspondan).

1.2. Construir el cuadro de amortizacion hasta determinar el saldo después de
pagar el cuarto servicio.

1.3. Aplicando el método retrospectivo verificar el saldo obtenido en el cuadro del
punto 1.2.

1.4. Si se resuelve refinanciar ese saldo (ent = 120) mediante el pago de 12 servi-
cios compuestos por cuota de capital constante e interés directo:
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a) calcular la tasa directa mensual que deberia aplicarse si el prestamista desea

mantener la tasa efectiva mensual resultante de las condiciones iniciales;

b) calcular el nuevo servicio de la refinanciacion.

Solucién
1.1.

2400 2400 2400 2400 2400 3000 3000 3000 3000 3000
(N I N N I A I R |
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

i, = 1,42576172 1

i, =003
- 1-(1 +003)° 1-(1 +003)° )
V. = 2400 x =+ 0097 | 5400, 1=+ 0097, 4 4 5035
0 X003 X— 008 )
V, = 10991,30 + 11851,48
V, = 2284278
1.2,
h Cuota t Interés Saldo
0 — — — 22842,78
1 2400,00 685,28 1714,72 21128,06
2 2400,00 633,84 1766,16 19361,90
3 2400,00 580,86 1819,14 17542,76
4 2400,00 526,28 1873,72 15669,04
1.3. 4
V, = 22842,78 x (1 + 0,03)" - 2400 x 1+ 0,03 =1
0,03
V, = 25709,75 — 10040,70
V, = 15669,05
1.4,
a) 15669,04 = (cuota nueva) X a, ;7 ,
- 1 . _1-(1+003"
15669,04 = 15669,04 x (- + j) x ~— + 0,087
! 04X (g5 1) x 0,03
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A= 0,03

12 ¢ 1-(140,03)"

i,=0,017129
b) c = 15669,04 x (1i2 +0,017129)

c =157414

2. Una persona esta estudiando permutar su propiedad por un nuevo departamento
cuyo valor hoy es de $ 70000. La diferencia se pacta en 18 cuotas mensuales vencidas
por el sistema francés a una tasa efectiva mensual constante del 0,015.

Se pide:

2.a) Calcular el valor por el que le reciben su propiedad actual, si la cuota del prés-

tamo es de $ 1595,14.

2.b) Calcular la deuda residual por el método retrospectivo inmediatamente

después de pagar la cuota 4.

2.c) Realizar el cuadro de marcha por los meses 5, 6y 7 del préstamo.
2.d) Suponga que al otorgar el préstamo deducen gastos de escritura y seguros
del 4,5 % sobre el monto del préstamo: calcular la tasa indicadora del costo efectivo

mensual que resultarfa de esa situacion.

Solucién

2.a)

Valor del préstamo: = Valor al que reciben su propiedad:

1-1,0157"8
V. =159514 x ———— x = 70000 - 25000
0 0015
V, = 25000 x = 45000
2.b)
4
S, = 25000 x 1,015* — 1595,14 x LO15° =1
0,015

S, = 26534,08 - 6525,56

S, =20008,53

2.c)
h Cuota t Interés Saldo
4 - - - 20008,53
5 1595,14 1295,01 300,13 18713,51
6 1595,14 1314,44 280,70 17399,08
7 1595,14 1334,15 260,99 16064,93
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2.d)
S, = 25000 - 1125 = 1595,14 x 1—(1%/?7”?)"8

TIR mensual = 0,020187

3. Se otorga un préstamo de $ 1000 amortizable mediante cuatro servicios men-

suales crecientes en un 10 % a partir del primero a una tasa de interés sobre saldos
del 2 %.

Se solicita:
3.a) Calcular el importe del primer servicio.
3.b) Construir el cuadro de amortizacion.

Solucién

3.3)

1000 = C‘% = ¢, = 226,88

3.b)
t a, 1, t, S,
0 — — — 1000
1 226,88 20,00 206,89 793,12
2 249,57 15,86 233,71 559,40
3 274,53 11,19 263,35 296,06
4 301,98 5,92 296,06 0,00

4. Un sefor acaba de abonar la cuota N° 15 de un préstamo amortizable por sistema

americano, habiendo reunido en el fondo de amortizacién la suma de $ 18683,91. Se
sabe que la cuota total es de $ 2160,715 y que debera pagar 21 cuotas mas para
terminar la operacion, y la tasa del fondo de acumulacion es del 1 %.

Se pide:
4.a) Calcular la cuota del fondo de amortizacion.
4.b) Calcular el monto del capital obtenido en préstamo vy la tasa activa a aplicar

para el calculo de los intereses.

4.c) Suponiendo que el dia de hoy el deudor decide entregar lo acumulado en

el fondo y refinanciar el saldo en 30 cuotas calculadas a una tasa directa del 1,5 %.

Determinar el nuevo servicio.

Solucion
4.3)

T gy (DO
15
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15 _
1868391 = tx U ED°—1

0,01
t = 1160,715
4.b)
15 +21 _
VO:IX(1 +0,01) 1
0,01
(1 + 0,01)% -1

V. =1160,71
0 80,715 0,01

V, = 50000

Por lo tanto, si el servicio es igual a $ 2160,71 y la cuota de amortizacién es
$ 1160,75, por diferencia la cuota de interés es $ 1000, obteniéndose la tasa del 2 %
haciendo:

1000 0,02
50000

4.c)
S,, = 50000 - 18683,91
S,, =31316,09

’ \ ,
c=V, <E+ /'d> =c = 31316,09 <;—O+ 0,015> =c = 1513,61

\ /

* PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Una entidad crediticia otorga préstamos personales con reembolso de capital
ajustado a los 90 dias y pago de intereses cada 30 dias vencidos sobre capital ajus-
tado a una tasa de interés nominal anual del 14,60 % para una frecuencia de capitali-
zacion de 30 dias. Se pide:

1.1. Determinar los desembolsos que deberé realizar un cliente que obtiene un prés-
tamo de $ 15000 sabiendo que las tasas de inflacion en los sucesivos tres periodos
en que transcurrié su operacion fueron: 1,5, 1,2y 0,9 %. R: 182,70; 184,89y 15732,11

1.2. Calcular la tasa aparente para 30 dias resultante para el deudor sabiendo que
le dedujeron un 2 % de gastos iniciales sobre el valor del préstamo y que debié pagar
el 21 % de IVA sobre los intereses en cada vencimiento y no puede deducirlo. R: 3,3 %

1.3. Dado que al vencimiento el deudor no cuenta con la suma destinada a devolver
el capital ajustado, luego del pago de los intereses correspondientes, la financiera le
ofrece refinanciarlo a una tasa del 2,5 % para 30 dias mediante el pago de 12 cuotas
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calculadas por el sistema aleman: determinar el monto de las cuotas 1, 7y 12. R:
1684,19; 1489,86; 1327,92

2. Un banco de plaza otorga créditos personales a clientes que tienen cuenta sueldo
en su entidad. Los mismos son por distintos montos y amplios plazos de financiacion
pero todos se amortizan por el sistema francés. La tasa nominal anual es del 27 % vy las
cuotas se pagan mensualmente. Suponiendo que un individuo opta por el plazo de 60
meses y solicita $ 40000:

2.1. Calcular el monto de la cuota mensual que debera pagar sin considerar gastos.
R: 1221,413

2.2. Si el folleto que publicita esta financiacion informa que el costo financiero total
(o TIR) anual es del 42,96 % incluyendo los gastos de otorgamiento del 3 % sobre el
capital prestado y otras erogaciones periédicas como impuestos y seguros a pagar
en cada cuota: determinar el monto de la cuota que incluye los gastos, sabiendo que
éstos son todos de igual monto. R: 1408,90

2.3. Calcular la suma que cancelaria la deuda correspondiente a la financiacion, en
las condiciones contractuales, 12 dias después de efectivizar la cuota 27. R: 28 488,48

3. En la revista mensual de un comercio de articulos de electrénica se promociona
la venta de una notebook por el sistema de amortizacion de interés directo mediante
un plan de pago de cuotas fijas, mensuales y consecutivas calculadas considerando
el precio de contado y el niUmero de cuotas a pagar. Para el caso de este articulo se
anuncia el pago de 24 cuotas de $ 299,90 calculadas sobre el precio de $ 4799. Se
solicita:

3.1. Calcular la tasa directa mensual aplicada. R: 2,08255 %

3.2. Si en la misma revista se publica que todos los casos incluyen la primera cuota
de entrega y ademas, para clientes con tarjeta de la casa la notebook vale $ 4499, veri-
ficar que, mediante la financiacion anunciada, el costo financiero implicito anual que le
resulta a un comprador comun es del 71,6978 % (cuando corresponda considerar ano
de 360 dias 6 12 meses).

4. Un prestamista privado presta a un cliente una cierta suma de dinero conviniendo
la devolucién mediante el pago de 18 cuotas mensuales constantes de $ 980 cada
una, compuestas de capital e intereses sobre saldos y exigibles cada mes vencido. Se
sabe que para la financiacion se aplicd una tasa efectiva anual del 42,5761 %.

Se solicita:

4.1. Calcular el monto del capital objeto del préstamo. R: 13478,44

4.2. Si a los 10 dias de haber efectuado el pago de la séptima cuota y, no estando
previsto en el contrato, el deudor decide realizar un reembolso parcial de $ 5000,
momento en que la tasa de mercado es del 28,80 % nominal anual para una frecuencia
mensual: determinar el saldo resultante para que ninguna de las partes se perjudique.
R: 4450,90
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4.3. Si se resuelve refinanciar ese saldo mediante el pago de 12 servicios mensuales
compuestos por cuota de capital constante e interés directo:

a) Calcular la tasa directa mensual que deberia aplicarse si el prestamista desea
asegurarse una tasa efectiva de interés mensual del 2,7 %. R: 1,53381 %

b) Calcular el nuevo servicio de la refinanciacion. R: 439,18

5. Un Banco de la ciudad otorgd a una empresa constructora un crédito de $ 240000
en las siguientes condiciones:

* Pago de cuatro cuotas cada 60 dias vencidos, luego de un diferimiento de 150
dias, destinadas a la amortizacidon constante del capital y a pagar intereses sobre
saldos adeudados.

e La primera cuota inclufa los intereses correspondientes al tiempo transcurrido
desde el otorgamiento del préstamo hasta la fecha de pago de la misma.

* Tasa de interés: 36,5 % nominal anual de interés con capitalizaciéon cada 30 dias.

5.1. Calcular los desembolsos a realizar por la empresa para cumplir con sus obli-
gaciones. R a, = 115169,72; a, = 70.962; a, = 67.308 y a, = 63.654

5.2. Treinta dias después de efectivizado el primer pago, la empresa solicitd realizar
una entrega de $ 40000 y refinanciar el saldo mediante el pago de una cierta cantidad
de cuotas, inmediatas, cada 30 dias vencidos, de $ 15826,61 cada una, calculadas
mediante el sistema americano. La entidad bancaria aceptd inmediatamente con la
condicion de que las nuevas cuotas fueran calculadas teniendo en cuenta para el pago
de los intereses la tasa pactada originalmente, y una tasa del 1 % para la constitucion
del fondo: determinar la cantidad de cuotas que debié desembolsar la empresa para
cancelar su deuda. R: 12
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CAPITULO 6
Empréstitos

6.1. Generalidades. Condiciones. Modalidades de colocacién y rescate

* Generalidades

Antes de comenzar a desarrollar el tema de empréstitos, es conveniente aclarar que
este texto proporciona una propuesta metodoldgica diferente en su tratamiento que
permitira al lector valuar cualquier tipo de bonos e interpretar los conceptos utilizados
en el mercado y la informacion que se publica sobre los mismos para la toma de deci-
siones.

Al tratar el problema de la amortizacién de capitales indivisos se ha visto que el
capital objeto del préstamo (deuda) es proporcionado por un Unico acreedor, mientras
que aqui analizaremos el caso de préstamos divisos.

En efecto, los empréstitos constituyen una operacion financiera de préstamo con
la particularidad que por la parte acreedora intervienen varios prestamistas. Cuando
ciertas empresas, sean publicas o privadas, concurren al mercado financiero para
obtener fondos en grandes cantidades y a largo plazo, es dificil que se encuentre un
prestamista Unico dispuesto a conceder el capital necesario, por lo que dicho capital
se fracciona entre diversos acreedores.

De esta manera, el importe global del préstamo aparece dividido en cuotas partes,
cada una de las cuales recibe el nombre de obligaciones en general, ya sean bonos
gubernamentales o publicos como asi también las denominadas «obligaciones nego-
ciables» cuando sean emitidos por empresas. Cada acreedor adquirente de una de
esas partes acredita como derecho un documento probatorio denominado titulo, utili-
zandose también otras denominaciones como cédulas, bonos, etcétera.

Los titulos o bonos son instrumentos de deuda que una entidad publica o privada
emite con el objeto de financiarse. Son certificados a través de los cuales el emisor se
compromete a devolver al inversor en una fecha determinada, el monto recibido en
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préstamo y a retribuir dicho préstamo con el correspondiente pago de intereses que se
establecen en el momento de la emision.

Cada titulo tiene estampado el importe de la obligacion y a ese valor se lo llama
valor nominal del titulo; también lleva adheridos los cupones correspondientes al pago
de los intereses vy la efectivizacién de éstos se realiza contra el retiro o sellado de
dichos cupones.

En adelante al acreedor de una obligacion se lo designara obligacionista o inversor,
y a la empresa deudora tomadora de los fondos, ente emisor.

Normalmente las obligaciones son transferibles dando lugar a numerosas negocia-
ciones, de tal modo que mientras el ente emisor obtiene una financiacién cuantiosa
a largo plazo, los obligacionistas pueden hacer transacciones no muy voluminosas y
obtener rendimientos importantes en el corto y mediano plazo.

Esto hace que sea de mucho interés el problema de la determinaciéon de la tasa
efectiva implicita o tasa interna de retorno (TIR). Esta tasa permitira al obligacionista,
conocer el rendimiento obtenido por la adquisicién, tenencia y posterior venta o rescate
de su titulo, y al ente emisor, el costo del crédito tomado bajo estas caracteristicas.
Este problema sera analizado al estudiar técnicamente cada tipo de empréstito.

 Condiciones

Teniendo en cuenta que un empréstito no es sino un préstamo y por lo tanto una
operacion financiera, deberan determinarse perfectamente las condiciones formales
y substanciales, siendo fundamentales las que se refieren a la cuantia y pago de los
intereses, el plazo y la forma de reembolso del capital.

Es aqui donde se observara una gran similitud entre los distintos sistemas de
amortizacién de deudas indivisas desarrollados en el capitulo anterior y las distintas
maneras en que el ente emisor cancelara sus compromisos mediante el rescate de los
titulos y pago de los cupones de interés.

Las condiciones del préstamo son fijadas por el ente emisor que debe tener en
cuenta la situacion del mercado para poder ofrecer un titulo que brinde confiabilidad y
encuentre suscriptores.

En el programa de emision de un empréstito se deberan indicar las condiciones de
emision, a saber:

a) Fecha de emision: momento en que entra en vigencia el comienzo de la obliga-
cion.

b) Fecha de vencimiento: momento en que se extingue la obligacién del emisor
para con el inversor.

c) El plazo o la duraciéon del préstamo que esta determinado por la modalidad del
reembolso y es el tiempo que transcurre desde la fecha de emisién hasta la fecha de
vencimiento.

d) Numero de obligaciones a emitir.
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e) Valor Nominal de las obligaciones: es el valor impreso en la lamina.

f) Valor de emisién de cada obligacion, o sea el valor al cual los titulos seran colo-
cados en el mercado. Este valor, llamado también valor de suscripcion, puede coin-
cidir con el nominal y entonces se dice que son emitidos a la par, mientras que si se
colocan en el mercado con una prima de emision tendremos que son emitidos sobre la
par o bajo la par, segun el valor de emisiéon sea mayor o menor gue el nominal, respec-
tivamente. Prima de emision es la diferencia entre el valor de emision y el nominal.

La emisién bajo la par es lo mas frecuente, ya que esta modalidad permite atraer
suscriptores, mientras que la emision sobre la par encuentra pocas aplicaciones
concretas ya que esta condicién aparece como desfavorable para el obligacionista.
No obstante se han dado casos de este tipo de empréstitos en economias deterio-
radas para facilitar su recuperacién, como ha ocurrido en muchos paises de Europa
después de la guerra.

g) Valor de rescate, o sea el valor al cual el emisor sacara de circulacion las obli-
gaciones, o dicho de otra manera, el valor al cual amortizara cada titulo. Cuando este
valor de rescate coincide con el valor nominal se dice que el rescate es a la par, mien-
tras que si los rescates se efectlian con una prima de rescate o amortizacién corres-
ponde a los que son rescatados sobre la par o bajo la par seguin este valor sea mayor
o0 menor que el nominal, respectivamente. Prima de rescate es la diferencia entre el
valor de rescate y el valor nominal.

h) La tasa de interés para una cierta unidad de tiempo. Esta es una tasa de interés o
rendimiento efectivo para esa unidad y aunque algunos autores la llamen tasa nominal
del empréstito, por aplicarse sobre el valor nominal del titulo, debe quedar sentado que
no corresponde al concepto de tasa de variacion relativa media, visto oportunamente.

Los intereses se calculan sobre los saldos nominales de las obligaciénes a esa tasa
que puede ser constante o variable, segun se establezca en las condiciones.

i) La frecuencia con que se pagaran los cupones de interés. Algunas veces éstos
se pagan en forma acumulada o periédica como en los casos de rescate en bloque,
y cuando la amortizacién es periddica pueden pagarse conjuntamente con las cuotas
de rescate (pago sincréonico de cupones y rescates) o en forma no coincidente con
el pago de las amortizaciones, como ocurre cuando se abonan intereses entre dos
cuotas de rescate consecutivas (pago asincronico de cupones y rescate).

Debe observarse también que a veces se estipula un periodo de gracia en el que
el titulo no amortiza y sélo paga servicios de interés entre el momento de emisién vy el
pago de la primera cuota de rescate.

j) La modalidad del reembolso, o sea la forma en que el ente emisor procedera a
rescatar las obligaciones.

Ademéas de las mencionadas, en épocas anteriores, solian incluirse algunas condi-
ciones en la emision que definian otros tipos de empréstitos, a saber:

175



- Empréstitos con obligaciones que pierden el cupdn a su reembolso o con pérdida
del dltimo cupdn: en este tipo de empréstitos las obligaciones, al ser amortizadas,
reciben solamente el valor de rescate pero no el cupdn que vence en el momento del
reembolso.

- Empréstitos con lotes: son aquellos en los que se incluye la clausula de la conce-
sién de premios (lotes) que se adjudican a un nimero limitado de obligaciones, desig-
nadas por azar (loterfa). La suma que periddicamente destina la entidad emisora a
premios o lotes puede ser una suma constante o variable y, seguin la modalidad que se
adopte, el lote puede incluir o no el valor de rescate.

* Caracteristicas de la emision y suscripcion:

Generalmente, el empréstito se ofrece a la suscripcion publica mediante la inter-
venciéon de uno o mas bancos que actlan como intermediarios entre la empresa que
necesita los fondos y los inversionistas dispuestos a adquirir las obligaciones. En
nuestro pais deben ser agentes autorizados nucleados dentro del Mercado Abierto
Electrénico y las Sociedades de Bolsa.

Dichos bancos se encargan de su colocacion en el mercado, es decir, de hacer la
publicidad del préstamo y recoger las suscripciones.

En funcion de las condiciones de mercado y previo estudio del mismo, hecho por el
ente emisor, se fija el precio de emisién que es el precio que deben pagar los suscrip-
tores por cada obligacion.

Una vez fijado el precio de emisién, se determina la tasa de interés a ofrecer y otros
datos de las obligaciones, aunque a veces se fijan todas las otras condiciones y en
funcioén de ellas se maniobra el precio de emision.

Este valor de emisiéon no siempre es fijado arbitrariamente por el ente emisor, ya que
si se trata de titulos que se colocan a través de la Bolsa de Comercio, dependera de
la confiabilidad que brinden en el mercado bursétil y de las condiciones imperantes en
el mismo.

* Caracteristicas del reembolso

Las formas mas comunes a través de las cuales el ente emisor reembolsa las obli-
gaciones son las siguientes:

a) Rescate en bloque o reembolso global de todas las obligaciones al cabo de un
cierto tiempo.

b) Rescate periédico progresivo de una parte o de un porcentaje de capital de cada
obligacion emitida.

La mayoria de los titulos emitidos en los Ultimos tiempos por diferentes gobiernos se
encuadran dentro de estos dos tipos de amortizacion.

c) Rescate progresivo de un cierto nimero de titulos, reembolsando periddicamente
algunas de las obligaciones emitidas con el pago del capital entero. En este tipo de
rescate el nimero de titulos que periédicamente se reembolsan puede ser un nimero
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constante o variable y, para quien posee una obligacion, el reembolso es siempre en
forma total. Este tipo de amortizacién fue utilizada en el pasado y no tiene vigencia en
la actualidad.

Cuando el reembolso reviste estas caracteristicas, se debe proceder al sorteo o lici-
tacion para determinar cuéles seran las obligaciones a rescatar. Este sorteo se realiza
basado en un nimero de orden o de serie que lleva cada titulo y la fecha de rescate
es incierta.

Existe otra forma de reembolso que en el presente carece de importancia debido a
que no se practica y es el caso de los empréstitos irredimibles (deudas perpetuas) en
los que el ente emisor no asume obligacién de reembolso a determinado vencimiento.

Segun las formas de reembolso propuestas, el mismo puede ser de vencimiento
cierto (casos a y b) o de vencimiento aleatorio (caso c). Esta distincién es de especial
interés para el obligacionista, para quien la obligacion es un titulo que le da derecho
a cobrar los cupones de interés y el precio de reembolso y por lo tanto le interesaré
conocer la fecha en que se efectuara dicho reembolso.

Para encarar el estudio de los distintos tipos de empréstitos se enfocara el analisis
de los mismos teniendo en cuenta esta clasificacion, debiendo antes introducir algunos
conceptos que facilitaran su comprension.

6.2. Conceptos a aplicar para el analisis y valoracion de un titulo

6.2.1. Vida y edad de una obligacién

Como se dijo en el punto anterior, al obligacionista le interesara conocer la fecha de
reembolso, ya sea para determinar el rendimiento a obtener con su inversién como asf
también para precisar el valor de cesion de su obligacion cuando desee transferirla.

Por lo tanto, para calcular cualquiera de esos valores, el poseedor de un titulo nece-
sitara conocer la vida del mismo.

Vida de una obligacion es el tiempo transcurrido desde el momento de emision
hasta el momento de su rescate o extincion.

La vida residual de una obligacion depende de la edad de la misma, para lo cual
debemos tener presente que edad de una obligacion es el intervalo de tiempo que
media desde la emisién o puesta en circulacion y el momento en que se evalla dicha
obligacion, sin que haya sido rescatada. Entonces podemos decir que vida residual de
una obligacion de determinada edad es el tiempo que todavia permanecera en circu-
lacion.

Como podra apreciarse, cuando el reembolso es global o en bloque, la vida es
siempre una variable cierta. También lo es en el caso de rescate periddico progresivo
de un cierto porcentaje de cada obligacion emitida, ya que dicho porcentaje permitira
determinar el niUmero de periodos en que cada titulo tardaré en extinguirse.
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Por el contrario, cuando se trata de rescate periddico progresivo de un cierto nimero
de titulos y teniendo en cuenta que los mismos se eligen por sorteo, o sea que estan
dependiendo del azar, la vida constituye una variable aleatoria. En estos se presenta,
solo para los obligacionistas, un problema de probabilidad y existen ciertas caracte-
risticas (y promedios) que permiten estimar la vida residual de una obligacién, como
son la vida media, la vida mediana y la vida matematica en un momento dado. Estos
conceptos seran definidos cuando se trate el caso de empréstitos con reembolso de
vencimiento aleatorio.

6.2.2. Usufructo y nuda propiedad de un titulo

Todo titulo da derecho a un flujo futuro de fondos que se forma con los intereses y
las amortizaciones. Cuando un obligacionista desea ceder su titulo, puede determinar
el valor de cesién teniendo en cuenta esos dos componentes perfectamente caracteri-
zados: el usufructo y la nuda propiedad. Recordando lo enunciado para este punto en
los préstamos indivisos, se puede decir:

e Usufructo: es el valor actual de todos los intereses que corresponden a la obliga-
cién y que restan satisfacer, evaluados al momento de cesion a la tasa vigente en el
mercado.

* Nuda propiedad: es el valor actual a la tasa de mercado de las sumas correspon-
dientes a los rescates 0 amortizaciones pendientes.

La suma de los dos valores anteriores es el precio que se paga por una obligacion
en un momento dado efectuando la valoraciéon a la tasa vigente en el mercado conve-
niente para el tipo de obligacion a transferir.

Como la época en que una obligacién determinada habra de ser reembolsada es a
veces desconocida, no es posible calcular directamente el valor de cesion de un titulo.
En estos casos se calcula el usufructo y la nuda propiedad de todo el empréstito y a
este valor actual total se lo divide por el nimero de obligaciones vivas al momento de
valoracién, obteniéndose asi el valor que puede atribuirse a cada obligacién. Otras
veces se estima la fecha de rescate utilizando alguna ponderacién y esa estimacion
se toma para efectuar el calculo correspondiente como si fuera de vencimiento cierto.

6.2.3. Valor residual

Es el monto de capital que no ha sido pagado por el emisor, es decir, el porcentaje
del valor del titulo que no se ha amortizado. Si la amortizacién es en una sola cuota el
valor residual va a ser durante toda la vida del bono igual a su valor total. En el caso de
que el capital sea amortizado en cuotas parciales el valor residual ira disminuyendo en
funcion del porcentaje de amortizacién periddica que establezcan las condiciones de
emision. Este dato es de relevancia para el célculo del valor técnico de un titulo.
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6.2.4. Intereses corridos

Son los intereses devengados durante el periodo en curso, entre la fecha de pago
del Ultimo cupdn y la fecha de valoracién, y que no se han percibido por no ser exigi-
bles hasta el vencimiento del periodo. Por lo tanto al inicio de cada periodo de renta los
intereses corridos son iguales a cero.

6.2.5. Valor técnico

Es el valor que un titulo tiene en un momento determinado de acuerdo a las condi-
ciones estrictas de emision. Indica el valor que el ente emisor deberia pagar para efec-
tuar el rescate en ese momento y es igual al valor residual mas los intereses corridos.

Valor técnico = Valor residual + Intereses corridos

Para el caso de titulos ajustables por algun indice de precios, el calculo se hace
sobre el capital ajustado, o sea:

Valor técnico = Valor residual x Coeficiente de ajuste + Intereses corridos

6.2.6. Paridad

Debe observarse que la costumbre financiera ha llevado a utilizar el término paridad
en dualidad de concepto.

Tradicionalmente se llama paridad de un titulo con respecto a otro a su valor calcu-
lado al tanto efectivo de ese otro. Este concepto de paridad implica calcular el valor
efectivo de un empréstito y en funcién de esa tasa, calcular el valor de un titulo de otro
empréstito.

Actualmente, la mayoria de los diarios y revistas financieros y los mas recientes
trabajos efectuados sobre titulos publicos hablan de paridad de un titulo refiriéndose a
la relacion o cociente entre el precio de mercado y el valor técnico.

Es conveniente aclarar que cuando se habla del precio de mercado de una obliga-
cion se refiere al precio que la misma tiene en las cotizaciones bursétiles o lo que se
paga para adquirir un titulo en el Mercado Abierto Electronico como resultado del libre
juego de la oferta y la demanda:

Precio Mercado
Valor técnico

Paridad =

Si ese cociente es mayor que 1 implica «cotizacién sobre la par», si es igual a 1
implica «cotizacion a la par», y si es menor que 1 implica «cotizacion bajo la par».
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Este concepto de paridad no mide el rendimiento sino que es soélo una relacion, y
para completar el andlisis se requiere determinar la TIR.

6.2.7. Valor actual neto (VAN) y Tasa interna de retorno (TIR)

Dado gue una obligacién o titulo da derecho con su compra a un flujo futuro de fondos
que se forma con los intereses y las amortizaciones, es muy importante la determinacion
de estos conceptos vertidos en el capitulo 3 de este texto, ya que permitiran analizar la
inversion realizada por el obligacionista y conocer el rendimiento de su inversion.

El VAN representa el valor actual de los flujos de fondos resultante del pago de
cupones de interés y amortizacion a una tasa de interés exigida o esperada por el
inversor.

La TIR sera aquella tasa de interés que iguale el valor presente de los flujos de
fondos de intereses y amortizaciones con el precio al que se adquirid el bono en el
momento inicial o con el precio de mercado si se lo adquiridé después de la emision.
En el caso de vender el bono antes de su vencimiento, el rendimiento final no necesa-
riamente sera igual al prometido al momento de realizar la inversiéon ya que el precio
de los mismos es sensible a las variaciones en las tasas de interés de los mercados
financieros.

6.2.8. Duration (duracién) de un bono

Es una medida representativa de la vida ponderada de la corriente de pagos que
genera un bono gue tiene en cuenta para su determinaciéon todos los pagos interme-
dios y no solo la fecha de vencimiento en la cual se recibe la amortizacion final.

Es un promedio ponderado de cada uno de los flujos que genera un bono, donde
el factor de ponderacion es el valor presente (a la fecha de valuacion) de los pagos de
amortizacion e intereses descontados a la TIR y divididos por el precio de mercado.

Si se simboliza con f a cada flujo y con PM al precio de mercado, resulta:

1 f2 3 fn
1 +2 +3 + ...+ B E———
A+TR ~A+TRZ ° (1+TRYP "G TRy

PM

Duration =

De esta manera se obtiene un indicador de la madurez y riesgo de un titulo ya que
informa sobre el tiempo promedio en que el inversor tarda en recuperar el capital de su
inversion. La duration es inversamente proporcional a la TIR del bono. Cuando la TIR
aumenta la duration disminuye ya que al descontar los flujos a una tasa mas alta se asigna
menores ponderaciones a los flujos mas lejanos y mayores a los flujos méas cercanos.
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Luego de introducir los conceptos necesarios para la valoracion de titulos publicos
y privados, se desarrollaran los distintos tipos de empréstitos, previa aclaracion de la
notacion a utilizar para representar los elementos principales de este capitulo.

6.2.8.1. Nomenclatura

N Numero de obligaciones emitidas.
N, Numero de obligaciones rescatadas en el h—ésimo rescate.
N: NUmero de obligaciones vivas o pendientes de reembolso a la finalizacion del h—ésimo rescate.
N: Numero de obligaciones extinguidas o rescatadas hasta el momento h inclusive.
C Valor nominal de cada obligacion.
E Valor de emisién de cada obligacion.
R Valor de rescate o reembolso de cada obligacion.
NC Valor nominal del empréstito.
NE Valor de emisién del empréstito.
NR Valor de rescate del empréstito.
i Tasa de rendimiento pactada.
Ci Importe del cupon.
NuUmero de periodos o plazo total del empréstito.
u Usufructo de todo el empréstito.
K Nuda propiedad de todo el empréstito.
vCc Valor de cesion del empréstito a un momento dado.
VR Valor residual.
PM Precio de mercado de un titulo.
VP Valor paridad o paridad.
vT Valor técnico de un titulo.
X Tasa interna de retorno.

6.3. Empréstitos con reembolso de vencimiento cierto

Como ya se dijo, dentro de este tipo de empréstitos se encuadran todos aquellos
en los que la vida residual de un titulo es una variable cierta, o sea que el obligacionista
al momento de adquirir una obligacién conoce cuando la misma le sera rescatada.

Ahora bien, en la actualidad hay casos que pertenecen a este tipo de reembolso en
los que el ente emisor incluye clausulas que le dan derecho a sacar de circulacion los
titulos antes del plazo previsto (cancelacion anticipada), por lo que la vida dejarfa de
ser totalmente cierta.

Dentro de los que revisten estas caracteristicas tenemos los siguientes tipos:
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6.3.1. Bonos de cupén cero

Son aquellos que no pagan cupdn de interés y el emisor se compromete a devolver
el capital al vencimiento del bono. La tasa de interés que se pacta en la emision permite
determinar el valor actual del titulo como si se tratara de una operacién de descuento,
motivo por el cual también se los llama bonos de descuento.

El valor de compra o suscripcién para un inversor se determina de la siguiente
manera:

E=C(+i)

y al vencimiento recibe el valor C que incluye los intereses implicitos en esa forma
de operatoria.

El ente emisor recibe NE en la emision y al vencimiento debe desembolsar NC.

Generalmente son titulos emitidos a corto plazo por la tesoreria de los distintos
gobiernos. Ejemplo de éstos son los bonos del tesoro de los EE. UU. que son
tomados como referentes para evaluar distintas calidades crediticias que ofrecen otros
emisores, por ser considerados inversion sin riesgo. En nuestro pais son de este tipo
las LEBAC (Letras del Banco Central).

6.3.2. Rescate en bloque con pago Unico de cupones (cupdn Unico)

En el momento de suscripcidn se emite un cierto nimero de obligaciones que seran
reembolsadas en su totalidad al cabo de un cierto nimero de periodos vy, conjunta-
mente con el rescate, se pagan los intereses de todas las obligaciones generados
durante el lapso transcurrido desde la emision hasta el rescate.

Este tipo de reembolso global es asimilable a la amortizacién de deudas indivisas
con el nombre de reembolso Unico y pago acumulado de intereses.

* Observacion: se informa al lector que en adelante se indicara con R el valor del
titulo a la fecha de rescate para facilitar la interpretacién conceptual, sin que ello signi-
fique que existe prima de rescate, ya que la mayoria de las veces las obligaciones son
rescatadas a su valor nominal C.

6.3.2.1. Estudio desde el punto de vista del ente emisor

Teniendo en cuenta las condiciones propuestas, y suponiendo la colocaciéon inme-
diata y simultanea de todos los titulos, el ente emisor recibe en el momento de emision
una suma igual a NE.

Transcurridos los n periodos estipulados para el reembolso, debera disponer de la
cuota rescate y la cuota destinada al pago de los intereses.
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El servicio Unico de rescate seréa igual a NR, ya que tiene que sacar de circulacion
la totalidad de los titulos a un valor R cada uno. Como se dijo antes, usualmente se
rescatan a la par o sea al valor C. Es importante notar aqui que el niUmero de titulos
vivos o en circulaciéon en cualquier punto del intervalo [0; n] es igual a N.

En cuanto al servicio de interés, éste sera igual a NC [(1 + /)" — 1], en el caso de
que la tasa i pactada sea constante. Esto teniendo en cuenta que los intereses se
calculan sobre el valor nominal de cada titulo y que se pagan a todos los titulos en
forma acumulada, por lo que el resultado no es méas que la diferencia entre el valor
final de NC evaluado en la ley fijada y el capital inicial como una operacion simple de
capitalizacion.

Si se realiza el grafico temporal de la operacion, representando los ingresos con
signo positivo y los egresos con signo negativo, se tendra:

Grafico N° 1

NE —{NR + NC [(1+i)" 1]}

Este puede interpretarse como un modelo basico a partir del cual se obtienen otros
mas especificos segun las distintas modalidades que se puedan presentar.

Es evidente que si se presenta el caso de emisién a la par, basta con reemplazar NE
por NC; y si se tuviera rescate a la par, resulta que el ente emisor debera disponer en n
de la suma NC (1 + /)", al reemplazar R por C.

No debe descartarse también la alternativa de considerar que la tasa pactada sea
flotante o variable periddicamente; bajo esta premisa, en el momento n se debera
entregar un importe equivalente a:

NR+NC[A+i)(+1i)..(0+i)—1]
Otra posibilidad es que los titulos sean emitidos con clausula de ajuste o indexacion
(titulos ajustables); en este caso, y suponiendo que el factor de correccidn monetaria a
aplicar en (0; n) seaiguala (1 + F, ) se tendra que disponer en n de la suma:

NC (1 +Fg ) (140

si se rescatan al valor nominal ajustado y los cupones se calculan sobre saldos
nominales ajustados.
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Como puede observarse, a partir del modelo basico propuesto inicialmente, siempre
es factible adaptar el mismo a las distintas situaciones que pueden plantearse en el
mercado financiero, siendo estas propuestas algunas de las modalidades posibles.

6.3.2.2. Estudio desde el punto de vista del obligacionista

Si analizamos esta forma de reembolso desde el punto de vista de un obligacio-
nista adquirente de un titulo, éste debera entregar en el momento de la suscripcion, el
valor de emisién £, y al vencimiento recibira el valor de rescate R y un cupon Unico en
concepto de intereses. El valor residual es siempre el valor total del titulo ya que no hay
amortizacion periddica. Graficamente seré:

Grafico N° 2

E R+ C[(1 + i) — 1]

Analogamente a lo visto cuando se tratd esta forma de reembolso desde el punto
de vista del ente emisor, sobre el intercambio de capitales propuesto graficamente,
pueden presentarse distintas variantes:

* Sila emision y el rescate fueran a la par, el obligacionista (acreedor) entregara C
ent = 0y al vencimiento recibira C(1 + /)"

* Si entre las condiciones del empréstito se hubiera previsto tasa variable para las
distintas unidades U, el adquirente de un titulo recibira al vencimiento la suma:

R+CLA+i)(1+i)..(1+i)—1]

* Siincluyera clausula de ajuste y tasa de interés constante, el obligacionista perci-
biraent = n:

C(1+Fy ) (1 4+

PROBLEMA DE APLICACION N° 1

Una empresa del Estado emitié 10000 obligaciones en las siguientes condi-
ciones:

* Valor nominal de cada obligacion: 100 u.m.

e Emision a la par.

184



* Rescate en bloque y a la par de todos las obligaciones emitidas al cabo de 3
afos contados desde la emision.

* Pago de intereses acumulados conjuntamente con el rescate a una tasa de
interés anual del 10 %.

Se pide:

1. Para la empresa:

a) Determinar, mediante un grafico temporal los ingresos y los egresos efectuados
para el cumplimiento del compromiso con los obligacionistas.

NE =1000000 1000000 x 1,10® = 1331000

I I I |
0 1 2 3

b) Sabiendo que debid soportar un costo técnico y administrativo en el momento de
la emision del 5 % de lo que ingreso por la venta de las obligaciones, calcular la TIR
indicadora del costo total de su empréstito.

1000000 (1 — 0,05) = 1331000 (1 + x)~°
x =0,118969

2. Para un obligacionista, portador de una obligacién que adquirié en el momento
de emision:

a) Determinar mediante el grafico temporal los egresos e ingresos resultantes de las
condiciones pactadas.

—100 133,10

I I I |
0 1 2 3

b) Determinar el valor paridad luego de transcurridos dos anos desde la emision y
sabiendo que el titulo en ese momento se cotizaba en el mercado a 118 u.m.

VI =100x 1,102 = 121

vp= 118 _ 118 _ (9750066
121 121

c¢) Suponiendo que el obligacionista cedio su titulo en la fecha y al valor de mercado
considerado en b), determinar la TIR anual resultante de la inversién asf realizada.

100 = 118 (1 + x)~2 donde resulta x = 0,086278
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6.3.3. Rescate en bloque con pago periédico de cupones

Comparandolo con el sistema de amortizacion de préstamos de reembolso Unico
con pago periddico de interés, podemos decir que se trata de un empréstito en el cual
los titulos son rescatados en bloque, globalmente, al cabo de n periodos U (venci-
miento cierto de la obligacion) con pago periédico de cupones al final de cada periodo
a una tasa fija o variable (servicios de renta). A este tipo de bonos se los llama bullet
(bala).

Dado que en el intervalo [0; n] no hay rescates, excepto al vencimiento, el nimero de
titulos vivos en cualquier punto de dicho intervalo es N, por lo tanto la empresa debera
pagar a los N titulos el interés periédico y en el momento n la suma NR para destinar
al rescate de los mismos. Suponiendo tasa de interés flotante, resulta la corriente de
flujos que se grafica a continuacion:

NE —NCi, —NCi, —NCi, —NCi, —[NR+NCi]
| | | | S
[ [ [ [ ]l
0 1 2 3 h n—1 n

En dicho gréafico E y R pueden coincidir o no con C vy si la tasa fuese constante, las
cuotas de interés constituirian los términos de una renta constante iguales a NCi.

Para cualquier obligacionista portador de un titulo, en el eje temporal anterior, debe
suprimirse N e invertir los signos de los flujos correspondientes recordando que el
valor residual es siempre el valor total del titulo ya que no hay amortizacion periédica.

En el mercado actual, pertenecen a este tipo de rescate algunos titulos publicos
emitidos en doélares como los BONAR (VIl 'y X) y los GLOBALES (Par, Discount, Cuasi
Par) y algunas obligaciones negociables emitidas por algunas empresas argentinas.

Con la finalidad de afianzar los conceptos vertidos, se efectuara a continuacion el
estudio de un bono en circulacién a la fecha de la redaccion de este tema. Para ello es
necesario obtener las condiciones de emision del empréstito elegido para su analisis, y
luego verificar la informacién periodistica suministrada en las tablas de cotizaciones de
un diario financiero aplicando los conceptos estudiados.

En esta oportunidad se toma como referencia el cuadro de Titulos Publicos del
suplemento bursatil del diario Ambito Financiero de fecha 23/04/2012, el cual se
adjunta a continuacion.
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2 | 3 sec.| Ambito Financiero | Lunes 23 de abril de 2012

| Titulos Pablicos (Nacion, provincias y mnmE

tulos piiblicos en moneda extranjera: precios, paridades y TIR

Amortizacién De Renta | Capital fentaeh - acal Clerre = | e o Paridad  Proyectando . Total | ponde-

Titulos | final ode Fecha de kAl del mdol ol Volomea | IMema Progio Variacién % LIBOR actual oy jo rado

| N2 | h:..nw:._. periodo | c/100 © Délar | Negociado cional ) ; e tasade | devida

| H el Nﬂn“”_.n._m% del cupén snctr=od i VT transt. Diaria |Semanal| Mensual de Total | Treasury | [(dias)

| 1 s % % e emision Strips
BONARVII 2013 | 12-sep1s | 12 R 1210912 70000 | 10080 | 547,00 | sic 5508 | 10000 | 55400 | 121 | 099 | -196| 9921 | 710 | 774 | —— | 489
BONARX20177 | t7abri7 | 11 | R 17110012 70000 | 10012 | 449,95 | 6075 | 7609003 | 8075 | 44725 | 241 -387 | -857 | 8066 | 7.2 | 1268 |~ ~—— | 1531
Bago12 | 21 | AmsR | 030812 07850 | 1252 | 54320 | SC | 3ssad1a | 1232 | 6825| 033 | 024 | -085| 9839 | o079 | 681 | 681 | 102
30-abr-13 | 19 AmsR_| 30/04/12 06290 | 2508 | 53550 sC | 1e03ars | 24, 0,62 061 | 9750 | o080 | 592

[ BODENZ015 | doct15 14 03/0/12 70000 | 100,39 | 49200 | SC | 2821210 | 195 7,59 | 8886 | 7,02 | 1140 |* - |
PARuSs Leglocal | 31-lic-38 17 R 30/09/12 | 25000 | 10016 | 16800 | s | 167,00 | 0,67 6 | 1597 | a0,11 353 | 1289 | —— | 4096
DISC uSs Leglocal | 31-dic83_ | 17 R 30/06/12 82800 | 13685 | 47800 | SiC 497,00 | 0,84 11,03 | 6557 | sa4 | 1387 | —— | 2885
PAR uSs Leg extr, sigic38 | 17 | R | 3002 | 25000 | 100,16 | 18300 | SIC 18550 | 436 | 290 | 1276 | 3361 | 353 |1182 [ —— | 4308
DISC uSs Leg exr, S R | sooenz | 8.2800 | 13685 | 52200 | SiC | 352 | -208 | <1160 | 7102 | 844 [1273 [~ —— | 2075
| PAR Euro gidicas | 17 |- R 30/09/12 22600 | 100,14 sc | s ; | 2es| -um | anse| 2885 | 320 |1286 |7 —— | 4252
loisGEwo ~ |P@ioess | 1w | A 30/08/12 7,8200 | 13450 | S | s | 527,00 | 450 | 569 | 1343 | 5870 | 796 | 1480 | —— | 2790
Global 2017 (N) | 2jun-17 | 4 R 02/08/12 87500 | 10343 | 000 | SiC 52313 | 225| 421 | 990 | 9130 | 893 |1140 |+ —— | 1a72
PARuSs Leglocal (N). | 31-dic38 | 5 R 30/09/12 25000 | 10016 |  SG | SG 169,75 [ 1396 | aos1 | ssa | 1278 |~ —— | 418
DISC uSs Leg local (N)|  31-dic-33 5 A 30/06/12 52800 | 13585 SEllse 192,25 | 1234 | 6493 | 84s |1a01 |7 —— | 2840
| PAR uSs Leg extr, (N) | 31-dic-38 5 R 300912 25000 | 100,16 sc | sc .50 | 192,00 000 | 3450 | 358 [1154 [ —— | 4363
| DISCuSslegextr (N)| 31-dic33 | 5 | R | 30o0ei2 8,2800 | 136,85 Se e 532,75 11,05 | 7028 | 844 |1288 [+ —— | 2960
PAR Euro (N) 31-dic-38 5 R | 800912 00 | 22600 | 100,14 siel (i sic scl —| —| —| =1 3= = =D
DISC Ewo(N) | 31-dic-33 5 R 30/06/12 00 | 78200 | 13450 | sc | sc 52700 | o000 | 33 | 1201 | s870 | 796 | 1480 |~ —— | 2790
Cupon PBlusslocal | —— | —— e == T e SIC | 4.005.366 1170 | e475| 636| 565 | 1480 | — = . =
CuponPBluSsext, | —— | —— - —— —~— | —— | —— | 8500 | sic | 22665313 170 ea75| s88| 602 | d4e0| — = Eoe i =
i s e e e —— | mo | s 2159 | 1080, 7200 640 648 | -1 S5 BV — | =
chEisenil e e — —— | 6450 | sc |  asoass | 1170 ea75| 638 52 | -1365 e s
(*) cotizacién ‘clean” (N) Bonos del canje 2010 ** Bonos de renta fija (X) ex-cupén S/C = Sin Cotizacién Tasa Libor Anual Proyectada: 0,7304 _Fuente: Arpenta SA
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6.3.3.1. Estudio de un caso real de bonos argentinos
Antes de comenzar el analisis debe observarse que toda la informacién financiera
se expone para un titulo de valor nominal C = 100.

ESTUDIO DEL BONAR VII — 2013
Condiciones de emision del bono

Emisor Gobierno Nacional

Moneda de emision délares

Monto de emisién original u$s 2000000000 *

Monto de circulacion u$s 2000000000 *

Fecha de emisién 12/09/2006

Fecha de vencimiento 12/09/2013

Plazo 7 anos

Amortizacion Integra la totalidad del vencimiento
Tasa fija del 7 % nominal anual, calculada sobre la base de un afo

Intereses de 360 dias. Las fechas de pago seran el 12 de marzoy el 12 de
septiembre de cada afo. El primer servicio serael 12/03/07

Para el analisis debe tenerse en cuenta la fecha de la publicacién que es el
23/04/2012 y que por lo tanto se convierte en la fecha de valuacién del bono. A tal
efecto se verificaran los valores expresados en la primera fila de los titulos en moneda
extranjera y observando la informacion que se expone.

Intereses periddicos
De acuerdo con el enunciado, la tasa del 7 % es nominal anual para ano de 360
dias, por lo tanto la tasa semestral a aplicar es

i =007 _0035
2

Entonces por cada 100 unidades de valor nominal el interés periddico es 3,5.

Si se realiza un grafico temporal y en el mismo se ubican los fondos de renta y
amortizacién final que, segun las condiciones de emision, restan percibir a partir de la
fecha de valuacion, se tiene:

35 35 100+35
I I I

12/03/12 23/04/12 12/09/12 12/03/13 12/09/13
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Valor actualizado o valor técnico
VT = VR + Intereses corridos

El valor residual es 100, ya que la amortizacion es integra al vencimiento y los inte-
reses corridos, devengados desde el pago del Ultimo cupdn (12/03) hasta la fecha de
analisis (23/04), corresponden a 42 dias sobre el total de los 180 dias del semestre.

42

VT =100 + 100 [(18% 0,035) —1] = 100 + 0,80 = 100,80
* Valor paridad

VP = % = 102)% = 0,99206

e Tasa interna de retorno efectiva anual (TIREA)

Seguin normas de emision: al no tomar en cuenta gastos y siendo emitidos y resca-
tados a la par, la tasa segun las condiciones de emision debe coincidir con la anun-
ciada, o sea que si la tasa nominal anual es el 7 % para una frecuencia de capitaliza-
cién semestral, la anual efectiva debe ser la equivalente a la tasa del 3,5 % semestral:

TIREA = 1,035°— 1 =0,07126 7,12 %

Otra manera de determinar esta tasa es igualando el valor actual de los flujos de
fondos restantes con el valor técnico, donde la incognita sea la tasa que verifica la
equivalencia entre los capitales.

Si se plantea esa equivalencia y se toma como valor actual el precio de mercado, se
obtiene la tasa total proyectada. Dado que el célculo de la misma requiere de métodos
que resultan mas complejos, si se acepta la informacién del cuadro de cotizaciones
puede proponerse la siguiente ecuacion:

100 = 3,5 1 +35 1 +103,5 1
142 323 07
(1 + 0,0774) 30 (1 + 0,0774)30 (1 + 0,0774)%0

En dicha ecuacién el numerador de los exponentes representa la cantidad de dias
que existen entre la fecha de valuacion y cada vencimiento, y se verifica que efectiva-
mente la TIREA es el 7,74 % al obtener el precio de mercado. Esta relaciéon permite
interpretar que si se adquiere un bono al precio vigente en esa fecha y se lo mantiene
en cartera hasta el vencimiento, se obtiene ese rendimiento.
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* Duration o promedio ponderado de vida
Aplicando el concepto de Duration, resulta:

Duration = 42— 35 g3 35 o7 1035
(1 + 0,0774) %0 (1 + 0,0774) 5% (1 + 0,0774) 30
Duration — 483 + 1059 + 47312 _ yo0 00 o o0

100

De esta manera quedan comprobados los valores correspondientes al BONAR VIl —
2013 de la primera linea de la tabla de cotizaciones adjunta.

PROBLEMA DE APLICACION N° 2

Un banco oficial emite 10000 obligaciones de valor nominal $ 1000, las que seran
rescatadas a un valor de $ 1025 en su totalidad, al cabo de cuatro afos contados
desde su colocacion en el mercado, o sea, desde la emision. El precio de emision de
cada titulo es 950. Todas las obligaciones tienen adheridos 4 cupones con vencimiento
al final de cada afno, que le daran derecho al obligacionista a los intereses a una tasa
anual que se incrementara periédicamente en 1/2 punto a partir del 8 % fijado para el
primer ano.

Se pide:

a) Determinar los egresos a efectuar por la empresa emisora para el cumpli-
miento del compromiso con los obligacionistas, realizando el correspondiente gréafico
temporal.

10000000 —800000 —850000 —900000 —(950000 + 10250000)

»
| | | | | g

0 1 2 3 4

b) Si el suscriptor de 10 titulos desea transferirlos, determinar el valor de cesion de
las mismos, teniendo presente que la tasa de mercado es del 11 % anual, sabiendo
que los colocara a la venta cuando faltan 2/3 de periodo para cobrar el 3er cupén.

—9500 800 850 900 950 + 10250

0 1 2 21/3 3 4
Valor de cesion

v

Valor de cesion = 900 1,1172% + 11200 x 1,118 = 839,51 + 9411,95 = 10251,46
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c) Suponiendo que el suscriptor de los 10 titulos lograra venderlos de acuerdo a lo
propuesto en b), determinar la TIR resultante de su inversion.

9500 = 800 (1 + TIR)"" + 850 (1 + TIR)2 + 10.251,46 (1 + TIR) 72

Efectuando el célculo correspondiente resulta la TIR = 0,107176

6.3.4. Rescate periddico de un porcentaje de cada titulo

Este método de rescate puede asimilarse al sistema aleman en cuanto a que perié-
dicamente el ente emisor rescata un porcentaje de cada titulo, resultando una cuota de
amortizacion constante igual a:

Al ente emisor le resulta indistinto rescatar un porcentaje del nimero de titulos
emitidos, no asf al obligacionista, ya que éste recibiria el total del valor de rescate en un
momento que puede no haberse determinado con anterioridad.

En cuanto a los cupones, éstos se calculan sobre los saldos nominales adeudados,
de manera que para cualquier momento h/0 < h < n, la empresa emisora debera
disponer de la siguiente suma:

} Xi

Puede ocurrir que el pago de la amortizaciéon y cupones se haga conjunta o asincroé-
nicamente.

El inversor portador de un titulo recibira periédicamente las sumas anteriores divi-
didas por N, puesto que N representa, como ya se sabe, el total de titulos.

Corresponden a este tipo, entre otros, los BODEN 2013, emitidos en ddélares y los
BODEN 2014 emitidos en pesos y ajustados por el CER (Coeficiente de Estabilizacion
de Referencia).

A continuacion se propone el analisis de los BODEN 2013.

N[C—m—1)ﬂc}xié N[C—m—1)
100

310
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6.3.4.1. Estudio de un caso real de bonos argentinos
Estudio del BODEN 2013
* Condiciones de emisién del bono

Emisor Gobierno Nacional
Moneda de emision ddlares

Monto de emision original u$s 1941810000 *
Monto de circulacion u$s 970907000 *
Fecha de emision 30/10/2002

Fecha de vencimiento 29/04/2013

Plazo 10 anos y seis meses

En 8 cuotas anuales, iguales y consecutivas, equivalentes cada una al

Amortizacion N ) o
12,50 % del monto emitido. Primer vencimiento: 30/04/2006.
Devengan interés sobre saldos a partir de la fecha de emision, a
la tasa para depdsitos en euroddlares a 6 meses de plazo en el
mercado interbancario de Londres (LIBOR), con un tope del 3 %
Intereses

anual, pagaderos por semestre vencido los 30/04 y loa 30/10. La tasa
LIBOR sera ajustada a un ano calendario de 365 ¢ 366 dias, segun

corresponda, teniendo en cuenta los dias efectivamente transcurridos.

El andlisis, al igual que en el BONAR VI, se realizaré teniendo en cuenta como fecha
de valuacion el 23/04/2012 y se verificaran los valores correspondientes a la cuarta
linea del cuadro de cotizaciones recordando que toda la informacién financiera se
muestra para un titulo de C = 100.

* Intereses periédicos
De acuerdo al enunciado la tasa de interés es variable. Solo se conoce que la tasa
del perfodo en curso es del 0,629 % nominal anual, por lo tanto la semestral resulta:

— 0.09929 _ 0,003145

sem

Para realizar el grafico temporal debe tenerse en cuenta que, segun las condi-
ciones de emision, a la fecha de evaluacion (23/04/2012) ya se efectuaron seis cuotas
de amortizacién del 12,5 % cada una, resultando un capital residual de 25 y que la
Unica tasa cierta es la del periodo en curso ya que las restantes se desconocen. Si se
proyecta esta tasa para el calculo de los flujos que faltan percibir, se obtiene:

12,58 0,04 12,54
I I I |
30/10/11 30/04/12 30/10/12 30/04/13
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Flujo del 30/04/12 formado por amortizacion y renta: 12,50 + 25 x 0,003145 = 12,5786
Flujo del 30/10/12 formado por renta: 12,50 x 0,003145 = 0,03931
Flujo del 30/04/13 formado por amortizacion y renta: 12,50 + 12,50 x 0,003145= 12,54

e Valor actualizado o valor técnico
VT = VR + Intereses corridos

El valor residual es 25 y los intereses devengados a la tasa contractual por los 175
dias corridos desde el Ultimo vencimiento sobre el total de 182 dias que contiene el
semestre en curso, es:

17

VI =25+25 [(1 + 0,003145)182 — 1} =25+ 0,0755 = 25,0755

* Valor paridad

PM 24,45

vp =M
VT~ 25,0755

= 0,9750

* Tasa interna de retorno efectiva anual (TIREA)

Como ya se ha dicho en reiteradas oportunidades, la determinacion de la TIR
requiere de métodos de célculo que resultan complejos. Por eso, si se acepta la infor-
macion del cuadro de cotizaciones, igualmente a lo propuesto para el analisis del
BONAR VI, se puede validar la misma calculando el precio de mercado. Considerando
los dias que median entre la fecha de valuacion y el vencimiento de cada flujo, se veri-
fica que:

191 371

7
24,45 = 12,58 (1 + 0,0592) 35 + 0,04 (1 + 0,0592) 3 + 12,54 (1 + 0,0592) 35

Esta relacion permite interpretar que si se adquiere un bono al precio vigente en la
fecha de valuacion y se lo mantiene en cartera hasta el vencimiento rinde el 5,92 %.

e Duration o promedio ponderado de vida
Aplicando el concepto de Duration, resulta:

7 12,58 + 191 0,04 + 371 12,54
7 191 371
) (1 4+ 0,0592) 385 (1 4+ 0,0592) 368 (1 + 0,0592) 365
Duration = 5445
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Duration — 88:06 £ 7.64 + 438522 _ 45557 ~ 184

24,45

De esta manera quedan comprobados los valores correspondientes al BODEN —
2013 de la cuarta linea de la tabla de cotizaciones adjunta.

PROBLEMA DE APLICACION N° 3

Los BODEN 2014 son titulos emitidos en pesos el 30/09/2004 con vencimiento
el 30/09/2014 cuya amortizacion se realiza mediante 8 cuotas semestrales, iguales
y consecutivas equivalentes al 12,50 % del monto de cada bono y ajustado por el
CER. La primera cuota de amortizacion vencio el 31/03/2011. Los intereses se calculan
al 2 % nominal anual sobre saldos ajustados a partir de la fecha de emisiéon y son
abonados por semestre vencido los 31/03 y 30/09 de cada ano. Sabiendo que la fecha
de valuacion es el 18/05/2012, se solicita:

a) Determinar el valor residual.

Si las amortizaciones son semestrales del 12,5 % y la primera de ellas vencio6 el
31/03/2011, a la fecha de valuaciéon se realizaron tres amortizaciones incluyendo las
del 30/09/2011 y 31/03/2012, por lo tanto el capital residual es 62,50.

b) Calcular el valor técnico.

Para determinar este valor debe tenerse en cuenta que se trata de bonos ajustados
por el CER y que los intereses se calculan sobre saldos ajustados, por lo tanto corres-
ponde buscar la informacion sobre el indice del CER a la fecha de emisién y el indice a
la fecha de valuacion. Indagando sobre este coeficiente se obtiene:

CER al 30/09/2004 ..... 1,62
CER al 18/05/2012 ...... 2,9939

De esta manera, aplicando el factor de ajuste o correccidon monetaria sobre el
capital residual mas los intereses corridos por los 48 dias transcurridos desde el pago
del Ultimo cupdn (31/03/2012) hasta la fecha de valuacion (18/05/2012), resulta:

8
VT = 62,50 (1+0,01) 7% 29939 _ 15343

siendo el 0,01 la tasa semestral proporcional al 2 % nominal.
* Observacion: de la misma manera se determinan los flujos resultantes en cada

vencimiento, aplicando el factor de ajuste como el cociente entre el CER al dia de
cobro del cupon de renta o amortizacion y renta, sobre el CER al dia de la emision.
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PROBLEMA DE APLICACION N° 4

Se emite un empréstito en las siguientes condiciones:

e N° de titulos: N = 10000

e Valor nominal de cada titulo: C = 150

* Rescates anuales sucesivos del 25 % del valor nominal de cada titulo.

* Todos los titulos tendran derecho a un interés anual efectivo del 7,5 % sobre
los saldos nominales adeudados.

* La emision se efectla a la par.

Se pide: calcular los servicios que debe disponer el ente emisor.

¢, =10000x0,25x 150 + 10000 x 150 x 0,075 = 487500

¢, =10000x0,25x 150 + 10000 x 112,50 x 0,075 = 459375
¢, = 10000 x 0,25 x 150 + 10000 x 75 x 0,075 = 431250
c,=10000x 0,25 x 150 + 10000 x 37,50 x 0,075 = 403125

6.4. Empréstitos con reembolso de vencimiento aleatorio

Cuando se rescata periddicamente un cierto nimero de titulos y la seleccién de
los mismos se efectla por sorteo, la vida residual de cada obligacion es una variable
aleatoria. El poseedor de titulos con estas caracteristicas tiene certeza con respecto a
la fecha de cobro de los intereses pero la fecha de reembolso de cada obligacion es
aleatoria.

En estos casos, si el inversor quiere conocer en un determinado momento el rendi-
miento probable de su inversién, o si desea ceder su titulo y determinar el valor de
cesion, no puede hacerlo ya que se desconoce la vida restante del mismo. Para ello
existen algunos promedios que permiten estimar esa vida residual, a saber:

6.4.1. Vida media de una obligacion

Es la media aritmética ponderada de la vida de los titulos calculada en un momento
cualquiera de la vigencia del empréstito como el cociente entre el tiempo en que
estaran con vida todos los titulos en circulacion y el total de los titulos vivos a ese
momento.

TXN, , +2xN, ,+3xN, .+ ..+ {Nn-h)xN

Vida media=
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6.4.2. Vida mediana o probable (Mediana del tiempo de vida)

Se llama asf al tiempo que debe transcurrir para que el nimero de obligaciones en
circulacion se reduzca a la mitad. Su célculo, en el momento de emision, se asimila
al concepto de periodo medio de reembolso e indica que, al momento de su calculo,
cada titulo tiene igual probabilidad de estar vivo que de haberse extinguido.

Si la llamamos p, debe verificarse:

Vo= 1? x N}

h+p

6.4.3. Vida matematica

Es el tiempo z que debe transcurrir para que un rescate en bloque de todas las obli-
gaciones en circulacion sea equivalente a la serie de rescates pendientes, tomando
para la valoracion unatasa i’ de mercado.

NYR(1+iY2=N,, RO+ + N, ,R(I+iy2+ . +NR+i)yen

Introducidos estos conceptos se pasa a desarrollar dos casos de empréstitos de
vida aleatoria.

6.4.4. Rescate periédico de un nimero constante de titulos

Este método, al igual que el tratado anteriormente, se asimila al sistema aleman de
amortizacién. La diferencia con aquél es que si el nimero de titulos a rescatar depende
de un sorteo, la vida de los mismos es una variable aleatoria, diferencia que incide en
el inversor pero no para el ente emisor. Por lo tanto, los desembolsos para el ente
emisor son coincidentes con los vistos en el punto 6.3.4.

e Cuota de amortizacion

e Cuota de interés

S|z

LN—(h—ULNJxC/ 6 LN—(h—U
100

JXC/
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En cuanto al inversor, éste desembolsara el valor £ en la suscripciéon y durante la
tenencia percibira periédicamente el cupdn Ci hasta su rescate, momento en el que
ademas recibira el valor R. Si la vida del titulo es h (h < n) resulta el siguiente grafico:

R

—E Ci Ci Ci Ci
| | | | | | |
| | | | | | |
0 1 2 3 h n—1 n

Si éste desea efectuar un andlisis de rentabilidad a priori o si desea ceder su titulo,
para poder calcular la TIR o el valor de cesion, debera previamente estimar la vida
utilizando algunos de los promedios propuestos en el punto anterior y adaptar dichos
modelos matematicos a este caso concreto. Dado que el numero de titulos que se
recata es un numero constante se tiene:

* Vida media
N N N N
1=4+2—-+3=-+..+(Nn-h)—
Vida media= " n__n n
N-hN
n
* Vida mediana
p= ”2;h y particularmente sih =0=p = g

* Vida matematica
(N—h%)RU +/’)*Z=%R(1 +iy +nNR(1 +iE L +% R(1+i)en

W-nByR( +iy=lBa 4

PROBLEMA DE APLICACION N° 5

Se efectla la emision de un empréstito destinado a la financiacion de proyectos
de inversion para pequenas empresas.

La emisién se realiza en las siguientes condiciones:

* Total de titulos emitidos y suscriptos: 10000

198



* Valor nominal de cada obligacién: $ 1000

* Valor de suscripcion: $ 950

* Rescate a la par cada 180 dias vencidos del 25 % de las obligaciones
emitidas, a partir de la emision.

* Pago de intereses por vencido sobre las obligaciones en circulacion, cada 90
dfas al 10,5328 % efectivo anual de interés.

Se pide:
a) Construir el cuadro que permita a la entidad realizar el seguimiento periddico de
la operacion.

Rescate cada 180 dias de un nimero constante de titulos y pago de cupones a
los titulos vivos cada 90 dias.

Se trata de pago asincrénico de intereses, y para la determinacion de los
mismos previamente corresponde calcular la tasa de interés para 90 dias.

l agsi00 = 1,105328%0%%° — 1 = 0,025 (cada 90 dias)
Dias Periodo Servicio rescate Servicio interés  Servicio total  Titulos vivos
0 0 0 0 0 10000
90 1 0 250000 250000 10000
180 2 2500000 250000 2750000 7500
270 3 0 187500 187500 7500
360 4 2500000 187500 2687500 5000
450 5 0 125000 125000 5000
540 6 2500000 125000 2625000 2500
630 7 0 62500 62500 2500
720 8 2500000 62500 2562500 0

b) Calcular la vida matematica al momento de emisién siendo la tasa de mercado el
5 % para 180 dias.

10000000 x 1,057 = 2500000 %

z = 2,4695 (periodos de 180 dias)
z = 444 dias

¢) Usando como aproximacion la estimacion anterior calcular la TIR trimestral resul-
tante para un obligacionista, portador de un titulo, redondeando la fecha de su rescate
en 450 dias.
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Teniendo en cuenta que lo compra en la emision a $ 950 y que durante su
tenencia percibe 5 cupones de $ 25 cada uno, resulta:

_ -5 -5
1-(1+TIR) + 1000 (1 + TIR)

950 =25 TIR TIR

donde TIR = 0,036109

6.4.5. Rescate periddico de un nimero creciente de titulos

6.4.5.1. Empréstito normal

Se dice que un empréstito es normal cuando, ademas de ser emitido y rescatado
a la par, el ente emisor debe disponer de un servicio tedrico constante por periodo
vencido, destinado a efectivizar los cupones a los titulos vivos o en circulacion, al prin-
cipio de cada periodo y al rescate de un cierto nimero de obligaciones.

Graficamente resulta una renta temporaria, pospagable, inmediata, cierta, sincré-
nica y de términos constantes:

NC —C —C —C —C —C c

0 1 2 3 h n—1 n

Es evidente que si no hay prima de emision ni prima de rescate y los cupones se
pagan a la tasa /, se debe verificar la igualdad entre el valor nominal del empréstito al
momento de emisién y el valor actual de las cuotas o servicios destinados a extinguirlo,
evaluados a dicha tasa:

NC=cxa -,
Cada uno de los términos esta compuesto de la siguiente manera:
Enh=1 ¢, =N,C+NCi
Enh=2 c¢,=N,C+ N/Ci
Enh=3 c¢,=N,C+ Nj;Ci
Enh=n ¢, =N, C+N;_ Ci
Enh=n ¢, =N C+N'_ Ci
Siendo los servicios tedricamente constantes, al disminuir la suma destinada

al pago de cupones ya que disminuye el nimero de titulos en circulacion, crece el
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numero de titulos a rescatar en cada periodo. Esto permite ver la similitud de este
sistema de rescate con el sistema francés de amortizacién de deudas indivisas, por lo
que al igualar dos servicios consecutivos, resulta:

NC+N; Ci=N,  C+N;/Ci
donde despejando N, ., se verifica que:

N, =N (1+0)

h+1

De esta manera se demuestra que las amortizaciones (0 rescates) crecen en
progresion geométrica de razén (1 + /).

Dado que el nimero de titulos a rescatar en cada periodo tiene que ser un nimero
entero, es necesario redondear dicha cantidad de manera tal que al multiplicar por el
valor nominal, resulta un servicio que es sensiblemente variable con respecto al original.

Para la construcciéon del cuadro de marcha, este autor propone la realizacion del
mismo por el método de redondeo. El mismo consiste en determinar el nimero de
titulos a rescatar en cada periodo aplicando la razén de la progresién resultante y
redondeando al entero mas proximo. Se dejan de lado los métodos de residuos y resi-
duos capitalizados desarrollados en la bibliografia tradicional ya que en la actualidad
tienen escasa o casi nula aplicacion.

* Desde el punto de vista del inversor

Debe tenerse en cuenta que la vida del titulo es una variable aleatoria que puede
estimarse aplicando los promedios definidos antes, y que si el mismo fuera rescatado
en h, le significaria el siguiente flujo de fondos:

-C Ci Ci Ci Ci
I A | —
b | |

0 1 2 3 h n—1 n

Para calcular las vidas se recomienda la utilizacion de los modelos propuestos en la
introduccion de empréstitos de vencimiento aleatorio, sin realizar la deduccién de férmulas
mas simplificadas dado que en la actualidad no se utilizan estos sistemas de rescate. En
cuanto a la vida mediana corresponde la aplicacién de la férmula para calcular el tiempo
medio de reembolso del sistema francés de amortizacion de deudas indivisas.
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PROBLEMA DE APLICACION N° 6

Con el objeto de reunir una cierta cantidad de moneda para la realizacién de una
obra publica, se emite y rescata a la par un empréstito de 10000 obligaciones de
nominal $ 100 cada uno, amortizable mediante 5 servicios anuales constantes desti-
nados a la atencion simultanea de los rescates y pago de cupones a las obligaciones
que estan en circulacion al principio de cada ano a una tasa de interés anual del 5,5 %.

Se pide:

a) Calcular el servicio que debera disponer el ente emisor.

0,055

c=NCa ' — 1000000 — 2055
& =C 1-1055°

= 234176,44
b) Determinar el numero de titulos a rescatar en cada afno aplicando la progresion
correspondiente.

N,C = 234176,44 — 1000000 x 0,055 = 179176,44
, =179176,44 +100 = 1791,76 = 1792

N, = 1890,31 = 1890
, = 1994,28 = 1994

N, =2103,96 = 2104

N, = 2219,68 = 2220 Total rescate = 10000 titulos

¢) Construir el cuadro de evolucién utilizando los datos del punto anterior.

h c N, Ci N,C Nv,C

0 - - - 1000000
1 234200 55000 179200 820800
2 234144 45144 189000 631800
3 234149 34749 199400 432400
4 234182 23782 210400 222000
5 234210 12210 222000

d) Calcular la vida media, la vida mediana y la vida matematica para un titulo que
ha sobrevivido al segundo rescate. Para la vida matemética considerar una tasa de
mercado del 6 % anual.

1x1994 + 2x2104 + 3x2220
6318

Vida media = = 2,035 = 743 dias

Para la vida probable o mediana, se adapta el modelo para el célculo de tiempo
medio de reembolso del sistema francés y, sabiendo que faltan 3 rescates, se tiene:
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" {(w i+ 1} " {(1 + 0,055)% + 1}

2 2
i = = - = 1
Vida probable X (1 + 0.055) 1,56 569 dias

Vida matematica:

631800 x 1,067 = 199400 x 1,06™" + 210400 x 1,0672 + 222000 x 1,063

188113,207 + 187255,25 + 186395,48
631800

1,067 =

1,067 = 0,889148 = 1,06°=1,124672 =z — % — 201636

z = 736 dias

6.4.5.2. Empréstitos normalizables

Son normalizables todos aquellos empréstitos que, aunque el valor de emisién y/o
rescate sea distinto al nominal, o cuando, incluyendo otras clausulas como pérdida
del Ultimo cupdn o lotes, siempre es posible mediante transformaciones algebraicas,
simular un normal equivalente y obtener un servicio constante.

Esto implica que la equidad del intercambio se verifica a una tasa efectiva o TIR
distinta a la nominal del empréstito.

A continuacién se exponen los dos casos mas frecuentes:

* Con prima de emision: cuando la entidad emisora emite un empréstito cuyo
rescate se hara mediante la utilizacion de servicios constantes e incluye entre las
condiciones de emision la colocacion de las mismas a un valor distinto del nominal, tal
proceder le implica una modificacion sensible en la tasa indicadora del costo. Esta tasa
seré superior a la tasa pactada para el pago de los cupones si los titulos son emitidos
a un precio menor al nominal, que es lo mas corriente para atraer suscriptores, e infe-
rior si se ofrecen a un precio mayor.

Para determinar el precio de emision debe tenerse en cuentea que si los cupones
Ci se efectivizan en forma coincidente con los rescates de los titulos y los mismos se
reembolsan a la par, el valor del servicio tedrico constante que debera disponer el ente
emisor para amortizar el empréstito sera:

c=NCa

y sabiendo que el ente emisor recibe en el momento de la emisién un valor igual a
NE, resulta la equivalencia del intercambio a una tasa efectiva i’

NE=cxanq/
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y reemplazando el valor de la cuota:
NE=NCa ™ a™,
de donde se obtiene:
E=Ca™ an,
Expresion que permite determinar el valor de emision conociendo la tasa para el

pago de los cupones y el tanto efectivo, o bien determinar el tanto efectivo conociendo
el valor de emision.

PROBLEMA DE APLICACION N° 7

Un empréstito que ha de ser emitido a 5 aflos mediante servicios anuales sensi-
blemente constantes destinados al pago de cupones a los titulos vivos a una tasa
del 7 % anual y siendo el valor nominal de cada titulo de $ 1000, determinar el
valor minimo al que podrian colocarse las obligaciones si la entidad emisora esta
dispuesta a soportar por la emisiéon bajo la par un costo del 7,5 %.

El precio de emision sera: £ = 1000 &, o, @7 075

E = 986,75

* Observacion. Si hubiera que construir un cuadro de amortizacion sera seme-
jante al efectuado en un empréstito normal, ya que los titulos se rescatan al valor
nominal y el precio de emisién no incide en la determinacion del nimero de titulos
a rescatar en cada periodo.

» Con prima de rescate constante: también puede estipularse que el reembolso
de los titulos se efectle a un importe distinto del valor nominal. Este proceder modi-
fica l6gicamente el rendimiento para el obligacionista y a su vez el costo para el ente
emisor, resultando ambos superiores a la tasa del empréstito cuando el valor de
rescate es superior al nominal.

Si esto ocurre, el servicio constante que el ente emisor debera disponer en un
momento h cualquiera estard compuesto de la siguiente manera:

c,=N,R+N’ Ci
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Para interpretar la ley que rige la amortizacion en este tipo de empréstitos se igualan
dos servicios consecutivos ya que los mismos son constantes, por ejemplo el h y el
h+1.

N R+Ny Ci=N, R+NCi
donde despejando N, ,, se obtiene que:

N, =N, <1 + %)

Esto indica que el nimero de titulos rescatados en los sucesivos periodos siguen
una progresion geométrica de razon (1 + % ).

Si se designa a % =/ = Ci = R xi’, lo que permite afirmar que es indistinto
calcular el cupdn periddico a la tasa i sobre el valor nominal que a la tasa ficticia sobre
el valor de rescate.

De esta manera, los servicios constantes que debe pagar el ente emisor podrian
asimilarse a un empréstito normal cuyos titulos se rescatan a un valor R y los cupones
se calculan sobre dicho valor a la tasai’, resultando para el periodo h:

c, =N R+N;_Ri
Esto evidencia que en cuanto a la cuantia numérica de sus elementos, un emprés-
tito con prima de amortizacion es asimilable a uno reembolsable a la par cuyos titulos
son de valor R y devengan un interés a la tasa i, por lo tanto los términos tedrica-
mente constantes de la renta que amortiza el empréstito pueden calcularse aplicando

el siguiente modelo:

C ZNRan’H‘,

PROBLEMA DE APLICACION N° 8

Se emite un empréstito en las siguientes condiciones:

* Valor nominal de cada obligacion: 100 u.m.

* Precio de emision de cada obligaciéon: 97 u.m.

* Valor de rescate de cada obligacién: 105 u.m.

* NUmero de obligaciones emitidas: 10000

* Tasa de interés anual para el pago de los cupones: 5,25 %

* Gastos iniciales del ente emisor: 4 % del nominal de los titulos.
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Por otra parte, se reparten 2000 u.m. en concepto de lotes entre 10 obligaciones.
Los rescates se realizan por ano vencido durante 20 afos a contar desde la emision.
El servicio anual a disponer por el ente emisor implica un desembolso constante que
incluye el rescate, los intereses sobre las obligaciones vivas a principio del ano corres-
pondiente y los lotes.

Se pide:

a) Dar, para un momento h cualquiera la composicion del servicio, fundamentando
toda proposicion.

Se trata de un empréstito normalizable con rescate sobre la par, pago de cupones
a los titulos en circulacion y con lotes periédicos, mediante servicios anuales sensible-
mente constantes:

c,=N,R+N,  Ci+L

b) Calcular el valor del servicio a disponer por el ente emisor.

c:NRan*‘ +L

., Ci 100x0,0525
Ri"=C _ O _100x0,0525 _ o5

: =1 =g 105 !
a=1050000 —295 | 2000 = 86254,716

11,052

c) Calcular la tasa efectiva anual que resulta para el ente emisor en el momento de
la emision.

1-(1 + TIR)®

970000 - 40000 = 86254,716
TIR

X = 0,0677478 anual
d) Calcular la tasa interna de retorno anual para un obligacionista cuya obligacion

es rescatada en el 3er ano, si no es beneficiado en el sorteo de los lotes y si es benefi-
ciado en el sorteo de los lotes.

Sin lotes:
-97 5,25 5,25 525 + 105
»
| | | |
0 1 2 3

97 =525(1 + TIR)" +525(1 + TIR)2 + 110,25 (1 + TIR)®
X = 0,07954
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Con lotes:

-97 5,25 5,25 5,25 + 105 + 200

0 1 2 3

v

95 =525 (1 + TIR)" + 525 (1 + TIR)2 + 310,25 (1 + TIR)*®
X = 0,5043

* PROBLEMAS RESUELTOS

1. Un agente de bolsa ha invertido $ 25000 hace exactamente 20 meses en la
adquisicion a la par al momento de su emision de 250 titulos publicos cuyo rescate del
100 % esté previsto dentro de un cierto tiempo a su valor nominal de $ 100 ajustado de
acuerdo con un determinado indice de precios. Con los mismos tiene derecho al cobro
de intereses sobre capital ajustado, por semestre vencido, a tasa del 2 % semestral.

Se solicita:

1.a) Ubicar en un gréfico temporal los ingresos que a la fecha ha percibido el agente
de bolsa sabiendo que el indice de precios estipulado registra los siguientes valores:

En el momento de emisién y compra 1,1580

Al vencimiento del primer semestre 1,2217
Al vencimiento del segundo semestre 1,2950
Al vencimiento del tercer semestre 1,3533

1.b) Calcular el valor técnico de cada titulo al dia de la fecha sabiendo que el indice
de precios al dia de hoy es 1,38.

Solucién
1.a)
I = 0,02 $ 527,50 $ 559,15 $ 584,33
| | | | |
[ I I I 1
0 6 12 18 20
[ J I J
indice: 1,1580 1,2217 1,2950 1,3533 1,38
f: 0,055008 0,059998 0,045019

I, =25000x1,2217 x 0,02 = 57,50
1,1580

l,, =25000x 1,2950 x 0,02 = 559,15
1,1580

207



l,s = 25000 x 1,3533 x 0,02 = 584,33

1,1580
1.b)
_ 1,38 L
VT 1001,1580 x 1,021 = 119,96

2. Se emiten 100000 titulos publicos de valor nominal $ 100 cada uno siendo el
rescate anual y a la par del 25 % del numero de titulos y pago de cupones conjunta-
mente con las cuotas de rescate a una tasa anual del 7 % sobre los saldos nominales
adeudados. Se desea conocer:

2.a) El monto de los servicios que debera disponer el ente emisor para cumplir con
SUS COMPromisos.

2.b) El valor técnico para un titulo inmediatamente después del primer rescate, justi-
ficando su respuesta.

2.c) La vida media de una obligacién para un titulo de este empréstito que ha sobre-
vivido al primer rescate.

Solucién

2.a)

a, = 2500000 + 10000000 x 0,07 = 3200000
a, = 2500000 + 7500000 x 0,07 = 3025000
a, = 2500000 + 5000000 x 0,07 = 2850000
a, = 2500000 + 2500000 x 0,07 = 2675000

2.b) El valor técnico de un titulo inmediatamente después del primer rescate es de
$ 100 ya que coincide con el pago del cupdn, por lo tanto no hay intereses devengados.
2.c)

1x25000 + 2x25000 + 3x25000 _ 5 4405
75000

Vida media=

3. Con fecha 20/01 se emiti¢ un titulo de valor nominal u$s 1500 que se amortizara
mediante 3 cuotas trimestrales, cuya amortizacion es constante y el servicio de interés
trimestral se pagara a una tasa de interés del 1,3 % trimestral. El primer servicio de
interés y amortizacion oper6 el 20/4. Si el 20/06 del mismo afio usted toma la decision
de adquirir ese bono al precio de mercado conociendo que la paridad a ese dia es del
82 %, determinar, considerando trimestres de 90 dias y meses de 30 dias:

3.a) El valor técnico.

3.b) El precio de mercado.

3.c) El flujo de fondos pendientes a la fecha en que usted toma la decision de
comprar.
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3.d) Si aplicando el criterio del VAN, y esperando una tasa de rentabilidad del 0,6 %
mensual, compraria ese titulo al precio de mercado en la fecha de su decision. Justi-
fique su respuesta.

Solucion
3.3)
VT = 1000 (1 + 0,03)%® = 1008,65

3.b)
082=—FM_ _ py— 807,09
1008.65
3.c)
El 20/07 500 + 1000 x 0,013= 513
El 20/10 500 + 500 x 0,013 = 506,50
3.d)
VAN = —827,09 + 513 (1 + 0,006)" + 506,50 (1 + 0,006)
VAN = 177,37

Conviene comprar ya que se obtiene un VAN positivo y, a la tasa esperada, el valor
del titulo da un valor mayor al de mercado:

513 (1 + 0,006)" + 506,50 (1 + 0,006)* = 100446

* PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. En la fecha se adquiere un bono de valor nominal $ 10000 cuya amortizacién es
integra al vencimiento exactamente dentro de 3 afos y los cupones se pagan semes-
tralmente a una tasa del 3,5 % semestral. De acuerdo a la informacién periodistica se
sabe que adquiriéndolo hoy, al precio de mercado, la TIR semestral proyectada es del
4,35 %. Se solicita a usted determinar:

1.a) el valor de mercado. R: 9559,45

1.b) el valor técnico, habiéndose pagado el cupdn que vence en la fecha. R: 10000

1.c) la paridad. R: 95,59 %

2. Supodngase la existencia en circulacion de titulos publicos de valor nominal u$s
100 cada uno emitidos el 30 de junio de 2005 a 8 afos de plazo con vencimiento el 30
de junio de 2013 en las siguientes condiciones:

- Amortizacion mediante ocho cuotas anuales, iguales, vencidas y consecutivas,
cada una al 12,50 % del valor nominal los dias 30/06 de cada ano.
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- Tasa fija del 7 % nominal anual, calculada sobre la base de un afo de 360 dias y
pago semestral de intereses sobre saldos los 30/12 y los 30/06. Considerar semestres
de 180 dias.

Se solicita, al dia 30/11/11:

2.a) Determinar el capital residual. R: 25

2.b) El valor técnico. R: 25,727

2.c) Su paridad si en el mercado abierto se cotiza a u$s 23,80. R: 92,509 %

2.d) Calcular el precio al que un inversionista deberia comprarlo el 30/11/11 para
que, manteniéndolo hasta el vencimiento, le rinda el 10 % anual. R: 25,01

3. Un inversor adquiere hoy un titulo a su valor nominal de $ 1000 cuyo rescate del
100 %, al valor nominal ajustado, esté previsto dentro de 4 afos. Con el mismo tiene
derecho al cobro de cupones por ano vencido a una tasa del 3 % anual sobre capital
ajustado y se estiman para los sucesivos afnos las siguientes tasas de inflacion: 8,3;
9,5; 10,8y 9,3 %.

Se solicita:

3.a) Determinar los ingresos que recibira el inversor. R: 32,49; 35,58; 39,42y 1479,24
en |os sucesivos cuatro anos.

3.b) Calcular el valor técnico de este titulo luego de transcurridos 2 afos y medio, si
al inicio del tercer ano el indice considerado era 1,8996 y a la mitad de ese afno 2,0136.
R: 1275,77

3.c) Calcular el valor paridad a esa fecha si el precio de mercado es de $ 1,07. R:
84,5763 %

3.d) Determinar la tasa media anual aparente que resultaria si se mantienen los
niveles de inflacion previstos. R: 12,7555 %
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