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142 CAPITULO 2 | Funciones

2.1 ;QUE ES UNA FUNCION?

Funciones a nuestro alrededor P> Definicion de funcion P Evaluacion de una
funcion > Dominio de una funciéon » Cuatro formas de representar una
funcion

En esta seccién exploramos la idea de una funcién y a continuacién damos la definicién de
funcién.

V¥ Funciones a nuestro alrededor

En casi todos los fenémenos fisicos observamos que una cantidad depende de otra. Por
ejemplo, la estatura de una persona depende de su edad, la temperatura depende de la fecha,
el costo de enviar un paquete por correo depende de su peso (vea Figura 1). Usamos el
término funcion para describir esta dependencia de una cantidad con respecto a otra. Esto
es, decimos lo siguiente:

= [a estatura es una funcion de la edad.

= La temperatura es una funcién de la fecha.

= El costo de enviar un paquete por correo depende de su peso.

La Oficina de Correos de Estados Unidos utiliza una sencilla regla para determinar el costo
de enviar por correo un paquete de primera clase con base en el peso del paquete. Pero no
es tan facil describir la regla que relaciona la estatura con la edad o la regla que relaciona
temperatura y fecha.

°F

7 100 w (onzas) | Porte (d6lares)

6 201 . pravtaase O<w=1 1.22
Estatura 4 - _/\'\‘ /\J l<w=2 1.39
(en pies) 3 60 v v 2<w=3 1.56

Py - 40 ] Temperatura alta diaria 3<w=4 1.73

1 1 Columbia, MO, mayo de 2010 d<w=<5 1.90

0 10 15 20 25 0775 10 15 20 25 30 Fecha L2<¥=6 207

Edad (en afios)
FIGURA 1 La estatura es funcion de la edad. La temperatura es funcién de la fecha. El porte es funcién del peso.

(Puede usted considerar otras funciones? Veamos a continuacién algunos ejemplos:

= El drea de un circulo es una funcién de su radio.
= El nimero de bacterias en un cultivo es funcién del tiempo.
= El peso de una astronauta es una funcién de su elevacion.

= El precio de una mercancia es una funcién de la demanda de esa mercancia.

La regla que describe la forma en que el drea A de un circulo depende de su radio r estd
dada por la férmula A = 7r7%. Aun cuando no exista una regla o férmula precisa que describa
una funcién, todavia podemos describir la funcién por medio de una gréfica. Por ejemplo,
cuando abrimos la llave del agua caliente de una llave, la temperatura del agua depende de
cudnto tiempo haya estado saliendo el agua. Por tanto, podemos decir:

= La temperatura del agua de la llave es una funcién del tiempo.

La Figura 2 muestra una grafica aproximada de la temperatura T del agua como funcién del
tiempo ¢ que haya transcurrido desde que se abri6 la llave. La gréfica muestra que la tempe-
ratura inicial del agua es cercana a la temperatura ambiente. Cuando el agua del tanque de
agua caliente llega a la llave, la temperatura T del agua aumenta rapidamente. En la si-
guiente fase, T es constante a la temperatura del agua del tanque. Cuando éste se descarga,
T disminuye a la temperatura del agua fria de alimentacion.



FIGURA 2 Grifica de la tempera-
tura 7 del agua como funcién del
tiempo ¢

Ya antes hemos empleado letras para
representar nimeros. Aqui hacemos
algo muy distinto: usamos letras para
representar reglas.

La tecla de una calculadora es un
buen ejemplo de una funcién como ma-
quina. Primero se ingresa x en la panta-
Ila y, a continuacion, se pulsa la tecla
marcada como . (En casi todas las
calculadoras graficadoras se invierte el
orden de estas operaciones.) Si x < 0,
entonces x no estd en el dominio de
esta funcion; esto es, x no €s una en-
trada aceptable, y la calculadora indi-
card un error. Si x = 0, entonces aparece
una aproximacioén a \/x en la pantalla,
correcta a cierto nimero de lugares de-
cimales. (Entonces, la tecla de la
calculadora no es exactamente la
misma que la funcién matemadtica
exacta f definida por f(x) = Vx.)
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V Definicion de funcion

Una funcién es una regla. Para hablar de una funcidn, es necesario darle un nombre. Usa-
remos letras como f, g, h,... para representar funciones. Por ejemplo, podemos usar la letra

[ para representar una regla como sigue:
“f es la regla “elevar al cuadrado el nimero”

Cuando escribimos f(2) queremos decir “aplicar la regla fal nimero 2”. La aplicacién de la regla
da f(2) = 2> = 4. Del mismo modo, f(3) = 3* = 9, f(4) = 4* = 16, y en general f(x) = x*.

DEFINICION DE UNA FUNCION

Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto A exac-
tamente un elemento, llamado f{x), de un conjunto B.

Por lo general consideramos funciones para las cuales los conjuntos A y B son conjuntos
de niimeros reales. El simbolo f(x) se lee “fde x” 0 “fen x” y se denomina valor de f en x,
o laimagen de x bajo f. El conjunto A recibe el nombre de dominio de la funcién. El rango
de fes el conjunto de todos los valores posibles de f(x) cuando x varia en todo el dominio,
es decir,

Rangode f = {f(x)|x € A}

El simbolo que representa un nimero arbitrario del dominio de una funcién f se llama va-
riable independiente. El simbolo que representa un nimero en el rango de f'se llama variable
dependiente. Por tanto, si escribimos y = f(x), entonces x es la variable independiente y y es
la variable dependiente.

Es ttil considerar una funcion como una maquina (vea Figura 3). Si x estd en el dominio
de la funcion f, entonces cuando x entra a la maquina, es aceptada como entrada y la ma-
quina produce una salida f(x) de acuerdo con la regla de la funcién. Asi, podemos conside-
rar el dominio como el conjunto de todas las posibles entradas y el rango como el conjunto
de todas las posibles salidas.

X — f — f(x)

entrada u salida

Otra forma de representar una funcién es por medio de un diagrama de flecha como en
la Figura 4. Cada flecha conecta un elemento de A con un elemento de B. La flecha indica
que f(x) estd asociada con x, f(a) estd asociada con a, y as{ sucesivamente.

FIGURA 3 Diagrama
de méquina de f

A B

FIGURA 4 Diagrama
de flecha de f f
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elevar al )
x —> cuadrado y _—> ¥~ +4
entrada sumar 4 salida
elevar al
3 ——cuadradoy —> 13
sumar 4
elevar al
—2 ——>cuadradoy —> 8
sumar 4

FIGURA 5 Diagrama de maquina

EJEMPLO 1

Una funcidn f estd definida por la férmula

fx)=x*+4

Anadlisis de una funcidén

(a) Exprese verbalmente como actia f sobre la entrada x para producir la salida f(x).
(b) Evalde f(3), f(=2) y f(V5).
(¢c) Encuentre el dominio y rango de f.

(d) Trace un diagrama de maquina para f.
SOLUCION

(a) La férmula nos dice que f primero eleva al cuadrado la entrada x y luego suma 4 al re-
sultado. Por tanto, f'es la funcién

“elevar al cuadrado, luego sumar 4”
(b) Los valores de f se encuentran al sustituir por x en la férmula f(x) = x* + 4.
f3)=3"+4=13
f(-2) = (-2F +4 =8
FVS) = (V5P +4=9

Sustituir x por 3
Sustituir x por —2

Sustituir x por V35

(¢) El dominio de festd formado por todas las posibles entradas para x. Como podemos
evaluar la férmula f(x) = x* + 4 para cada ndmero real x, el dominio de fes el con-
junto R de todos los niimeros reales.

El rango de f estd formado por todas las posibles salidas de f. Como x* = 0 para to-
dos los niimeros reales x, tenemos x* + 4 = 4, de modo que por cada salida de f tene-
mos f(x) = 4. Entonces, el rango de fes {y|y = 4} = [4, c0).

(d) Un diagrama de maquina para f se ilustra en la Figura 5.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 9,13,17 Y 43 |

V Evaluacion de una funcion

En la definicién de una funcién, la variable independiente x desempeiia el papel de un sim-
bolo o digito. Por ejemplo, la funcién f(x) = 3x* + x — 5 se puede considerar como

o) =3

Para evaluar f'en un niimero, sustituimos el niimero por el simbolo o digito.

=5

EJEMPLO 2 | Evaluacién de una funcién

Sea f(x) = 3x* + x — 5. Evaltie cada valor de la funcién.

@ f(-2) (b) £(0) (©) f(4) @ £(3)
SOLUCION Para evaluar f en un nimero, sustituimos el nimero por x en la definicién
de f.

@ f(-2)=3-(-2)*+(-2)-5=>5
(b) f(0)=3-0>+0—5= -5

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 19 |




i

Una funcion definida por tramos estd
definida por diferentes férmulas en di-
ferentes partes de su dominio. La fun-
cién C del Ejemplo 3 estd definida por
tramos.

Expresiones como la del inciso (d) del
ejemplo 4 aparecen con frecuencia en
célculo y se les llama cociente de dife-
rencias y representan el cambio prome-
dio en el valor de fentre x = ay x =
a+ h.

SECCION 2.1 | {Qué es una funcion? 145

EJEMPLO 3 | Una funcion definida por tramos

Un plan de teléfono celular cuesta $39 al mes. El plan incluye 400 minutos gratis y cobra
$0.20 por cada minuto adicional de uso. Los cargos mensuales son una funcién del nimero
de minutos usados, dada por
39 si0 = x =400
Clx) = .
39 + 0.20(x — 400) six > 400

Encuentre C(100), C(400) y C(480).

SOLUCION  Recuerde que una funcién es una regla. He aqui cémo aplicamos la regla
para esta funcién. Primero vemos el valor de la entrada x. Si 0 = x = 400, entonces el valor
de C(x) es 39. Por otra parte, si x > 400, entonces el valor de C(x) es 39 + 0.20((x — 400).

Como 100 = 400, tenemos C(100) = 39.

Como 400 = 400, tenemos C(400) = 39.

Como 480 > 400, tenemos C(480) = 39 + 0.20(480 — 400) = 55.

Por tanto, el plan cobra $39 por 100 minutos, $39 por 400 minutos y $55 por 480 minutos.
“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

EJEMPLO 4 | Evaluacién de una funcién
Si f(x) = 2x* + 3x — 1, evalde lo siguiente.

@ f(a) ®) f(~a)
© fla+h) (m&i%jw,wo
SOLUCION

(@) f(a) =2a* +3a — 1
(b) f(—a) =2(—a)*+3(—a) — 1 =2a>—3a — 1
(© fla+h)=2a+h)?*+3a+h)—1
=2(a* + 2ah + h*) + 3(a+ h) — 1
= 24’ + 4ah + 2h* + 3a + 3h — 1
(d) Usando los resultados de las partes (c) y (a), tenemos

fla+ h) — fla) (2a*> + 4ah + 2h* + 3a + 3h — 1) — (2a* + 3a — 1)

h h
dah + 2h* +
_dah £ 20T 3hon 3
h
~ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 m

EJEMPLO 5 | El peso de una astronauta

Si una astronauta pesa 130 libras en la superficie de la Tierra, entonces su peso cuando esté
a h millas sobre la Tierra estd dado por la funcién

3960 >2

n =130 —>
w(h) 30(3960-+h

(a) (Cudl es su peso cuando ella esté a 100 millas sobre la Tierra?
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El peso de un cuerpo que esté sobre la
Tierra, o muy cerca de ésta, es la fuerza
gravitacional que la Tierra ejerce sobre
ese cuerpo. Cuando se encuentre en Or-
bita alrededor de la Tierra, una astron-
auta experimenta la sensacion de “in-
gravidez” porque la fuerza centripeta
que la mantiene en Orbita es exacta-
mente igual que la atraccién gravitacio-
nal de la Tierra.

Los dominios de expresiones algebrai-
cas se estudian en la pagina 35.

(b) Construya una tabla de valores para la funcion w que da el peso de la astronauta a alti-
tudes de 0 a 500 millas. ;Qué se concluye a partir de la tabla?

SOLUCION

(a) Buscamos el valor de la funcién w cuando & = 100; esto es, debemos calcular w(100).

3960

w(100) = 130(
3960 + 100

2
> ~ 123.67

Entonces, a una altitud de 100 millas, ella pesa unas 124 1b.

(b) La tabla da el peso de la astronauta, redondeado a la libra mds cercana, en incrementos
de 100 millas. Los valores de la tabla estan calculados como en la parte (a).

h w(h)
0 130
100 124
200 118
300 112
400 107
500 102

La tabla indica que cuanto mds alto se encuentre ella, menor es su peso.

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 71 |

V¥ Dominio de una funcion

Recuerde que el dominio de una funcién es el conjunto de todas las entradas para la funcién.
El dominio de una funcién puede indicarse explicitamente. Por ejemplo, si escribimos

fx) =x 0=x=5

entonces el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales x para los cuales 0 = x = 5.
Si la funcién estd dada por una expresion algebraica y el dominio no se indica explicita-
mente, entonces por convencion el dominio de la funcion es el dominio de la expresion al-
gebraica, es decir, el conjunto de todos los niimeros reales para los cuales la expresion estd
definida como un niimero real. Por ejemplo, considere las funciones

flx) = glx) = Vi

La funcién f no estd definida en x = 4, de modo que su dominio es {x | x # 4}. La funcién
¢ no estéd definida para x negativa, de modo que su dominio es {x|x = 0}.

EJEMPLO 6 | Hallar dominios de funciones

Encuentre el dominio de cada una de las funciones siguientes.

1
@ f0)=5—  ®g0=Vo-2 @)=

Vi +1




SECCION 2.1 | iQué es una funcion? 147

SOLUCION

(a) Una expresion racional no estd definida cuando el denominador es 0. Como

flx) = 21 -1

x> —x x(x—1)

vemos que f(x) no estd definida cuando x = 0 o x = 1. Entonces, el dominio de fes
{x|x#0,x # 1}
El dominio también se puede escribir en notacién de intervalos como
(00, 0) U (0, 1) U (1, 00)

(b) No podemos tomar la raiz cuadrada de un nimero negativo, de modo que debemos te-
ner 9 — x> = 0. Usando los métodos de la Seccién 1.7, podemos resolver esta des-
igualdad para hallar que —3 = x = 3. Por lo tanto, el dominio de g es

{x|-3=x=3}=[-3,3]

(¢) No podemos tomar la raiz cuadrada de un nimero negativo, y no podemos dividir en-
tre 0, de modo que debemos tener ¢ + 1 > 0, es decir, t > — 1. Por lo tanto, el domi-
nio de & es

{r|t> -1} =(—1,00)

“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 47 Y 51 |

V Cuatro formas de representar una funcion

Para ayudarnos a entender lo que es una funcién, hemos empleado diagramas de maquina
y de flecha. Podemos describir una funcion especifica en las siguientes cuatro formas:

= verbalmente (por descripcidn en palabras)

= algebraicamente (por una féormula explicita)
= visualmente (por una gréfica)

= numéricamente (por una tabla de valores)

Una funcién individual puede estar representada en las cuatro formas, y con frecuencia
es util pasar de una representacion a otra para adquirir més conocimientos sobre la funcién.
No obstante, ciertas funciones se describen en forma mads natural por medio de un método
que por los otros. Un ejemplo de una descripcién verbal es la siguiente regla para convertir
entre escalas de temperatura:

“Para hallar el equivalente Fahrenheit de una temperatura Celsius,
multiplicar por g la temperatura Celsius y luego sumar 32.”

En el Ejemplo 7 vemos cémo describir esta regla verbal algebraica, grafica y numérica-
mente. Una representacion util del drea de un circulo como funcién de su radio es la férmula
algebraica

A(r) = wr?

La grafica producida por un sismégrafo (vea la caja en la pagina siguiente) es una represen-
tacion visual de la funcidn de aceleracion vertical a(f) del suelo durante un terremoto. Como
un ejemplo final, considere la funcién C(w), que se describe verbalmente como “el costo
de enviar por correo una carta de primera clase con peso w”. La forma mas conveniente de
describir esta funcion es numéricamente, es decir, usando una tabla de valores.

Estaremos usando las cuatro representaciones de funciones en todo este libro; las resu-
mimos en el cuadro siguiente.
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Verbal

CUATRO FORMAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION

Usando palabras:

“Para convertir de Celsius a Fahrenheit, multiplicar A(r) = mr?
la temperatura Celsius por %, luego sumar 32.”

Relacion entre escalas de temperatura Celsius y
Fahrenheit.

Algebraica
Usando una féormula:

Area de un circulo

Visual

(cm/s?)
100

50 1

—~501

Usando una gréfica:

ah

w (onzas) C(w) (dolares)
O<w=1 1.22
1<w=2 1.39
2<w=3 1.56
3<w=4 1.73
4<w=>5 1.90
30 7(s) . :
Fuente: Departamento de Minas y Costo de enviar por correo un paquete de primera clase

Aceleracion vertical durante un terremoto

Numérica
Usando una tabla de valores:

Geologia de California

EJEMPLO 7 | Representar una funcién verbal, algebraica,
numérica y graficamente
Sea F(C) la temperatura Fahrenheit correspondiente a la temperatura Celsius C. (Asi, F es la

funcién que convierte entradas Celsius en salidas Fahrenheit.) El cuadro citado lineas antes
da una descripcion verbal de esta funcién. Encuentre formas de representar esta funcién

(a) Algebraicamente (usando una férmula)
(b) Numéricamente (usando una tabla de valores)

(¢) Visualmente (usando una grafica)
SOLUCION

(a) La descripcion verbal nos dice que primero debemos multiplicar la entrada C por 2y
luego sumar 32 al resultado.

F(C) =32C + 32

(b) Usamos la férmula algebraica para F' que encontramos en la parte (a) para construir
una tabla de valores:

C (Celsius) F (Fahrenbheit)

—10 14
0 32
10 50
20 68
30 86

40 104




SECCION 2.1 | iQué es una funcion? 149

(¢) Usamos los puntos tabulados en la parte (b) para ayudarnos a trazar la gréfica de esta
funcion en la Figura 6.

F
100

90
80
70
60
50
40
3

FIGURA 6 Celsius y Fahrenheit -10 0 10 20 30 40 E’

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65 |

2.1 EJERCICIOS

CONCEPTOS 9-12 m Exprese la funcion (o regla) en palabras.
1. Si una funcién f esta dada por la férmula y = f(x), entonces f(a) S99 hx)=x*+2 10. k(x) = Vx +2
= -4
es la de fenx = a. 1L f(x) = X ; 12. g(x) = % 4
2. Para una funcion f, el conjunto de todas las posibles entradas se
denomina de £, y el conjunto de todas las posibles salidas 13-14 m Trace un diagrama de miquina para la funci6n.
. 3
se denomina de f. 13 f() = Vx— 1 14. f(x) = s
¥ —
3. (a) (Cudles de las siguientes funciones tienen 5 en sus dominios?
x—5 15-16 m Complete la tabla.
— 2 _ = = —
f) =27 =3 gl) =" hx) = Vx =10 15. f(x) = 2(x — 1) 16. g(x) = |2x + 3|
(b) Para las funciones de la parte (a) que tienen S en sus domi-
nios, encuentre el valor de la funcién en 5. 5 f(x) B g(x)
4. Una funcién estd dada algebraicamente por la féormula f(x) = 1 3
(x — 4)* + 3. Complete estas otras formas de representar a f: 0 S
(a) Verbal: “Restar 4, luego y . 1 0
(b) Numérica: 2 1
3 3
x £(x)
0 19 17-26 m Evalte la funcién en los valores indicados.
: S7. f@) =2 =6 f(=3). f(3). f(0). £(3). £(10)
6 18. f(x) = 2"+ 2x; f(=2), f(1), £(0), £(5). £(0.2)
Sa9. f(x) =2+ 1;
HABILIDADES F(1). £(=2). £(5). f(a). f(=a). f(a + b)
5-8 m Exprese la regla en notacién de funcién. (Por ejemplo, la 20. f(x) = x* + 2x;
regla “elevar al cuadrado, luego restar 5 se expresa como la fun- 1
cién f(x) = x> — 5.) £(0), £(3), £(=3). f(a), f(=x). f P
5. Sumar 3, luego multiplicar por 2 6. Dividir entre 7, luego restar 4 21, gx) 1 —x
L glx) = ;
7. Restar 5, luego elevar al cuadrado g I +x

8. Tomar la raiz cuadrada, sumar 8, luego multiplicar por . 9(2),9(=2),9(3), 9(a), gla — 1), g(—1)
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1
22. I’l(l) =t+ ?;

OV EINCNENENTEY
23. f(x) = 2x% + 3x — 4;

£0), £(2), f(=2), f(V2), f(x + 1), f(—x)
24, f(x) = x* — 4x?;

25. f(x) =
F(=2), £(0), £(2). £(2). fx + 1), f(x* + 2)
26. f(x) = M
. P
1
520,510,500 5,562, 5 1)
27-30 m Evalde la funcién definida por tramos en los valores indi-
cados.
x2 six <0
27 fx) = {x +1 six=0
£(=2). £(=1). £(0), (1), £(2)
5 six =2
2. f(x)_{zx—3 six>2
3), £(0) - f(5)
x?+2x six=-—1
29. f si—l<x=1
-1 six > 1
,f( 3). f £(0), £(25)
six <0
30. f x+1 si0=x=2
(x —2)* six>2
5). £(0) J5)

31-34 m Use la funcidn para evaluar las expresiones indicadas y
simplifique.

3L f(x) =x*+ 1, flx+2), f(x) + f(2)
32. f(x) =3x — 1; f(2x),2f(x)
33 f(x) = x + 45 f(x?), (f(x))?

fx)

34. f(x) = 6x — 18; f(f>,

3 3

35-42 m Encuentre f(a), f(a + h), y el cociente de diferencias

flat 1) = f1@) gonde n + 0.
h
35, f(x) =3x +2 36. f(x) =x*+1
1
37. f(x) = 38. f(x) = m

L0

L0

4

39.

41.

X 2x

x+ 1 40'f(x):x—1

42. f(x) =

flx) =

f(x) =3 — 5x + 4x?

43-64 m Encuentre el dominio de la funcion.

43.
45.

46.

47.

53.

5S.

57.

59.

61.

63.

flx) = 2x 4. f(x) =x*+1
fx)=2x, —1=x=5
fx)=x*+1, 0=x=5
1 1
o) =123 B 10 =3
x+2 x*
= 3 f<x>—m
flx) =Vx-—5 52, f(x) = Vx+9
ft) = Vi—1 54. g(x) = V7 — 3x
h(x) = V2x =5 56. G Vxs—9
Vaita Ve
o0 =5 8. 9() =ﬁ
g(x) = Vx> — 6x 60. g(x) = Va*—2x— 8
o) == o ) = —
x—4 6 —x
+1)°
o = 220 64 f) =
2x — 1 9 —x

65-68 m Se da una descripcion verbal de una funcién. Encuentre
representaciones (a) algebraica, (b) numérica y (c) grafica para la
funcién.

65.

66.

67.

68.

Para evaluar f(x), divida la entrada entre 3 y sume % al resul-
tado.

Para evaluar g(x), reste 4 de la entrada y multiplique el resultado
por 3.
Sea T(x) la cantidad de impuesto de ventas cobrado en el con-

dado de Lemon por la compra de x délares. Para hallar el im-
puesto, tome 8% del precio de compra.

Sea V(d) el volumen de una esfera de didmetro d. Para hallar el
volumen, tome el cubo del didmetro, luego multiplique por 7y
divida entre 6.

APLICACIONES

69.

Costo de produccion El costo C en délares por producir
x yardas de cierta tela estd dado por la funcién

C(x) = 1500 + 3x + 0.02x* + 0.0001x*

(a) Encuentre C(10) y C(100).
(b) (Qué representan sus respuestas a la parte (a)?
(¢) Encuentre C(0). (Este niimero representa los costos fijos.)



70.

& 71,

72.

73.

Area de una esfera El irea superficial S de una esfera es
una funcién de su radio » dado por

S(r) = 4mr?

(a) Encuentre S(2) y S(3).
(b) (Qué representan sus respuestas en la parte (a)?

Ley de Torricelli Un tanque contiene 50 galones de agua,
que se descarga por una fuga en el fondo, haciendo que el tanque
se vacie en 20 minutos. El tanque se descarga con mds rapidez
cuando estd casi lleno porque es mayor la presién sobre la fuga.
La Ley de Torricelli da el volumen de agua restante en el tan-
que después de  minutos como

t 2
Vi) =501 1 — — 0==r=20
w0 =s0(1- )

(a) Encuentre V(0) y V(20).
(b) (Qué representan sus respuestas a la parte (a)?
(c) Haga una tabla de valores de V(¢) parat = 0, 5, 10, 15, 20.

%\

¢A qué distancia puede usted ver? Debido a la curva-
tura de la Tierra, la distancia D maxima a que se puede ver
desde la parte superior de un edificio alto o un avién a una alti-
tud & estd dada por la funcién

D(h) = \V2rh + h?

donde r = 3960 millas es el radio de la Tierra y D y h se miden

en millas.

(a) Encuentre D(0.1) y D(0.2).

(b) (A qué distancia puede usted ver desde la cubierta de obser-
vacién de la Torre CN de Toronto, a 1135 pies del suelo?

(c) Los aviones comerciales vuelan a una altitud de unas 7 mi-
llas. ;A qué distancia puede ver el piloto?

Circulacidon sanguinea Cuando la sangre circula por una
vena o una arteria, su velocidad v es maxima a lo largo del eje
central y disminuye a medida que la distancia r desde el eje
central aumenta (vea la figura). La férmula que da v como fun-
cion de r se llama ley de flujo laminar. Para una arteria con ra-
dio 0.5 cm, la relacién entre v (en cm/s) y r (en cm) estd dada
por la funcién

o(r) = 18,500(025 — ) 0 =r=05

(a) Encuentre v(0, 1) y v(0, 4).

(b) (Qué le dicen sus respuestas a la parte (a) acerca de la circu-
lacion sanguinea en esta arteria?

(c) Haga una tabla de valores de v(r) = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5.

74.

75.

76.

77.

78.

SECCION 2.1 | iQué es una funcion? 151

Tamanio de la pupila Cuando aumenta la brillantez x de
una fuente de luz, el ojo reacciona al disminuir el radio R de la
pupila. La dependencia de R en x estd dada por la funcién

R(x) 13 + 7x%
X) =1
1+ 4x04
donde R se mide en milimetros y x se mide en unidades de bri-
llantez apropiadas.

(a) Encuentre R(1), R(10) y R(100).
(b) Haga una tabla de valores de R(x).

Relatividad Segin la Teorfa de la Relatividad, la longitud L
de un cuerpo es una funcién de su velocidad v con respecto a un
observador. Para un cuerpo cuya longitud en reposo es 10 m, la

funcién estd dada por

[S)

L) = 104/1 = %
c

donde c es la velocidad de la luz (300,000 km/s).

(a) Encuentre L(0.5¢), L(0.75¢) y L(0.9¢).

(b) ;Coémo cambia la longitud de un cuerpo cuando aumenta su
velocidad?

Impuesto sobre la renta En cierto pafs, el impuesto so-
bre la renta 7 se valora de acuerdo con la siguiente funcién de
ingreso x:

0 si 0 = x = 10,000
T(x) = 4 0.08x si 10,000 < x = 20,000
1600 + 0.15x 120,000 < x

(a) Encuentre 7(5,000), 7(12,000), y 7(25,000).
(b) ;Qué representan sus repuestas en el inciso (a)?

Compras por Internet Una libreria de ventas por Internet
cobra $15 por envio de pedidos de menos de $100 pero no co-
bra nada por pedidos de $100 o mas. El costo C de un pedido es
una funcién del precio total x del libro comprado, dado por

{x+15
X

(a) Encuentre C(75), C(90), C(100) y C(105).
(b) ;Qué representan sus respuestas en la parte (a)?

six < 100

Clx) = six = 100

Costo de una estancia en hotel Una cadena hotelera
cobra $75 por noche por las primeras dos noches y $50 por
cada noche adicional de estancia. El costo total 7 es una funcién
del nimero de noches x que permanezca un huésped.
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79.

80.

81.

2.

Funciones

(a) Complete las expresiones de la siguiente funcién definida
por tramos.
e - {

si0=x=2
six > 2

(b) Encuentre 7(2), T(3) y T(5).
(¢) (Qué representan sus respuestas de la parte (b)?

Boleta de infraccion por rebasar limite de veloci-
dad En cierto estado, la mdxima velocidad permitida en au-
topistas es de 65 mi/h, y la minima es 40 mi/h. La multa F por
violar estos limites es de $15 por cada milla arriba del méximo
o abajo del minimo.

(a) Complete las expresiones de la siguiente funcién definida
por partes, donde x es la velocidad a la cual una persona
estd viajando.

si0<x <40

sid0 =x =65

six > 65

Fx) =

(b) Encuentre F(30), F(50) y F(75).
(¢) (Qué representan sus respuestas de la parte (b)?

Altura de césped El propietario de una casa poda el cés-
ped en la tarde de todos los miércoles. Trace una grafica aproxi-
mada de la altura del césped como funcién del tiempo en el
curso de un periodo de 4 semanas que empieza un domingo.

Cambio de temperatura Una persona coloca un pastel
congelado en un horno y lo hornea durante una hora. A conti-
nuacion, saca el pastel y lo deja enfriar antes de consumirlo.
Trace una grafica aproximada de la temperatura del pastel como
funcion del tiempo.

2 GRAFICAS DE FUNCIONES

82.

83.

Cambio diario de temperatura Las lecturas de tempe-
ratura 7 (en °F) fueron registradas cada 2 horas de la mediano-
che al mediodia en Atlanta, Georgia, el 18 de marzo de 1996. El
tiempo ¢ se midid en horas desde la medianoche. Trace una gra-
fica aproximada de 7 como funcién de .

t| 0| 2 4 6 81 10 | 12

T |58 |57 |53 | 50 | 51 | 57 |61

Crecimiento poblacional La poblacién P (en miles) de
San José, California, de 1988 a 2000 se muestra en la tabla si-
guiente. (Se dan estimaciones de mediados de afio.) Trace una
grafica aproximada de P como funcién de 7.

t | 1988 | 1990 | 1992 | 1994 | 1996 | 1998 | 2000

P | 733 | 782 | 800 | 817 | 838 | 861 895

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

84.

85.

Ejemplos de funciones Al principio de esta seccién estu-
diamos tres ejemplos de funciones ordinarias y frecuentes: la es-
tatura es funcion de la edad, la temperatura es funcion de la fe-
cha y el costo del porte es funcién del peso. Dé otros tres
ejemplos de funciones de nuestra vida diaria.

Cuatro formas de representar una funcion En el
cuadro de la pdgina 148 representamos cuatro funciones dife-
rentes verbal, algebraica, visual y numéricamente. Considere
una funcién que pueda representarse en las cuatro formas y es-
criba las cuatro representaciones.

Graficar funciones por localizacién de puntos P> Graficar funciones con calcu-
ladora graficadora P> Graficar funciones definidas por tramos P> La prueba de
la recta vertical P Ecuaciones que definen funciones

La forma mds importante de visualizar una funcién es por medio de su grifica. En esta
seccién investigamos con mds detalle el concepto de graficar funciones.

V Graficar funciones por localizacion de puntos

Para graficar una funcién f, localizamos los puntos (x, f(x)) en un plano de coordenadas. En
otras palabras, localizamos los puntos (x, y) cuya coordenada x es una entrada y cuya coor-
denada y es la correspondiente salida de la funcion.
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1.10 REecTas

Pendiente de una recta > Forma punto-pendiente de la ecuacion de una
recta > Forma pendiente e interseccion de la ecuacion de una recta P Rec-
tas verticales y horizontales P Ecuacion general de una recta P Rectas
paralelas y perpendiculares » Modelado con ecuaciones lineales: pendiente
como rapidez de cambio

En esta seccion encontramos ecuaciones para rectas que se encuentren en un plano de co-
ordenadas. Las ecuaciones dependerdn de cémo esté inclinada la recta, por lo que empeza-
mos por estudiar el concepto de pendiente.

V Pendiente de una recta

Primero necesitamos una forma de medir la “inclinacién” de una recta, o cudl es la rapidez
con la que sube (o baja) cuando pasamos de izquierda a derecha. Definimos el corrimiento
como la distancia que nos movemos a la derecha y la elevacion como la distancia corres-
pondiente que la recta sube (o baja). La pendiente de una recta es la relacion entre la eleva-
cién y el corrimiento:

elevacion

pendiente = —————
corrimiento

La Figura 1 muestra situaciones en las que la pendiente es importante. Los carpinteros usan
el término inclinacion para la pendiente de un techo o una escalera; el término pendiente se
usa para la pendiente de una carretera.

Pendiente de una rampa

FIGURA 1

. 1
Pendiente = —

12

Inclinacién de un techo Pendiente de una carretera
onte = 1 onte — 5
Pendiente = 3 Pendiente = 100

Si una recta estd en un plano de coordenadas, entonces el corrimiento es el cambio en
la coordenada x y la elevacion es el cambio correspondiente en la coordenada y entre cua-
lesquier dos puntos sobre la recta (vea Figura 2). Esto nos da la siguiente definicién de
pendiente.

y
2.. —gsER
| . .
|| elevacién: elevacion:
| || cambio en cambio en
I'f coordenada y coordenada y
: (positivo) (negativo)
0 |
7 X X
corrimiento corrimiento

FIGURA 2
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PENDIENTE DE UNA RECTA
La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos A(x;, y;)y
B('x27 yZ) €s

elevacion Yo — W1
corrimiento X, — X,

La pendiente de una recta vertical no esta definida.

La pendiente es independiente de cudles dos puntos se escojan sobre la recta. Podemos
ver que esto es verdadero en los tridngulos semejantes de la Figura 3:

Y=V YTV

!

Xy =X xh— X}
YA
B(xy, y,)
v, — ¥, (elevacion)
Alxy, yi)
B'(x, ¥3) < Xy T X >
K (corrimiento)
A}, ) Fi
P R
~0 X
FIGURA 3

La Figura 4 muestra varias rectas marcadas con sus pendientes. Observe que las rectas
con pendiente positiva se inclinan hacia arriba a la derecha, mientras que las rectas con
pendiente negativa se inclinan hacia abajo a la derecha. Las rectas mas inclinadas son aque-
llas para las que el valor absoluto de la pendiente es muy grande; una recta horizontal tiene
pendiente cero.

v

N\
N

3
Il
wn

3
|
&}
3
Il

_
/| /

m=-5" m=-2 m=-—1

FIGURA 4 Rectas con varias pendientes

EJEMPLO 1 ‘ Hallar la pendiente de una recta que pasa por dos
puntos

Encuentre la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(2, 1) y O(8, 5).
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Y ‘
08,5~
i
7
S/
7
P2, _
-
X
FIGURA 5
y
Elevacion
P1 Y=
pd Corrimiento x — x;
0 X
FIGURA 6
v
1
0 f
N
Corrimiento = 2 —
NG [
(191\3) Elevacién = —1
\
FIGURA 7

SOLUCION  Dado que cualesquier dos puntos determinan una recta, sélo una recta
pasa por estos dos puntos. De la definicidn, la pendiente es

Vo — N 5—-1 4 2
m= = —— =

X2_xl_8_2_6_3
Esto nos dice que por cada 3 unidades que nos movemos a la derecha, la recta sube 2 uni-
dades. La recta estd trazada en la Figura 5.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

V Forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta

Encontremos ahora la ecuacién de la recta que pasa por un punto determinado P(x;, y,) y
tiene pendiente m. Un punto P(x, y) con x # x; estd sobre esta recta si y sélo si la pendiente
de la recta que pasa por P, y P es igual a m (vea Figura 6), es decir,

Yy =N
X — X

=m

Esta ecuacién se puede reescribir en la forma y — y; = m(x — x;); nétese que la ecuacién
también se satisface cuando x = x, y y = y;. Por lo tanto, es una ecuacién de la recta dada.

FORMA PUNTO-PENDIENTE DE LA ECUACION DE UNA RECTA

Una ecuacién de la recta que pasa por el punto (x,, y,) y tiene pendiente m es

y =y =mx — x;)

EJEMPLO 2 | Hallar la ecuacién de una recta con punto
y pendiente dados

(a) Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (1,—3) con pendiente — 1.

(b) Trace la recta.
SOLUCION

(a) Usando la forma punto-pendiente con m = —%,x| =1y y, = —3, obtenemos la
ecuacion de la recta como

y+3= —%(x - 1) Pendiente m = —3, punto (1, —3)
2y+6=—x+1 Multiplique por 2
x+2y+5=0 Reacomode

(b) EI hecho de que la pendiente es —% nos dice que cuando nos movemos 2 unidades a la
derecha, la recta baja 1 unidad. Esto hace posible que tracemos la recta de la Figura 7.

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 19 |

EJEMPLO 3 | Hallar la ecuacién de una recta que pase por dos
puntos determinados

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (—1, 2) y (3, —4).
SOLUCION  La pendiente de la recta es

_ —4-2 _ 6 3
3—(-1) 4 2

m



Podemos usar ya sea el punto (—1, 2)
o el punto (3, —4), en la ecuacién
punto-pendiente. Terminaremos con la
misma respuesta final.

FIGURA 8
Pendiente Inter.seccwn
enejey
y = %x + 4

YA

b y=5b (a, b)
X=a

0 a ;

FIGURA 9
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Usando la forma punto-pendiente con x;, = —1y y; = 2, obtenemos

y—2= —%(x + 1) Pendiente m = *%, punto(—1,2)

2y —4=-3x—3 Multiplique por 2
3x+2y—1=0 Reacomode
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |

V Forma pendiente e interseccion de la ecuacion de una recta

Suponga que una recta no vertical tiene pendiente m y a b como punto de interseccion con el

eje y (vea Figura 8). Esto significa que la recta cruza el eje y en el punto (0, b), de modo que

la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta, con x = 0y y = 0, se convierte en
y—b=mkx—0)

Esto se simplifica a y = mx + b, que se denomina forma pendiente-punto de interseccion
de la ecuacion de una recta.

FORMA PENDIENTE-PUNTO DE INTERSECCION DE UNA RECTA

Una ecuacién de la recta que tiene pendiente m y punto de interseccion b en el eje y

s y=mx+b

EJEMPLO 4 | Rectas en forma de pendiente e interseccion
(a) Encuentre la ecuacién de la recta con pendiente 3 e interseccién y de —2.
(b) Encuentre la pendiente e interseccion y de la recta 3y — 2x = 1.

SOLUCION
(@) Comom =3yb = —2,delaforma de pendiente-punto de interseccion de la ecua-

cién de una recta obtenemos

y=3x-—-2
(b) Primero escribimos la ecuacion en la forma y = mx + b:
Jy—2x=1
3Jy=2x+1 Sume 2x
y = %x + % Divida entre 3
De la forma pendiente-interseccion de la ecuacién de una recta, vemos que la pen-
diente es m = %y la interseccion en el eje y es b = 1.

“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 25 Y 47 |

V Rectas verticales y horizontales

Si una recta es horizontal, su pendiente es m = 0, de modo que su ecuacién es y = b, donde
b es el punto de interseccion con el eje y (vea Figura 9). Una recta vertical no tiene pen-
diente, pero podemos escribir su ecuacién como x = a, donde a es el punto de interseccién
con el eje x, porque la coordenada x de todo punto en la recta es a.
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RECTAS VERTICALES Y HORIZONTALES

Una ecuacion de la recta vertical que pasa por (a,b)es x = a.

Una ecuacién de la recta horizontal que pasa por (a, b) esy = b.

YA
27 =3 EJEMPLO 5 | Rectas verticales y horizontales
L | L L (a) Una ecuacion para la recta vertical que pasa por (3, 5) es x = 3.
7'2 0 ' 2 4 X (b) La grifica de la ecuacién x = 3 es una recta vertical con interseccion 3 en el eje x.
(¢) Una ecuacion para la recta horizontal que pasa por (8, —2) esy = —2.
y=-2 (d) La gréfica de la ecuacion y = —2 es una recta horizontal con intersecciéon —2 en el eje y.
Las rectas estdn graficadas en la Figura 10.
FIGURA 10 © _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29Y 33 |

V Ecuacion general de una recta

Una ecuacion lineal es una ecuacién de la forma
Ax+By+C=0

donde A, By C son constantes y A y B no son 0 ambas. La ecuacidn de una recta es una
ecuacion lineal:

= Una recta no vertical tiene la ecuacion y = mx + bo —mx +y — b = 0, que es
una ecuacién lineal conA = —m, B =1y C = —b.

= Una recta vertical tiene la ecuacién x = a o x —a = 0, que es una ecuacidn lineal
conA=1,B=0yC= —a.

A la inversa, la gréfica de una ecuacion lineal es una recta.

= Si B # 0, la ecuacién se convierte en

C
y = —Ex - E Divida por B

y ésta es la forma de pendiente-interseccién de la ecuacién de una recta (con
m = —A/Byb = —C/B).

= Si B = 0, la ecuacion se convierte en
Ax + C=0 Haga B =0

o x = —CJA, que representa una recta vertical.

Hemos demostrado lo siguiente.

EUCACION GENERAL DE UNA RECTA
La gréfica de toda ecuacion lineal
Ax + By + C=0 (A, B no son cero ambas)

es una recta. A la inversa, toda recta es la grafica de una ecuacion lineal.




1
FIGURA 13
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EJEMPLO 6 | Graficar una ecuacion lineal
Trace la gréfica de la ecuacién 2x — 3y — 12 = 0.

SOLUCION 1 Como la ecuacion es lineal, su grafica es una recta. Para trazar la gra-
fica, es suficiente hallar dos puntos cualesquiera en la recta. Los puntos de interseccion
son los mas féciles de hallar.

Punto de interseccion con x: Sustituya y = 0, para obtener 2x — 12 = 0, por lo que x = 6
Punto de interseccion con y: Sustituya x = 0, para obtener —3y — 12 = 0, por loque y = —4
Con estos puntos podemos trazar la grafica de la Figura 11.
SOLUCION 2  Escribimos la ecuacién en forma pendiente-interseccién:
2x —3y—12=0
2x — 3y =12 Sume 12
—3y=-—-"2x+12 Reste 2x
y=3x—4 Divida entre —3

Esta ecuaci6n estd en la forma y = mx + b, por lo que la pendiente es m = 3 y la intersec-
cion y es b = —4. Para trazar la gréfica, localizamos el punto de interseccion con el eje y y nos
movemos 3 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba, como se muestra en la Figura 12.

FIGURA 11 FIGURA 12

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 53 |

V Rectas paralelas y perpendiculares

Como la pendiente mide la inclinacién de una recta, parece razonable que las rectas parale-
las deban tener la misma pendiente. De hecho, podemos demostrar esto.

RECTAS PARALELAS

Dos rectas no verticales son paralelas si y s6lo si tienen la misma pendiente.

DEMOSTRACION  Consideremos que las rectas 11 y 12 de la Figura 13 tienen pendientes
m; y m,. Si las rectas son paralelas, entonces los tridngulos rectos ABC y DEF son seme-
jantes, por lo que

d(B,C)  d(E,F)

"7 aac) " dpF) ™

A la inversa, si las pendientes son iguales, entonces los tridngulos serdn semejantes, por lo
que /. BAC =/ EDF Yy las rectas son paralelas. |




EJEMPLO 7 | Hallar la ecuacién de una recta paralela a una
recta dada

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el punto (5, 2) que es paralela a la recta
4x + 6y +5=0.

SOLUCION  Primero escribimos la ecuacién de la recta dada en forma de pendiente-
interseccion.

4x+ 6y +5=0
6y = —4x — 5 Reste 4x + 5

y = —_%x - % Divida entre 6
Por lo tanto, la recta tiene pendiente m = —3. Como la recta requerida es paralela a la recta
dada, también tiene pendiente m = — % De la forma punto-pendiente de la ecuacioén de una

recta, obtenemos
y—2= —%(x -35) Pendiente m = —3, punto (5, 2)
3y —6=—2x+ 10 Multiplique por 3
2x +3y—16 =0 Reacomode
Por lo tanto, la ecuacién de la recta requerida es 2x + 3y — 16 = 0.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |

La condicidn para rectas perpendiculares no es tan obvia como la de las rectas paralelas.

RECTAS PERPENDICULARES

Dos rectas con pendientes m, y m, son perpendiculares siy sélo si mym, = —1,

es decir, sus pendientes son reciprocas negativas:
1
m, = ——
2 my

También, una recta horizontal (pendiente 0) es perpendicular a una recta vertical
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VA
/ L
\A(laml)
0 ¥
 B(1,m,)
FIGURA 14

(sin pendiente).

DEMOSTRACION  En la Figura 14 mostramos dos rectas que se cruzan en el origen. (Si
las rectas se cruzan en algtin otro punto, consideramos rectas paralelas a éstas que se cru-
zan en el origen. Estas rectas tienen las mismas pendientes que las rectas originales.

Si las rectas [, y [, tienen pendientes m, y m,, entonces sus ecuaciones son y = mx y
y = myx. Observe que A(1, m,) estd sobre [, y B(1l, m,) estd sobre l,. Por el Teorema de
Pitdgoras y su inverso (vea pagina 219) OA L OB si y s6lo si

[d(0.A)]? + [d(0. B)* = [d(A, B)
Por la Férmula de la Distancia, esto se convierte en
(P +m}) + (12 +md) =1 — 1>+ (my — my)?
2+ m? + m3 =m3 — 2mm, + m?
2= —2mm,

mym, = -1 [

EJEMPLO 8 | Rectas perpendiculares

Demuestre que los puntos P(3, 3), O(8, 17) y R(11, 5) son los vértices de un tridngulo rec-
tangulo.



FIGURA 15
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SOLUCION  Las pendientes de las rectas que contienen a PR y QR son, respectiva-
mente,

_5=-3 1 _5—17__4
LT I S A TR
Como m;m, = —1, estas rectas son perpendiculares, de modo que POR es un tridngulo
rectdngulo que aparece en la Figura 15.
© (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 57 |

EJEMPLO 9 | Hallar una ecuacién de una recta perpendicular
a una recta dada

Encuentre la ecuacién de la recta que es perpendicular a la recta 4x + 6y + 5 = 0 y pasa
por el origen.

SOLUCION  Enel Ejemplo 7 encontramos que la pendiente de la recta 4x + 6y + 5 = 0
es— % Entonces, la pendiente de una recta perpendicular es el reciproco negativo, es decir, %
Como la recta pedida pasa por (0, 0), la forma punto-pendiente da

y—0=3x-0) Pendiente 7 = 3, punto (0, 0)
y = %x Simplifique

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 |

EJEMPLO 10 | Graficar una familia de rectas
Use una calculadora graficadora para graficar la familia de rectas
y=05x+0>b
parab = =2, —1,0, 1, 2. ;Qué propiedad comparten las rectas?
SOLUCION  Las rectas estdn graficadas en la Figura 16 en el rectdngulo de vista [—6, 6]

por [—6, 6]. Las rectas tienen todas ellas la misma pendiente, por lo que son paralelas.

6

-6
FIGURA 16 y=05x+b
& _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 41 ]

V¥ Modelado con ecuaciones lineales: pendiente como rapidez
de cambio

Cuando se usa una recta para modelar la relacién entre dos cantidades, la pendiente de la
recta es la rapidez de cambio de una cantidad con respecto a la otra. Por ejemplo, la grafica
de la Figura 17(a) en la pagina siguiente da la cantidad de gas en un tanque que se estd
llenando. La pendiente entre los puntos indicados es

6 galones

m = - = 2 gal/min
3 minutos
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A\

0

FIGURA 18

La pendiente es la rapidez a la que se estd llenando el tanque, 2 galones por minuto. En
la Figura 17(b) el tanque se estd drenando con una rapidez de 0.03 galones por minuto y la
pendiente es —0.03.

YA yA
~ 18 ~ 18
'S ) s \\\
2015 7 b5 S ol { —
(%) %) — a
S 12 S 12 = =
< 9 Z 6 ga g 9 100 min
= =
Q (o}
5 S g ©
= y min =
2 T ] s 3
00123456789« 0] 20 100 200 X
Tiempo (min) Tiempo (min)
(a) Tanque llenado a 2 gal/min (b) Tanque drenado a 0.03 gal/min
La pendiente de la recta es 2 La pendiente de la recta es —0.03
FIGURA 17

Los siguientes dos ejemplos dan otras situaciones en las que la pendiente de una recta es
una rapidez de cambio.

EJEMPLO 11 | Pendiente como rapidez de cambio

Una presa se construye en un rio para crear un estanque. El nivel de agua w del estanque
estd dado por la ecuacioén

w=4.5t+ 28

donde ¢ es el niimero de afios desde que se construy6 la presa y w se mide en pies.
(a) Trace la gréfica de esta ecuacion.

(b) ;Qué representan la pendiente y el punto de interseccién w de esta gréfica?

SOLUCION

(a) Esta ecuacion es lineal, por lo que su gréfica es una recta. Como dos puntos determi-
nan una recta, localizamos dos puntos que estén sobre la grifica y trazamos una recta
que pase por ellos.

Cuando ¢ = 0, entonces w = 4.5(0) + 28 = 28, por lo que (0, 28) estd sobre la recta.
Cuando ¢ = 2, entonces w = 4.5(2) + 28 = 37, por lo que (2, 37) estd sobre la recta.

La recta determinada por esos puntos se muestra en la figura 18.

(b) La pendiente es m = 4.5; representa la rapidez de cambio del nivel de agua con res-
pecto al tiempo. Esto significa que el nivel de agua aumenta 4.5 pies por ano. El punto
de interseccién w es 28 y se presenta cuando ¢ = 0, por lo que representa el nivel de
agua cuando la presa se construyo.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |

EJEMPLO 12 | Relacién lineal entre temperatura y elevacién

(a) A medida que el aire seco sube, se dilata y se enfria. Si la temperatura al nivel del
suelo es de 20°C y la temperatura a una altitud de 1 km es 10°C, exprese la tempera-
tura 7 (en °C) en términos de la altitud / (en km). (Suponga que la relacién entre T'y
H es lineal.)
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(b) Trace la gréfica de la ecuacion lineal. ;Qué representa su pendiente?
(¢) (Cudl es la temperatura a una altitud de 2.5 km?

SOLUCION

(a) Como estamos suponiendo una relacion lineal entre 7'y &, la ecuacién debe ser de la

forma

T=mh+b

donde m y b son constantes. Cuando i = 0, nos dicen que 7' = 20, de modo que

3
g 20 =m(0) + b
g
é b =20
Q
= Por lo tanto, tenemos
I
T = mh + 20
Cuando h = 1, tenemos T = 10 y entonces
10 =m(1) + 20
T A (1)
m=10—20= —10
20 La expresion requerida es
10 T=—10h + 20 T=—10h + 20
(b) La grafica estd trazada en la Figura 19. La pendiente es m = —10°C/km, y ésta repre-
0 n senta la rapidez de cambio de temperatura con respecto a la distancia arriba del suelo.
En consecuencia, la temperatura disminuye 10°C por kilémetro de altitud.
(¢) A una altitud de 7 = 2.5 km la temperatura es
FIGURA 19 —10(2.5) + 20 = =25 + 20 = —5°C

©_ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 73 |

1.10 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Encontramos la “inclinacién”, o pendiente, de una recta que
pasa por dos puntos al dividir la diferencia en las coordenadas

___de estos puntos entre la diferencia en las coordenadas
___. Entonces, la recta que pasa por los puntos (0, 1) y (2, 5)
tiene pendiente

2. Una recta tiene la ecuacién y = 3x + 2.
(a) Estarecta tiene pendiente

(b) Cualquier recta paralela a esta recta tiene pendiente

(c) Cualquier recta perpendicular a esta recta tiene pendiente

3. La forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta con

pendiente 3 que pasa por el punto (1, 2) es

4. (a) La pendiente de una recta horizontal es . La ecuacién de
la recta horizontal que pasa por (2, 3) es
(b) La pendiente de una recta vertical es . La ecuacion de

la recta vertical que pasa por (2, 3) es

HABILIDADES
5-12 m Encuentre la pendiente de la recta que pasa por Py Q.
&5 P0,0),0(4,2) 6. P(0,0), 02, —6)
P(2,2), 0(~10,0) P(1,2), 0(3.3)
P(2.4), 0(4.3) 10. P(2,-5), 0(~4.3)
11. P(1, —=3), 0(—1,6) 12. P(—1, —4), 0(6,0)
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-19.

23.

-25.
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13. Encuentre las pendientes de las rectas [,, 1, [3 y I/, en la figura

siguiente.
YA
L [,
1 b
-2 0 2/ x
I —

14. (a) Trace rectas que pasen por (0, 0) con pendientes 1, 0,1, 2y
-1

(b) Trace rectas que pasen por (0, 0) con pendientes %, 3, — %

15-18 m Encuentre la ecuacion para la recta cuya grafica estd tra-
zada.

15. yA 16. yA
3
3
0 3 NS x .
-3 0 2 X
17. YA 18. YA
\\
\
/ \\ 1
o 1/ 3 % —4 0 X
/ N\
N S § \\ _377
/ \
/ \

19-38 m Encuentre la ecuacién de la recta que satisfaga las condi-
ciones dadas.

Pasa por (2, 3), pendiente 5
20.
21.
22.

Pasa por (—2, 4), pendiente —1
Pasa por (1, 7), pendiente %

Pasa por (—3, —5), pendiente —
Pasa por (2, 1) y (1, 6)

24. Pasapor (—1, =2)y (4, 3)
Pendiente 3; intersecciéon en y es —2
26.
27.

28.

Pendiente %; interseccion en y es 4
Interseccion en x es 1; interseccién en y es —3

Interseccion en x es —8; interseccién en y es 6

®.29. Pasa por (4, 5); paralela al eje x

30. Pasa por (4, 5); paralela al eje y

& 31. Pasa por (1, —6); paralela a la recta x + 2y = 6

' 4

4

@

4

4

4

. Interseccion en y es 6; paralela alarecta2x + 3y + 4 =10

. Pasa por (—1, 2); paralela a la rectax = 5

. Pasa por (2, 6); perpendicular a larectay = 1

. Pasa por (—1, —2); perpendicular a la recta 2x + 5y + 8 = 0
. Pasa por (%, —%); perpendicular a la recta 4x — 8y = 1

. Pasa por (1, 7); paralela a la recta que pasa por (2,5)y (=2, 1)

. Pasa por (=2, —11); perpendicular a la recta que pasa por (1, 1)
y(G, =D

(a) Trace la recta con pendiente 3 que pasa por el punto
(=2,

39.

(b) Encuentre la ecuacion para esta recta.

40. (a) Trace la recta con pendiente —2 que pasa por el punto

(4’ _1)

(b) Encuentre la ecuacién para esta recta.

41-44 m Use calculadora graficadora para graficar la familia de rec-
““tas dada en el mismo rectdngulo de vista. ;Qué tienen en comiin las

rectas?

4l. y= —2x+b parab =0, £1, £3, =6

42. y=mx — 3 para m =0, £0.25, =0.75, =1.5
43. y = m(x — 3) para m = 0, £0.25, £0.75, £1.5

4. y =2 + m(x +3) param =0, £0.5, =1, =2, +

45-56 m Encuentre la pendiente y el punto de interseccién y de la
recta y trace su gréfica.

45. x+y=3 46. 3x — 2y =12

47. x +3y =0 48. 2x — 5y =0
49.x—dy+1=0 50. —3x—5y+30=0

51. y=4 52. x= -5

S3.3x—4y=12 54. 4y +8=0
55.3x+4y—-1=0 56. 4x + 5y =10

57. Use pendientes para demostrar que A(1, 1), B(7, 4), C(5, 10) y

D(—1, 7) son vértices de un paralelogramo.

58. Use pendientes para demostrar que A(—3, —1), B(3,3) y

C(—9, 8) son vértices de un tridngulo rectdngulo.

59. Use pendientes para demostrar que A(1, 1), B(11, 3), C(10, 8) y

D(0, 6) son vértices de un rectangulo.

60. Use pendientes para determinar si los puntos dados son colinea-

les (estdan sobre una recta).

@ (1,1),(3,9), (6, 21)
(®) (—1,3),(1,7), (4,15)

61. Encuentre una ecuacién del bisector perpendicular del segmento

de recta que une los puntos A(1, 4) y B(7, —2)



62.

63.

64.

Encuentre el drea del tridngulo formado por los ejes de coorde-
nadas y la recta

2y +3x—6=0
(a) Demuestre que si los puntos de interseccién x y y de una
recta son nimeros diferentes de cero a y b, entonces la
ecuacion de la recta se puede escribir en la forma
x Y

+2 =1
a b

Esta se llama forma dos puntos de interseccion de la
ecuacion de una recta.

(b) Use la parte (a) para hallar la ecuacion de la recta cuyo
punto de interseccién x es 6 y cuyo punto de interseccion y

es —8.

(a)

Encuentre la ecuacién para la recta tangente a la circunfe-
rencia x> + y* = 25 en el punto (3, —4). (Vea la figura.)

(b)

(En qué otro punto sobre la circcunferencia es que una recta
tangente serd paralela a la recta tangente de la parte (a)?

YA

it

d

APLICACIONES

65.

66.

(a)
(b)

Pendiente de una carretera Al poniente de Albuquer-
que, Nuevo México, la Ruta 40 que se dirige al oriente es recta
y con un agudo descenso hacia la ciudad. La carretera tiene una
pendiente del 6%, lo cual significa que su pendiente es — 1%0.
Manejando en esta carretera, observa por sefiales de elevacién
que usted ha descendido una distancia de 1000 pies. ;Cual es el
cambio en su distancia horizontal?

Pendiente de 6%

Calentamiento global Algunos cientificos piensan que el
promedio de la temperatura de la superficie de la Tierra ha es-
tado subiendo constantemente. El promedio de la temperatura
de la superficie se puede modelar con

T=0.02r + 15.0
donde T es la temperatura en °C y ¢ es afios desde 1950.
(Qué representan la pendiente y el punto de interseccién 77?

Use la ecuacién para pronosticar el promedio de la temperatura
de la superficie de la Tierra en 2050.

67.

68.

©.69.

70.

71.

72.

SECCION 1.10 | Rectas 117

Dosis de medicamentos Si la dosis recomendada a un
adulto para un medicamento es D (en mg), entonces, para deter-
minar la dosis apropiada ¢ para un nifio de edad a, los farma-
céuticos usan la ecuacién

¢ =0.0417D(a + 1)

Suponga que la dosis para un adulto es 200 mg.
(a) Encuentre la pendiente. ;Qué representa ésta?
(b) (Cuadl es la dosis para un recién nacido?

Mercado de segunda mano La gerente de un mercado
de segunda mano en fin de semana sabe, por experiencia del pa-
sado, que si ella cobra x ddlares por la renta de espacio en el
mercado de segunda mano, entonces el nimero y de espacios
que ella renta estd dado por la ecuacién y = 200 — 4x.

(a) Trace una gréfica de esta ecuacidn lineal. (Recuerde que el
cargo por renta de espacio, asi como el nimero de espacios
rentados, deben ser cantidades no negativas ambas.)

(b) (Qué representan la pendiente, el punto de interseccién y y
el punto de interseccion x de la grafica?

Costo de produccion Un pequefio fabricante de enseres
electrodomésticos encuentra que si produce x hornos tostadores
por mes, su costo de produccién estd dado por la ecuacién

y = 6x + 3000

(donde y se mide en ddlares).

(a) Trace una gréfica de esta ecuacion lineal.

(b) (Qué representan la pendiente y el punto de interseccion y
de la gréfica?

Escalas de temperatura La relacion entre las escalas de

temperatura Fahrenheit (F) y Celsius (C) estd dada por la ecua-

cién F = 2C + 32.

(a) Complete la tabla para comparar las dos escalas a los valo-
res dados.

(b) Encuentre la temperatura a la que las escalas son iguales. [Su-
gerencia: Suponga que a es la temperatura a la que las escalas
son iguales. Haga F = a y C = a y a continuacién despeje a.]

C F

—30°
—20°
-10°
OO

50°

68°

86°

Grillos y temperatura Los bidlogos han observado que la

frecuencia de chirridos de grillos de cierta especie estd relacio-

nada con la temperatura, y la relacion parece ser casi lineal. Un

grillo produce 120 chirridos por minuto a 70°F y 168 chirridos

por minuto a 80°F.

(a) Encuentre la ecuacion lineal que relacione la temperatura ¢
y el nimero de chirridos por minuto 7.

(b) Si los grillos estan chirriando a 150 chirridos por minuto,
estime la temperatura.

Depreciacion Un pequefio negocio compra una compu-
tadora en $4000. Después de 4 aiios el valor de la computadora
se espera que sea de $200. Para fines de contabilidad, el negocio
usa depreciacion lineal para evaluar el valor de la computadora
en un tiempo determinado.
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* 73

74.

Esto significa que si V es el valor de la computadora en el

tiempo ¢, entonces se usa una ecuacion lineal para relacionar V

yt.

(a) Encuentre una ecuacion lineal que relacione V'y t.

(b) Trace una gréfica de esta ecuacion lineal.

(¢) (Qué representan la pendiente y el punto de interseccién V/
de la gréfica?

(d) Encuentre el valor depreciado de la computadora 3 afios a
partir de la fecha de compra.

Presion y profundidad En la superficie del océano, la

presion del agua es la misma que la del aire que estd sobre el

agua, 15 Ib/pulg.. Debajo de la superficie, la presién del agua

aumenta en 4.34 1b/pulg.? por cada 10 pies de descenso.

(a) Encuentre una ecuacion para la relacion entre presion y
profundidad debajo de la superficie del océano.

(b) Trace una gréfica de esta ecuacion lineal.

(c) ;Qué representan la pendiente y el punto de interseccion y
de la gréifica?

(d) ;A qué profundidad es de 100 Ib/pulg.’ la presién?

La presién del agua aumenta con la profundidad

Distancia, rapidez y tiempo Jason y Debbie salen de
Detroit a las 2:00 p.m. y manejan a una rapidez constante, via-

75.

76.

jando hacia al poniente en la carretera I—90. Pasan Ann Arbor,

a 40 millas de Detroit, a las 2:50 p.m.

(a) Exprese la distancia recorrida en términos del tiempo trans-
currido.

(b) Trace la grafica de la ecuacién de la parte (a).

(¢) (Cuadl es la pendiente de esta recta? ;Qué representa?

Costo de conducir un auto El costo mensual de condu-

cir un auto depende del nimero de millas recorridas. Lynn en-

contrd que en mayo su costo de conduccién fue de $380 por

480 millas y, en junio, su costo fue de $460 por 800 millas. Su-

ponga que hay una relacién lineal entre el costo mensual C de

conducir un auto y la distancia recorrida d.

(a) Encuentre una ecuacion lineal que relacione C'y d.

(b) Use la parte (a) para predecir el costo de conducir 1500 mi-
Ilas por mes.

(c) Trace la grafica de la ecuacion lineal. ;Qué representa la
pendiente de la recta?

(d) (Qué representa el punto de interseccion y de la grafica?

(e) (Por qué una relacién lineal es un modelo apropiado para
esta situacion?

Costo de manufactura El gerente de una fibrica de mue-
bles encuentra que cuesta $2200 manufacturar 100 sillas en un
dia y $4800 producir 300 sillas en un dia.

(a) Suponiendo que la relacion entre el costo y el nimero de si-
llas producidas sea lineal, encuentre una ecuacién que ex-
prese esta relacion. A continuacién, grafique la ecuacion.

(b) ;Cual es la pendiente de la recta de la parte (a), y qué re-
presenta?

(¢) (Cudl es el punto de interseccion y de esta recta, y qué re-
presenta?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

77.

78.

¢{Qué significa la pendiente? Suponga que la grifica de
la temperatura exterior en cierto tiempo es una recta. ;Como
estd cambiando el clima si la pendiente de la recta es positiva?
(S es negativa? Y si es cero?

Puntos colineales Suponga que nos dan las coordenadas
de tres puntos en el plano y se desea ver si estdn en la misma
recta. ;Como se puede hacer esto usando pendientes? ;Usando
la Férmula de la Distancia? ;Puede usted considerar otro mé-
todo?

1.11 MODELOS CON EL USO DE VARIACIONES

| Variacion directa P> Variacién inversa P> Variacion conjunta

Cuando los cientificos hablan de un modelo matematico para un fenémeno real, con fre-
cuencia se refieren a una ecuacién que describe la relacién entre dos cantidades. Por ejem-
plo, el modelo podria describir la forma en que la poblacién de una especie animal varia con
el tiempo, o el modo en que la presion de un gas varia a medida que cambia la temperatura.
En esta seccién estudiamos una clase de modelado llamado variacion.



630 CAPITULO 10 | Sistemas de ecuaciones y desigualdades

710.71 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Una ecuacién lineal con dos incégnitas
es una ecuacion de la forma

ax + by =c¢

La grafica de una ecuacion lineal es
una recta (vea Seccién 1.10).

Sistemas de ecuaciones lineales y sus soluciones > Método de sustitucién
P Método por eliminacién > Método gréfico P El nimero de soluciones de
un sistema lineal con dos incdgnitas » Modelado con sistemas lineales

V Sistemas de ecuaciones lineales y sus soluciones

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas incégnitas. Un
sistema de ecuaciones lineales es un sistema de ecuaciones en el que cada ecuacién es li-
neal. Una solucion de un sistema es una asignacion de valores para las incGgnitas que hace
verdadera cada una de las ecuaciones. Resolver un sistema significa hallar todas las solu-
ciones del sistema.
Veamos a continuacién un ejemplo de un sistema de ecuaciones lineales con dos incég-
nitas:
{Zx - y=5 Ecuacion 1
x+4y=7 Ecuacién 2

Podemos comprobar que x = 3y y = 1 es una solucion de este sistema.

Ecuacion 1 Ecuacion 2
2x —y=15 x+4y=17
23) - 1=5 v 3+41)=7 Vv

La solucién también se puede escribir como el par ordenado (3, 1).

Observe que las graficas de las Ecuaciones 1 y 2 son rectas (vea Figura 1). Como la so-
lucién (3, 1) satisface cada una de las ecuaciones, el punto (3, 1) se encuentra en cada recta.
Por lo tanto, es el punto de interseccidn de las dos rectas.

FIGURA 1

V¥ Método de sustitucion

En el método de sustitucion empezamos con una ecuacion en el sistema y despejamos una
incdgnita en términos de la otra incégnita. El recuadro siguiente describe el procedimiento.

METODO DE SUSTITUCION
1. Despejar una incégnita. Escoja una ecuacion y despeje una incégnita en
términos de la otra incdgnita.

2. Sustituir. Sustituya la expresion hallada en el Paso 1 en la otra ecuacién, para
obtener una ecuacién con una incégnita y, a continuacién despeje esa incognita.

3. Sustituir a lainversa. En la expresion hallada en el Paso 1, sustituya el valor
hallado en el Paso 2 para despejar la incognita restante.
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EJEMPLO 1 | Método de sustitucion
Encuentre todas las soluciones del sistema.

2x+ y=1 Ecuacion 1
3x+4y =14 Ecuacién 2

SOLUCION Despejar unaincégnita.  Despejamos y en la primera ecuacién.

y=1-—2x Despeje y en la Ecuacion 1

Sustituir. A continuacién sustituimos y en la segunda ecuacion y despejamos x.

3x+4(1 —2x) = 14 Sustituya y = 1 — 2x en la Ecuacién 2
3x+4 -8 = 14 Expanda
—Sx+4= 14 Simplifique

—5x =10 Reste 4
x= -2 Despeje x
Sustituciéon. A continuacién sustituimos x = —2 en la ecuaciéon y = 1 — 2x.
y=1-=2(-2) =5 Sustitucién

Entonces, x = —2 y y = 5, de modo que la solucién es el par ordenado (—2, 5). La Figu-
ra 2 muestra que las graficas de las dos ecuaciones se cruzan en el punto (—2, 5).

VERIFIQUE SU RESPUESTA

x=-2,y=75:

{ 2(-2)+5=1
3(—2) +4(5) =14 ¢

FIGURA 2

“ (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

V¥ Método por eliminacién

Para resolver un sistema usando el método de eliminacion, tratamos de combinar las ecua-
ciones usando sumas o restas para eliminar una de las incégnitas.

METODO POR ELIMINACION

1. Ajustar los coeficientes. Multiplique una o mas de las ecuaciones por nime-
ros apropiados, de modo que el coeficiente de una incégnita de una ecuacion
sea el negativo de su coeficiente en la otra ecuacion.

2. Sumar las ecuaciones. Sume las dos ecuaciones para eliminar una incégnita
y, a continuacion, despeje la incégnita restante.

3. Sustituir a lainversa. En una de las ecuaciones originales, sustituya el valor
hallado en el Paso 2 y despeje la incégnita restante.
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EJEMPLO 2 | Método por eliminacion
Encuentre todas las soluciones del sistema.

3x+2y =14
x—2y=2

Ecuacién 1
Ecuacién 2

SOLUCION  Como los coeficientes de los términos en y son negativos entre si, pode-
mos sumar las ecuaciones para eliminar y.

3x + 2y =14 .
Sistema
x—2y=2
vt 2y =14 4x =16 Sume
x =4 Despeje x

A continuacién sustituimos x = 4 en una de las ecuaciones originales y despejamos y. Es-
cojamos la segunda ecuacion porque se ve mds sencilla.

. x—2y=2 Ecuacién 2
‘ D 4—2y =2 Sustituya x =4 en la Ecuacién 2
0 X
x—2y=2 =2y = -2 Reste 4
y=1 Despeje y

FIGURA 3
La solucién es (4, 1). La Figura 3 muestra que las graficas de las ecuaciones del sistema se
cruzan en el punto (4, 1).

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 |

V¥ Método grafico

En el método grafico usamos calculadora graficadora para resolver el sistema de ecua-
ciones.

METODO GRAFICO

1. Graficar cada ecuacion. Exprese cada ecuacién en una forma apropiada para
la calculadora graficadora para despejar y como funcién de x. Grafique las ecua-
ciones en la misma pantalla.

2. Hallar los puntos de intersecciéon. Las soluciones son las coordenadas x y y

de los puntos de interseccion.

LAS MATEMATICAS EN EL MUNDO MODERNO

Prediccion del clima

y otros fenémenos catastréficos del clima. A principios del siglo xx
unos matematicos propusieron modelar el clima con ecuaciones que
usaban los valores actuales de cientos de variables atmosféricas. Aun
cuando este modelo funcionaba en principio, era imposible pronosti-
car modelos futuros con él por la dificultad para medir con precision
todas las variables y resolver todas las ecuaciones. Hoy en dia, nuevos
modelos matematicos, combinados con simulaciones computarizadas
de alta velocidad y mejores datos, han mejorado en gran medida el
prondstico del clima y con ello se han evitado numerosos desastres

Los meteordlogos modernos
hacen mucho mas que pronos-
ticar el clima de mafnana. Inves-
tigan modelos del clima a largo
plazo, el agotamiento de la
capa de ozono, el calenta-
miento global y otros efectos
de la actividad humana en el
clima. No obstante, el pronds-

© Rachel Epstein/Photo Edit

tico diario del clima es todavia una parte importante de la meteorolo-
gia; su valor es medido por las innumerables vidas humanas salvadas
cada afo por medio de un prondstico preciso de huracanes, ventiscas

econdmicos y pérdidas de vida. Los matematicos de la National Ocea-
nographic and Atmospheric Administration (NOAA) estan continua-
mente investigando mejores métodos para el prondstico del clima.
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EJEMPLO 3 | Método grafico

Encuentre todas las soluciones del sistema

5 1.35x — 2.13y = —2.36
2.16x + 032y = 1.06
SOLUCION  Despejando y en términos de x, obtenemos el sistema equivalente

y= 0.63x + 1.11
y = —6.75x + 3.31

-1.5 1.5

-5 donde hemos redondeado los coeficientes a dos decimales. La Figura 4 muestra que las dos

rectas se cruzan; en un acercamiento vemos que la solucién es aproximadamente (0.30,
FIGURA 4 1.3)
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V El numero de soluciones de un sistema lineal con dos incégnitas

La gréfica de un sistema lineal con dos incdgnitas es un par de rectas, de modo que, para
resolver graficamente el sistema, debemos hallar el (los) punto(s) de interseccion de las
rectas. Dos rectas pueden cruzarse en un solo punto, pueden ser paralelas o pueden coinci-
dir, como se ve en la Figura 5. Por lo tanto, hay tres posibles resultados para resolver el
sistema.

NUMERO DE SOLUCIONES DE UN SISTEMA LINEAL CON DOS INCOGNITAS

Para un sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas, exactamente una de las
siguientes afirmaciones es verdadera. (Vea Figura 5.)

1. El sistema tiene exactamente una solucion.

2. El sistema no tiene solucion.

3. El sistema tiene un ndmero infinito de soluciones.

Se dice que un sistema que no tiene solucién es inconsistente. Un sistema con un infinito
de soluciones se llama consistente indeterminado.

| V /yl/
0 g 0 x 0 X

(a) Las rectas se cruzan en un (b) Las rectas son paralelas (c) Las rectas coinciden; las ecuaciones
solo punto. El sistema tiene y no se cruzan. El siste- son para la misma recta. El sistema tiene
FIGURA 5 una solucion. ma no tiene solucion. un infinito de soluciones.

EJEMPLO 4 | Un sistema lineal con una solucion

Resuelva el sistema y grafique las rectas.

3x— y=0 Ecuacioén 1
S5x + 2y =22 Ecuacién 2
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Y4 3x—y=0
/
\
\
\/
6 (2,6)
/1\
\
\
/
2 \ x
Sx +2y=22
FIGURA 6
x=2, y=6:
32)—- (6)=0
5(2) +2(6) =22 ¢

—12x +3y=7

FIGURA 7

SOLUCION  Eliminamos y de las ecuaciones y despejamos x.

{6)6 —2y=0 2 X Ecuacion 1

S5x + 2y =22
11x =22 Sume
x =2 Despeje x

Ahora sustituimos de nuevo en la primera ecuacién y despejamos y:
6(2) —2y=0 Sustituimos de nuevo x =2
—2y=—12 Restamos 6 x 2 =12
y=26 Despejamos y
La solucién del sistema es el par ordenado (2, 6), es decir,
x =2, y=06
La gréfica de la Figura 6 muestra que las rectas del sistema se cruzan en el punto (2, 6).

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |

EJEMPLO 5 | Un sistema lineal sin solucién

Resuelva el sistema.
8x —2y =15 Ecuacién 1
—12x + 3y =7 Ecuacion 2
SOLUCION  Esta vez tratamos de hallar una combinacién apropiada de las dos ecua-

ciones para eliminar la variable y. La multiplicacién de la primera ecuacion por 3 y la se-
gunda ecuacidén por 2 da

24x — 6y = 15 3 x Ecuacion 1
—24x + 6y = 14 2 x Ecuacion 2

0=29 Sume

La suma de las dos ecuaciones elimina fanto x como y en este caso, y terminamos con
0 = 29, que es obviamente falso. No importa qué valores asignemos a x y a y, no podemos
hacer que este enunciado sea verdadero, de manera que el sistema no tiene solucion. La
Figura 7 muestra que las rectas del sistema son paralelas y no se cruzan. El sistema es in-
consistente.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 |

EJEMPLO 6 Un sistema lineal con un infinito
de soluciones

Resuelva el sistema
3x — 6y =12 Ecuacioén 1
4x — 8y = 16 Ecuacién 2

SOLUCION  Multiplicamos la primera ecuacién por 4 y la segunda por 3 para preparar
la resta de las ecuaciones para eliminar x. Las nuevas ecuaciones son

12x — 24y = 48 4 x Ecuacién 1
12x — 24y = 48 3 x Ecuacion 2

Vemos que las dos ecuaciones del sistema original son simplemente formas diferentes de
expresar la ecuacion de una sola recta. Las coordenadas de cualquier punto en esta recta dan
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una solucién del sistema. Escribiendo la ecuacién en forma de pendiente e interseccion,
tenemos y = 3x — 2. Por lo tanto, si con ¢ representamos cualquier nimero real, podemos
escribir la solucién como

X =1

y=3r-2
También podemos escribir la solucién en forma de par ordenado como

(.4~ 2)
donde ¢ es cualquier nimero real. El sistema tiene un infinito de soluciones (vea Figura 8).
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FIGURA 8

En el Ejemplo 3, para obtener soluciones especificas tenemos que asignar valores a t. Por
ejemplo, si r = 1, obtenemos la solucién (1, —%) sit = 4, obtenemos la solucién (4, 0). Para
todo valor de # obtenemos una solucién diferente. (Vea Figura 8.)

V¥ Modelado con sistemas lineales

Con frecuencia, cuando usamos ecuaciones para resolver problemas en las ciencias o en
otros campos de actividad, obtenemos sistemas como el que acabamos de considerar.
Cuando modelamos con sistemas de ecuaciones, usamos las siguientes guias, que son seme-
jantes a las de la Seccién 1.6.

GUIA PARA MODELAR CON SISTEMAS DE ECUACIONES

1. Identificar las variables. Identifique las cantidades que el problema pide ha-
llar. Estas en general se determinan mediante cuidadosa lectura de la pregunta
planteada al final del problema. Introduzca notacién para las variables
(Ildmelas x y y o con alguna otra letra).

2. Exprese todas las cantidades desconocidas en términos de las variables.
Lea otra vez el problema, y exprese todas las cantidades mencionadas en el
problema en términos de las variables que haya definido en el Paso 1.

Establezca un sistema de ecuaciones. Encuentre los datos cruciales del
problema que den las relaciones entre las expresiones que haya encontrado en
el Paso 2. Establezca un sistema de ecuaciones (o un modelo) que exprese es-
tas relaciones.

5

4, Resuelva el sistema e interprete los resultados. Resuelva el sistema que
haya encontrado en el Paso 3, verifique sus soluciones y dé su respuesta final
como una frase que conteste la pregunta planteada en el problema.

Los dos ejemplos siguientes ilustran cémo modelar con sistemas de ecuaciones.

EJEMPLO 7 | Un problema de distancia, rapidez y tiempo

Una mujer rema un bote aguas arriba desde un punto en un rio, a otro punto a 4 millas de
distancia, en 1% horas. El viaje de regreso, a favor de la corriente, le toma s6lo 45 minutos.
(Cuadl es la velocidad con la que rema con respecto al agua, y con qué velocidad se mueve
la corriente?

corriente *

i i SOLUCION Identificar las variables.  Nos piden hallar la velocidad con la que
| . | rema la mujer y la velocidad de la corriente, de modo que hacemos
I 4 mi |

x = velocidad de remar (mi/h)

y = velocidad de la corriente (mi/h)
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Expresar cantidades desconocidas en términos de la variable. La velocidad de la mu-
jer cuando rema aguas arriba es su velocidad para remar menos la velocidad de la corriente;
su velocidad aguas abajo es su velocidad para remar mas la velocidad de la corriente. Ahora
convertimos esta informacion al lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Velocidad de remo X
Velocidad de la corriente y
Velocidad aguas arriba xX—y
Velocidad aguas abajo x+y

Establecer un sistema de ecuaciones. La distancia aguas arriba y aguas abajo es 4 mi-
llas, de modo que usando el hecho de que velocidad X tiempo = distancia para los dos
tramos del viaje, tenemos

velocidad aguas arriba X tiempo aguas arriba = distancia recorrida

velocidad aguas abajo X tiempo aguas abajo = distancia recorrida

En notacién algebraica esto se convierte en las ecuaciones siguientes:
(x = Y)% =4 Ecuacion 1
(x + Y)% =4 Ecuacién 2

(Los tiempos se han convertido a horas, porque estamos expresando la rapidez en millas por
hora.)

Resolver el sistema. Multiplicamos las ecuaciones por 2 y 4, respectivamente, para des-
pejar los denominadores.

3x =3y = 8 2 x Ecuacién 1
3x + 3y =16 4 x Ecuacion 2

6x =24 Sume
X =4 Despeje x

Sustituyendo este valor de x en la primera ecuacién (también funciona la segunda) y despe-
jando y, tendremos

3(4) —3y=28 Sustituya x =4
—3y=8—12 Reste 12
y = % Despeje y

La mujer rema a 4 mi/h, y la corriente se mueve a 1% mi/h.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Velocidad contra la corriente es Velocidad rio abajo es
st 400 i e
y esto debe ser igual a y esto debe ser igual a
velocidad de remo — flujo del agua velocidad de remo + flujo del agua
=4 mi/h — § mi/h = 2% mi/h =4 mi/h + § mi/h = 5% mi/h v

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |
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EJEMPLO 8 | Un problema de mezclas

Un vinatero fortifica vino que contiene 10% de alcohol al agregarle una solucién de alcohol
al 70%. La mezcla resultante tiene un contenido alcohdlico del 16% y llena 1000 botellas
de un litro. ;Cudntos litros (L) del vino y la solucién de alcohol usa el vinatero?

SOLUCION Identificar las variables. Como nos piden las cantidades de vino y alco-
hol, hacemos

x = cantidad de vino utilizado (L)
y = cantidad de solucién de alcohol utilizada (L)

Expresar todas las cantidades desconocidas en términos de la variable. Del hecho que
el vino contiene 10% de alcohol y la solucién contiene 70% de alcohol, obtenemos lo si-
guiente.

En palabras En algebra
Cantidad de vino utilizada (L) X
Cantidad de solucién de alcohol utilizada (L) y
Cantidad de alcohol en vino (L) 0.10x
Cantidad de alcohol en solucién (L) 0.70y

Establecer un sistema de ecuaciones. El volumen de la mezcla debe ser el total de los
dos volumenes que el vinatero mezcla, y

x+y = 1000

También, la cantidad de alcohol en la mezcla debe ser el total del alcohol aportado por el
vino y por la solucién de alcohol, es decir,

0.10x + 0.70y = (0.16)1000
0.10x + 0.70y = 160 Simplifique

x + 7y = 1600 Multiplique por 10 para quitar decimales

En consecuencia, obtenemos el sistema
x + y = 1000 Ecuacion 1
x + 7y = 1600 Ecuaci6n 2

Resolver el sistema. Restando la primera ecuacién de la segunda se elimina la variable x
y obtenemos

6y = 600 Reste la Ecuacién 1 de la Ecuacién 2
y = 100 Despeje y
Ahora sustituimos y = 100 en la primera ecuacion y despejamos x.
x + 100 = 1000 Sustituimos y = 100
x =900 Despejamos x
El vinatero utiliza 900 L de vino y 100 L de solucién de alcohol.
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10.1 EJERCICIOS

CONCEPTOS 13-14 m Nos dan dos ecuaciones y sus gréficas. Encuentre el (los)
punto(s) de interseccion de las graficas resolviendo el sistema.

1. El sistema de ecuaciones

2+ y=-—1 +y=2
2+ 3y =7 g3 Y ITAR
x—2y=-8 2x+y=5
S5x— y=9
es un sistema de dos ecuaciones con las dos incégnitas y
y . Para determinar si (5, —1) es una
solucidn de este sistema, verificamos six =5yy = —1
satisfacen cada del sistema. ;Cudles de las siguien-
tes son soluciones de este sistema?
65.-1), (=13), (2.1) 0 1 x
2. Un sistema de ecuaciones con dos incégnitas puede ser resuelto
por el método de , el método de o el mé- 15-20 m Grafique cada uno de los sistemas lineales siguientes, ya
todo ) sea manualmente o con calculadora graficadora. Use la gréfica para

determinar si el sistema tiene una solucion, no tiene solucion o tiene

3. Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas puede un infinito de soluciones. Si hay exactamente una solucién, use la

tener una solucién, solucién o gréfica para hallarla.
soluciones.
o . : 4 x—y=4 2x—y=4
4. El siguiente es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos 15. . . o
.o 2x+y=2 3x+y=6
incégnitas.
2x — 3y =12 2x+6y= 0
x+ y=1 17.{"_ 2 18.{ T
2x + 2y =2 —x+t3y= 4 —3x— 9y =18
—x +3y=-5 12x + 15y = —18
4 i i6 i 4 19. 20.
La gréfica de la primera ecuacién es la misma que la grafica de { 2— y=10 { 2+ Sy=-3
la segunda ecuacién, de manera que el sistema tiene
soluciones. Expresamos estas soluciones escri- 21-48 m Resuelva el sistema, o demuestre que no tiene solucién. Si
biendo el sistema tiene un infinito de soluciones, expréselas en la forma de
= par ordenado dado en el Ejemplo 6.
y= +y=4 — =
21, { Y 2. {x y
donde  es cualquier nimero real. Algunas de las soluciones de —x+y=0 x+ 3y =
este sistema son (1, __), (=3, _)y (5, ). . 2x—3y=9 - 3x+2y=0
T lax+3y =9 —x—2y=238
HABILIDADES 25. x+3y= 26. Tt y=
2x —y =3 2x—3y——1
5-8 m Use el método de sustitucién para hallar todas las soluciones
del sistema de ecuaciones. 27. 07 ty= 2 28. 4x - 3y =28
4y — 3y = -3 9 — y=—6
5 x— y=1 6 3x+ y=1
T l4x + 3y =18 lsx+2y=1 g9 X T = g [Tt 1y= 0
Sx —y= 12x + 4y = 160
¢ — y=2 2x+y=17
7.{2*+3y9 s.{.’;zyz o [y =2 5 | 02r—02y=-13
LTy T Vi -2y=38 —03x + 05y = 3.3
9-12 m Use el método de eliminacién para hallar todas las solucio- 3x+2y=38 4x +2y = 16
nes del sistema de ecuaciones. 33. x—2y=0 34. x—5y=170
3x +4y =10 2x + S5y =15 + = + =
a 9.{)( y 10.{,& y ~ 35 X 4y =8 36. —3x Sy =2
x—4y= -2 4x + y =21 3x+ 12y =2 9x — 15y =6
x+2y=5 4x — 3y =11 .3 2x — 6y = 10 38 2x — 3y = -8
2x+ 3y =38 8x + 4y = 12 ) —3x+9y=-15 l4x — 21y = 3



6x + 4y =12 25x — 75y = 100
39. 00 40, T
9x+6y—18 —10x + 30y = —40
AL 8 — 3t = 0. u—300= -5
S5s — 2t = —3u+8wv= 5
43, 2x+5y— 44. gx—?)’_ %
3x-l—2y—10 2x — 3y = —%
04x + 1.2y = 14 26x — 10y = —4
45, T 46. Y
12x — 5y =10 —-0.6x + 12y = 3
47 =gy = 2 48 —x+ ay= 4
-8+ 6y =10 ’ 2x — 10y = —80

= 49-52 m Use calculadora graficadora para graficar ambas rectas en
~ el mismo rectdngulo de vista. (Observe que debe despejar y en tér-

minos de x antes de graficar si usa calculadora graficadora.) Re-
suelva el sistema redondeado a dos lugares decimales, ya sea con

acercamiento y usando | TRACE | o usando la funcién Intersect.

4 0.21x + 3.17y = 9.51
2.35x — 1.17y = 5.89

18.72x — 14.91y = 12.33
6.21x — 12.92y = 17.82

51 2371x — 6552y = 13,591
9815x + 992y = 618,555

—435x + 912y = 0

52.
132x + 455y = 994

53-56 m Encuentre x y y en términos de a y b.

+ y=0
53. {x Y (@#1)
x+ay=1
+by=0
{‘”‘ 4 (a # b)
x+ y=1
ax + by =1
55. 2-Dp2#0
{bx-i—ay-l (a )
+ by=0
56.0 T TV (a#0,b#0,a#b)
a’x + by =1

APLICACIONES

57. Problema de niimeros Encuentre dos nimeros cuya
suma es 34 y cuya diferencia es 10.

58. Problema de nimeros La suma de dos nimeros es el
doble de su diferencia. El nimero mds grande es 6 mas que el
doble del mds pequefio. Encuentre los nimeros.

59. Valor de monedas Un hombre tiene 14 monedas en su

bolsillo, todas las cuales son de 10 o de 25 centavos. Si el valor
total de su cambio es $2.75, ;cudntas monedas de 10 centavos y

cuantas de 25 centavos tiene?

60. Precio de entrada El precio de entrada a un parque de di-

versiones es $1.50 para nifios y $4.00 para adultos. En cierto

SECCION 10.1

61.

62.

« 63.

64.
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dia, 2200 personas entraron al parque, y los precios de entrada
recolectados sumaron $5050. ;Cudntos nifios y cudntos adultos
entraron?

Gasolinera Una gasolinera vende gasolina regular en $2.20
el galén y gasolina Premium en $3.00 el galdn. Al final del dia
se vendieron 280 galones de gasolina y los recibos totalizaron
$680. ;Cudntos galones de cada tipo se vendieron?

Puesto de frutas Un puesto de frutas vende dos varieda-
des de fresas: estdndar y de lujo. Una caja de fresas estdndar se
vende en $7 y una de lujo se vende en $10. En un dia, el puesto
vende 135 cajas de fresas en un total de $1100. ;Cuéntas cajas
de cada tipo se vendieron?

Velocidad de un avién Un hombre vuela en un pequefio
avion de Fargo a Bismarck, Dakota del Norte, una distancia de
180 millas. Debido a que hizo el vuelo con un viento de frente,
el viaje le lleva 2 horas. En el viaje de regreso, el viento todavia
estd soplando con la misma velocidad, de modo que el viaje le
lleva sélo 1 h 12 min. ;Cudl es la velocidad del piloto con
viento en calma, y con qué velocidad sopla el viento?

Velocidad de un bote Un bote en un rio navega aguas
abajo entre dos puntos, a 20 millas de distancia, en una hora. El
viaje de regreso contra la corriente toma 2% horas. ;Cual es la ve-
locidad del bote, y con qué velocidad se mueven las aguas del rio?

Nutricion Una investigadora realiza un experimento para
probar una hipédtesis donde intervienen los nutrientes niacina y
retinol. Ella alimenta a un grupo de ratas de laboratorio con una
dieta diaria de precisamente 32 unidades de niacina y 22,000
unidades de retinol. Ella usa dos tipos de alimentos comerciales
en forma de pastillas. El alimento A contiene 0.12 unidades de
niacina y 100 unidades de retinol por gramo; el alimento B con-
tiene 0.20 unidades de niacina y 50 unidades de retinol por
gramo. ;Cudntos gramos de cada alimento les da ella al grupo
de ratas diariamente?
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66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

Mezclas de café Un cliente en una cafeteria compra una
mezcla de dos clases de café: Kenia, que cuesta $3.50 la libra, y
Sri Lanka, que cuesta $5.60 la libra. El compra 3 libras de la
mezcla, que le cuestan $11.55. ;Cudntas libras de cada clase en-
traron en la mezcla?

Problema de mezclas Un quimico tiene dos grandes con-
tenedores de solucion de acido sulfirico, con diferentes concen-
traciones de dcido en cada contenedor. La mezcla de 300 mL de
la primera solucién y 600 mL de la segunda le da una mezcla
que es 15% dacida, mientras que si mezcla 100 mL de la primera
y 500 mL de la segunda le da una mezcla 124% é4cida. ;Cudles
son las concentraciones de dcido sulfirico en los recipientes ori-
ginales?

Problema de mezclas Una bidloga tiene dos soluciones
de salmuera, una contiene 5% de sal y otra contiene 20% de sal.
(Cudntos mililitros de cada solucién debe ella mezclar para ob-
tener 1 L de una solucién que contenga 14% de sal?

Inversiones Una mujer invierte un total de $20,000 en dos
cuentas, una paga 5% y la otra paga 8% de interés simple al
afio. El interés anual que ella percibe es $1180. ;Cudnto invirti6
a cada tasa?

Inversiones Un hombre invierte sus ahorros en dos cuentas,
una paga 6% y la otra paga 10% de interés simple al afio. El
pone el doble en la cuenta que rinde menos porque es de menos
riesgo. El interés que €l percibe es $3520. ;Cudnto invirti6 a
cada tasa?

Distancia, velocidad y tiempo Juan y Maria salen de su
casa al mismo tiempo y en auto se dirigen en direcciones opues-
tas. Juan maneja a 60 mi/h y viaja 35 millas mas que Maria,
quien maneja a 40 mi/h. El viaje de Marfa toma 15 minutos
mas que a Juan. ;Durante cudnto tiempo manejan ellos?

Ejercicio aerébico Una mujer se mantiene en forma ha-
ciendo ejercicio en bicicleta y corriendo todos los dias. El lunes
ella pasa 1% horas en cada una de esas actividades, cubriendo un
total de 124 millas. El martes corre durante 12 minutos y anda
en bicicleta 45 minutos, cubriendo un total de 16 millas. Supo-
niendo que su velocidad para correr y andar en bicicleta no
cambian de un dfa a otro, encuentre esas velocidades.

Problema de niimeros La suma de los digitos de un ni-
mero de dos digitos es 7. Cuando los digitos se invierten, el
nimero aumenta en 27. Encuentre el ndmero.

74. Area de un triangulo Encuentre el rea del tridngulo que

se encuentra en el primer cuadrante (con la base sobre el eje x)
y que estd limitado por las rectas y = 2x — 4y y = —4x + 20.

YA
y=2x—4

y=—4x +20

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

75. La recta de minimos cuadrados La recta de minimos

cuadrados o recta de regresion es la recta que mejor se ajusta a
un conjunto de puntos en el plano. Estudiamos esta recta en el
Enfoque sobre modelado que sigue al Capitulo 1 (vea pagina
130.) Mediante célculo, se puede demostrar que la recta que
mejor se ajusta a los n puntos de datos (x;, y,), (x2 ¥2)s - -« « 5 (%,
v, es larectay = ax + b, donde los coeficientes a y b satisfa-
cen el siguiente par de ecuaciones lineales. (La notacién Si-1 x;
representa la suma de todas las x. En la Seccién 12.1 vea una
descripcién completa de la notacién (X).)

(Exk>a + nb = Eyk

=1 =1

(Z)o+(Zu)p= Sn
=1 =1 =1

Use estas ecuaciones para hallar la recta de minimos cuadrados
para los siguientes puntos de datos.

(L, 3), (3,0),

Trace los puntos y su recta para confirmar que la recta se ajusta
bien a estos puntos. Si su calculadora calcula regresion lineal,
vea si le da la misma recta que las férmulas.

(2,5), (5,6), (7,9)

10.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON VARIAS INCOGNITAS

Solucion de un sistema lineal » El nimero de soluciones de un sistema lineal
» Modelado de un problema financiero usando un sistema lineal

Una ecuacién lineal con n incognitas es una ecuacion que se puede poner en la forma

ax; + ax, +--+ax,=c

donde ay, ay, . . ., a, y ¢ son nimeros reales, y x;, x,, . . . , X, son las incégnitas. Si s6lo tenemos
tres o cuatro incognitas, en general usamos x, y, z y w en lugar de x;, x,, x3, y x,. Tales ecua-
ciones se llaman lineales porque si tenemos sélo dos incognitas, la ecuacién es ax +
a,y = ¢, que es la ecuacién de una recta. A continuacién veamos algunos ejemplos de ecua-
ciones con tres incégnitas que ilustran la diferencia entre ecuaciones lineales y no lineales.
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3.1 FUNCIONES Y MODELOS CUADRATICOS

Las expresiones de polinomios estdn
definidas en la Seccién 1.3.

Para una definicién geométrica de pa-
rabolas, vea la Seccion 11.1.

Graficar funciones cuadraticas usando la forma normal P Valores maximo y
minimo de funciones cuadraticas » Modelado con funciones cuadrdticas

Una funcién polinomial es una funcién que estd definida por una expresién con polinomios.
Entonces una funcién polinomial de grado n es una funcion de la forma

P(x) = ax"+ a, x" '+ -+ ax + a
Ya hemos estudiado funciones polinomiales de grados 0 y 1. Estas son funciones de la

forma P(x) = ay y P(x) = ax + ay, respectivamente, cuyas gréficas son rectas. En esta sec-
cion estudiamos funciones de grado 2 que reciben el nombre de funciones cuadréticas.

FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcion cuadratica es una funcién polinomial de grado 2. Entonces, una
funcion cuadratica es una funcién de la forma

f(x) = ax* + bx + c, a#0

Vemos en esta seccion la forma en que las funciones cuadréticas modelan muchos fenéme-
nos reales. Empecemos por analizar las graficas de funciones cuadraticas.

V Graficar funciones cuadraticas usando la forma normal

Si tomamos @ = 1y b = ¢ = 0 en la funcién cuadrtica f(x) = ax* + bx + ¢, obtenemos
la funcién cuadrética f(x) = x% cuya gréfica es la pardbola graficada en el Ejemplo 1 de la
Seccidn 2.2. De hecho, la grifica de cualquier funcién cuadrética es una parabola; puede
obtenerse de la grafica de f(x) = x” por las transformaciones dadas en la Seccién 2.5.

FORMA NORMAL DE UNA FUNCION CUADRATICA
Una funcién cuadrética f(x) = ax? + bx + c puede expresarse en la forma normal
f(x) =alx — h)? + k

completando el cuadrado. La gréfica de f es una pardbola con vértice (A, k); la
pardbola abre hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo sia < 0.

yA YA

Vértice (b, k)

g J
i /‘\
"~ Vértice (1, k) ;
0 h X
0 X

h
fx)=alx —h?>+k a>0 fx)=alx—h>+k a<0

EJEMPLO 1 | Forma normal de una funcidn cuadrética

Sea f(x) = 2x* — 12x + 23.
(a) Exprese fen forma normal. (b) Trace la grafica de f.



Completar el cuadrado se estudia en la
Seccién 1.5.

f(x)

=2x—3)>2+5

El vértice es (3,5)
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SOLUCION

(a) Como el coeficiente de x* no es 1, debemos factorizar este coeficiente de los términos
que contienen x antes de completar el cuadrado.

flx) =2x* — 12x + 23

=2(x* — 6x) + 23 Factorice 2 de los términos en x

— 2(x2 — 6x + 9) +23-2.9 Complf:te e'l Cuzlqradoz sume 9 dentro
de paréntesis, reste 2 - 9 fuera

=2(x—3)*+5 Factorice y simplifique

La forma normal es f(x) = 2(x — 3)* + 5.

(b) La forma normal nos dice que obtenemos la grifica de f al tomar la pardbola y = x?,
desplazdndola 3 unidades a la derecha, alargandola en un factor de 2 y moviéndola
5 unidades hacia arriba. El vértice de la pardbola estd en (3, 5), y la pardbola abre hacia
arriba. Alargamos la gréfica de la Figura 1 observando que el punto de interseccién en

yes f(0) =

flx)=2(x—=3)%*+5

Vértice (3, 5)

| | | |
T T T T T T T >

0] 3 X
FIGURA 1
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 13 [ |

V Valores maximo y minimo de funciones cuadraticas

Si una funcién cuadritica tiene vértice (h, k), entonces la funcién tiene un valor minimo en
el vértice si su grafica abre hacia arriba y valor maximo en el vértice si su grafica abre hacia
abajo. Por ejemplo, la funcién graficada en la Figura 1 tiene valor minimo 5 cuando x = 3,
porque el vértice (3, 5) es el punto mds bajo en la grafica.

VALOR MAXIMO O MiNIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA

Sea f una funcién cuadrética con forma estindar f(x) = a(x — h)* + k. El
valor maximo o minimo de f ocurre en x = A.

Sia > 0, entonces el valor minimo de fes f(h) = k.

Sia < 0, entonces el valor maximo de fes f(h) = k.

VA VA
Maximo
k =+
k —+
Minimo
‘ 0
0 h x / \

f(x)=alx —h?+ka>0 fx)=alx—h?+ka<0
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Valor

4 minimo 4
0 3 X
FIGURA 2
Yhi1 9
5

) Valor maximo %

[T

FIGURA 3 Grifica de
fix) = —x*+x+2

X

EJEMPLO 2 | Valor minimo de una funcién cuadratica
Considere la funcién cuadratica f(x) = 5x* — 30x + 49.

(a) Exprese fen forma normal.

(b) Trace la grafica de f.

(¢) Encuentre el valor minimo de f.

SOLUCION

(a) Para expresar esta funcién cuadritica en forma normal, completamos el cuadrado.
f(x) = 5x* — 30x + 49

=5(x* — 6x) + 49 Factorice 5 de términos en x

Complete el cuadrado: sume 9
dentro de paréntesis, reste 5 - 9 fuera

=5x*—6x+9)+49 —5-9
=5x—-3)+4 Factorice y simplifique

(b) La grifica es la pardbola que tiene su vértice en (3, 4) y abre hacia arriba, como se ve
en la Figura 2.

(¢) Como el coeficiente de x* es positivo, f tiene un valor minimo. El valor minimo es
fB3) =4

& _ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 25 |

EJEMPLO 3 | Valor maximo de una funcién cuadratica

Considere la funcién cuadrdtica f(x) = —x* + x + 2.
(a) Exprese fen forma normal.
(b) Trace la gréfica de f.

(¢) Encuentre el valor mdximo de f.
SOLUCION
(a) Para expresar esta funcién cuadrética en forma normal, completamos el cuadrado.

fx)=—=x*+x+2

—()c2 —x)+2 Factorice —1 de los términos en x

Complete el cuadrado: Sume j dentro
de paréntesis, reste (— 1) fuera

—(—x D) 2 (-1
= —(x - %)2 + % Factorice y simplifique

(b) De la forma normal vemos que la gréfica es una parabola que abre hacia abajo y tiene
vértice (% %). Como ayuda para trazar la gréafica, encontramos los puntos de intersec-
cién. El punto de interseccion en y es f(0) = 2. Para hallar los puntos de interseccién
en x, hacemos f(x) = 0 y factorizamos la ecuacién resultante.

—x>+x+2=0 Haga y=0
X=x—-2=0 Multiplique por -1
x=2)x+1)=0 Factorice

Asi, los puntos de interseccién en x son x = 2y x = —1. La gréfica de f se traza en la

Figura 3.

(¢) Como el coeficiente de x* es negativo, f tiene un valor méximo, que es f(%) = %.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

Expresar una funcién cuadrética en forma normal nos ayuda a trazar su grafica asi como
a hallar su valor mdximo o minimo. Si estamos interesados en hallar el valor maximo o
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minimo, entonces existe una féormula para hacerlo. Esta formula se obtiene completando el
cuadrado para la funcién cuadrética general como sigue:

f(x) = ax*+ bx + ¢

b
a <x2 +—x ] +c Factorice a de los términos en x
a

5

b
Complete el cuadrado: sume —;

b b? b* ta’
- 2, 9 o _ . e e
=alx"t-—x+t— ] +tc—a 5 dentro de paréntesis, reste

a 4a 4a 2

b
a<f,> fuera

b 2 bz 4a-

=alx+— ) +c—— Factorice
( 2a ) 4a
Esta ecuacién estd en forma normal con h = —b/(2a) y k = ¢ — b*/(4a). Como el valor

maximo o minimo se presenta en x = h, tenemos el siguiente resultado.

VALOR MAXIMO O MiNIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA

El valor mdximo o minimo de una funcién cuadrética f(x) = ax* + bx + ¢
se presenta en

X = —

Si a > 0, entonces el valor minimo es f (

“\w N‘w Q|
~

Si a < 0, entonces el valor maximo es f(

EJEMPLO 4 | Hallar valores maximo y minimo de funciones
cuadraticas

4 Encuentre el valor maximo o minimo de estas funciones cuadraticas.
(@) f(x) =x* + 4x (b) glx) = —2x* +4x — 5
) SOLUCION

(a) Esta es una funcién cuadrdtica con a = 1 y b = 4. Entonces, el valor mdximo o mi-
nimo se presenta en

_ = =—-——"= -2
6 R Y

El valor minimo
ocurre en x = —2. Como a > 0, la funcion tiene el valor minimo.

f(-2) = (-2 + 4(-2) = ~4

1 (b) Esta es una funcién cuadrética con a = —2 y b = 4. Entonces, el valor maximo o mi-
O L A nimo se presenta en
T T T T b 4 1

X = — =
2a 2:(=2)
Como a < 0, la funcidn tiene el valor mdximo

6 f(1) = =2(1)*+4(1) = 5= -3

El valor médximo * _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 33 Y 35 ]

ocurre en x = 1.
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15

40

El rendimiento maximo
ocurre a 42 mi/h.

70

Funciones polinomiales y racionales

V¥ Modelado con funciones cuadraticas

Estudiamos algunos ejemplos de fendmenos reales que son modelados por funciones
cuadraticas. Estos ejemplos y los ejercicios de Aplicacion para esta secciéon presentan
parte de la variedad de situaciones que de manera natural son modelados por funciones
cuadraticas.

EJEMPLO 5 | Rendimiento méaximo en kilometraje de un auto

La mayor parte de los autos dan su mejor rendimiento en kilometraje cuando corren a una
velocidad relativamente baja. El rendimiento M para cierto auto nuevo estd modelado por la
funcién

1
M(s) = —gs2+3s—31, 15=5s=70

donde s es la rapidez en mi/h y M se mide en mi/gal. ;Cudl es el mejor rendimiento del auto
y a qué velocidad se obtiene?

SOLUCION  La funcién M es una funcién cuadrdtica con @ = —5 y b = 3. Entonces,
su valor maximo ocurre cuando

b 3

2 2(—4)

s =

El méximo es M(42) = —%(42)* + 3(42) — 31 = 32. Por lo tanto, el mejor rendi-
miento del auto es de 32 mi/gal, cuando estd corriendo a 42 mi/h.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 67 |

EJEMPLO 6 | Maximizar ingresos por venta de boletos

Un equipo de hockey juega en una cancha que tiene capacidad para 15,000 espectadores.
Con el precio del boleto a $14, el promedio de asistencia en juegos recientes ha sido de
9500. Un estudio de mercado indica que por cada ddlar que baje el precio del boleto, el
promedio de asistencia aumenta en 1000.

(a) Encuentre una funcién que modele el ingreso en términos del precio de boletos.
(b) Encuentre el precio que lleve al maximo el ingreso por venta de boletos.

(¢) (Qué precio del boleto es tan alto que nadie asiste y por lo tanto no se generan ingresos?

SOLUCION

(a) Exprese verbalmente el modelo. El modelo que buscamos es una funcién que dé el
ingreso para cualquier precio del boleto.

ingreso = precio del boleto X asistencias

Escoja la variable. Hay dos cantidades que varfan: precio del boleto y asistencia.
Como la funcién que buscamos depende del precio, hacemos

x = precio del boleto

A continuacién, expresamos la asistencia en términos de x.

Verbalmente En algebra
Precio del boleto X

Cantidad que baja precio del boleto 14 — x

Aumento en asistencia 1000(14 — x)

Asistencia 9500 + 1000(14 — x)



150,000

25

0

La asistencia maxima ocurre cuando
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Establezca el modelo. EI modelo que buscamos es la funcién R que da el ingreso
para un determinado precio de boleto x.

ingreso = precio del boleto X asistencias

R(x) = x X [9500 + 1000(14 — x)]
R(x) = x(23,500 — 1000x)
R(x) = 23,500x — 1000x?
(b) Use el modelo. Como R es funcién cuadrética con a = —1000 y b = 23,500, el

maximo ocurre en

b 23,500
X= = =[] 75
2 2(—1000)

Por lo tanto, el precio de boleto de $11.75 da el mdximo ingreso.
(¢) Use el modelo. Deseamos hallar el precio del boleto por el que R(x) = 0.
23,500x — 1000x? = HagaR(x) =0
23.5x —x*=0  Dividaentre 1000
x(235-x)=0 Factorice
x=0 o x=235 Despeje x

Por lo tanto, de acuerdo con este modelo, el precio del boleto de $23.50 es simple-
mente demasiado alto; a ese precio, nadie va a ver jugar a su equipo. (Desde luego, el
ingreso también es cero si el precio del boleto es cero.)

el precio del boleto es $11.75. “ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 77 |
3.1 EJERCICIOS
CONCEPTOS yf(3) = ____es el valor (minimo/maximo)
de f.

1. Para poner la funcién cuadratica f(x) = ax’ + bx + ¢ en forma

normal, completamos el

2. La funcién cuadrética f(x) = a(x — h)* + k estd en forma nor- HABILIDADES
mal. 5-8 m Nos dan la gréfica de una funcién cuadritica f. (a) Encuentre
(a) La gréfica de fes una pardbola con vértice (__, ). lgs coordenadas del vértice. (b) Er}cuentre el valor maximo o mi-
nimo de f. (¢) Encuentre el dominio y rango de f.
(b) Sia > 0, la grifica de f abre hacia . En este caso .
5. f(x) = —x*+6x—5 6. f(x) = —5x* —2x+6
Sf(h) = k es el valor de f.
(¢) Sia <0, la grifica de f abre hacia . En este caso Y Y
f(h) = k es el valor de f. // A
. La grafica de f(x) = —2(x — 3)* + 5 es una pardbola que abre / 5 \
hacia ,consu vérticeen (___, ),y / \
fQ3) = es el valor (minimo/maximo)____de f. ] / \ / \\
. La grifica de f(x) = —2(x — 3)* + 5 es una pardbola que abre [
0l h X J/ 0] 1 X
hacia ,con su vérticeen (___, ), ! \ / \
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7. f(x) =2x* —4x — 1

8.

flx) =3x* + 6x — 1

49-50 m Nos dan una funcion cuadratica. (a) Use una calculadora
graficadora para hallar el valor madximo o minimo de la funcién

y y cuadratica f, correcta a dos lugares decimales. (b) Encuentre el valor
\ | | | exacto mdximo o minimo de f, y compdrelo con su respuesta de la
\\ II \\ ’ parte (a).
Ut . 49. f(x) = x> + 1.79x — 321
0 0 X 50. f(x) =1+ x— V2x?
\ 51-54 m Encuentre todos los valores maximo y minimo de la fun-
cién cuya gréfica se muestra.
51. | y 52. y
9-22 m Nos dan una funcién cuadratica. (a) Exprese la funcién \ /
cuadrdtica en forma normal. (b) Encuentre su vértice y su(s) 1 1
punto(s) de interseccion x y y. (¢) Trace su grafica. 5 3
9. f(x) = x*> — 6x 10. f(x) = x> + 8« * / \ *
11. f(x) = 2x* + 6x 12. f(x) = —x* + 10x [ \
SA3 fx) =x*+4x+3 4. f(x) =x>—2x+2 [
15. f(x) = —x* + 6x + 4 16. f(x) = —x* —4x + 4
17. f(x) =2x* + 4x + 3 18. f(x) = —3x* + 6x — 2 53. YA 54. y
19. f(x) =2x* = 20x + 57  20. f(x) =2x"+x—6
21 f(x) = —4x* — 16x+ 3 22, f(x) =61 + 12x — 5 /N /
1 1
0 |
23-32 m Nos dan una funcién cuadrética. (a) Exprese la funcién \ L \ X 0 X
cuadrética en forma normal. (b) Trace su gréifica. (¢) Encuentre su / \ l
valor mdximo o minimo. \ I
23, f(x) =2 + 25 — 1 24, f(x) = x> — 8x + 8 \ /
® 25 f(x) =3x*—6x+ 1 26. f(x) = 5x% + 30x + 4
©27. f(x) = —x*—3x+3 28. f(x) =1—6x—x? #%] 55-62 m Encuentre los valores maximo y minimo locales de la fun-
29. g(x) = 32> — 12x + 13 30. g(x) = 22> + 8x + 11 cién y el valor de x en el que se pre§enta cada uno. Exprese cada
respuesta correcta a dos lugares decimales.
3L A(x)=1—-x—x? 32. h(x) =3 — dx — 4x?
55. f(x) =x* —x
33-42 m Encuentre el valor maximo o minimo de la funcién. 56. f(x) =3 +x+x*—x°
®33 fx)=x*+x+1 3. fx) =1+3x—x? 57. g(x) = x* — 2x3 — 11x?
®.35. f(t) = 100 — 49t — 71 36. f(t) = 10> + 40t + 113 58. g(x) = x° — 8x* + 20x
37. f(s) = s* — 1.2s + 16 38. g(x) = 100x* — 1500x 59. U(x) = xV6 — x
2 — o\ r _ 2
30.hx) =47+ 2w =6 0 f¥) = 5 2047 60. Ulx) = xVx = x
1 —x?
41. f(x) =3 —x — ¥ 42. g(x) = 2x(x — 4) + 7 61 V(x) = —3
1
. . ) Y 62. V(x) =
43. Encuentre una funcién cuya grafica es una parabola con vértice 2 +x+1
(1, —2) y que pasa por el punto (4, 16).
44. Encuentre una funcidn cuya grafica es una pardbola con vértice
3,4 ue pasa por el punto (1, —8).
(-9 que pasa por el punto (1. =8) APLICACIONES
45-48 m Encuentre el dominio y rango de la funcién. 63. Altura de una pelota Si una pelota es lanzada directa-
45. f(x) = —x* + 4x — 3 46. f(x) = x* — 2x — 3 mente hacia arriba con una velocidad de 40 pies/s, su altura (en

47. f(x) = 2x* + 6x — 7

pies) después de ¢ segundos estd dada por y = 40t — 162, ;Cudl

48. f(x) = =3x + 6x + 4 es la altura méxima alcanzada por la pelota?



64.

65.

66.

* 67.

68.

69.

Trayectoria de un balén Un balén es lanzado por un
campo desde una altura de 5 pies sobre el suelo, a un dngulo de
45° con la horizontal, a una velocidad de 20 pies/s. Puede dedu-
cirse por principios fisicos que la trayectoria del balon estd mo-
delada por la funcién

32

T+ x+5
(20)2)6 X

y=-

donde x es la distancia en pies que el balon ha recorrido hori-

zontalmente.

(a) Encuentre la mdxima altura alcanzada por el balén.

(b) Encuentre la distancia horizontal que el balén ha recorrido
cuando cae al suelo.

5 pieTs"Il :? E

Ingresos Un fabricante encuentra que el ingreso generado
por vender x unidades de cierta mercancia estd dado por la fun-
cién R(x) = 80x — 0.4x%, donde el ingreso R(x) se mide en déla-
res. ;Cudl es el ingreso mdximo, y cudntas unidades deben fa-
bricarse para obtener este maximo?

Ventas Un vendedor de bebidas gaseosas en una conocida
playa analiza sus registros de ventas y encuentra que si vende x
latas de gaseosa en un dia, su utilidad (en délares) esta dada por

P(x) = —0.001x* + 3x — 1800

(Cudl es su utilidad mdxima por dia, y cudntas latas debe ven-
der para obtener una utilidad médxima?

Publicidad La efectividad de un anuncio comercial por tele-
visién depende de cudntas veces lo ve una persona. Después de
algunos experimentos, una agencia de publicidad encontr6 que
si la efectividad E se mide en una escala de 0 a 10, entonces

E(n) = 3n = gon

donde 7 es el nimero de veces que una persona ve un anuncio
comercial determinado. Para que un anuncio tenga maxima
efectividad, ;cudntas veces debe verlo una persona?

Productos farmacéuticos Cuando cierto medicamento
se toma oralmente, la concentracion de la droga en el torrente
sanguineo del paciente después de # minutos estd dada por

C(f) = 0.06t — 0.0002¢*, donde 0 < ¢ = 240 y la concentracién se
mide en mg/L. ;Cudndo se alcanza la maxima concentracién de
suero, y cudl es esa mdxima concentracion?

Agricultura El nimero de manzanas producidas por cada
arbol en una huerta de manzanos depende de la densidad con
que estén plantados los drboles. Si n drboles se plantan en un
acre de terreno, entonces cada drbol produce 900 — 91 manza-
nas. Por lo tanto, el niimero de manzanas producidas por acre es

A(n) = n(900 — 9n)
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(Cudntos darboles deben plantarse por acre para obtener la
maxima produccién de manzanas?

70. Agricultura En cierto vifiedo se encuentra que cada una de
las vides produce unas 10 libras de uvas en una temporada
cuando unas 700 vides estdn plantadas por acre. Por cada vid
individual que se planta, la produccién de cada vid disminuye
alrededor de 1 por ciento. Por lo tanto, el nimero de libras de
uvas producidas por acre estd modelado por

A(n) = (700 + n)10 — 0.01n)

donde n es el nimero de vides adicionales. Encuentre el ndmero
de vides que deben plantarse para llevar al mdximo la produc-
cién de uvas.

71-74 m Use las féormulas de esta seccién par dar una solucién al-
ternativa al problema indicado en Enfoque en el modelado: Mode-
lado con funciones en las paginas 220-221.

71. Problema 21 72. Problema 22
73. Problema 25 74. Problema 24

75. Cercar un corral para caballos Carol tiene 2400 pies de
cerca para cercar un corral rectangular para caballos.
(a) Encuentre una funcién que modele el drea del corral en tér-
minos del ancho x del corral.
(b) Encuentre las dimensiones del rectangulo que lleve al
méximo el drea del corral.

76. Hacer un canal para agua de lluvia Un canal para
agua llovediza se forma doblando hacia arriba los lados de una
ldmina metdlica rectangular de 30 pulgadas de ancho, como se
ve en la figura.

(a) Encuentre una funcién que modele el drea de seccion trans-
versal del canal en términos de x.

(b) Encuentre el valor de x que lleve al mdximo el drea de sec-
cion transversal del canal.

(¢) ;Cual es la mdxima drea de seccion transversal del canal?

X

X

T T e

______ — pulg.
““““ _/LJ
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& 77,

78.

Ingresos en un estadio Un equipo de béisbol juega en

un estadio con capacidad para 55,000 espectadores. Con el pre-

cio del boleto en $10, el promedio de asistencia en partidos re-

cientes ha sido de 27,000. Un estudio de mercado indica que

por cada ddlar que baje el precio del boleto, la asistencia au-

menta en 3000.

(a) Encuentre una funcién que modele el ingreso en términos
del precio del boleto.

(b) Encuentre el precio que lleve al mdximo los ingresos por
venta de boletos.

(¢) (Qué precio del boleto es tan alto como para no generar in-
gresos?

Maximizar utilidades Una sociedad observadora de aves
en cierta comunidad hace y vende alimentadores sencillos de

aves, para recaudar dinero para sus actividades de conservacion.

Los materiales para cada alimentador cuestan $6, y la sociedad

vende un promedio de 20 por semana a un precio de $10 cada

uno. La sociedad ha estado considerando elevar el precio, de

modo que lleva a cabo un estudio y encuentra que por cada dé-

lar de aumento, pierde 2 ventas por semana.

(a) Encuentre una funcién que modele las utilidades semanales
en términos del precio por alimentador.

(b) (Qué precio debe cobrar la sociedad por cada alimentador
para maximizar las utilidades? ;Cuadles son las utilidades
mdximas semanales?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

79.

80.

Vértice y puntos de interseccion x Sabemos que la
grafica de la funcion cuadratica f(x) = (x — m)x — n) es una pa-
rabola. Trace una gréfica aproximada del aspecto que tendria
esa pardbola. ;Cudles son los puntos de interseccion x de la gra-
fica de f? ;Puede el lector saber de su grafica cudl es la coorde-
nada x del vértice en términos de m y n? (Use la simetria de la
pardbola.) Confirme su respuesta al expandir y usar las férmulas
de esta seccion.

Maximo de una funcién polinomial de cuarto
grado Encuentre el valor maximo de la funcién

f)=3+x—x

[Sugerencia: Seat = x.]

3.2 FUNCIONES POLINOMIALES Y SUS GRAFICAS

Graficar funciones polinomiales basicas > Comportamiento final y el término
principal P Uso de ceros para graficar funciones polinomiales » Forma de la
gréfica cerca de un cero > Maximos y minimos locales de funciones polinomiales

En esta seccion estudiamos funciones polinomiales de cualquier grado. Pero antes de traba-
jar con funciones polinomiales, debemos estar de acuerdo con cierta terminologia.

Los niimeros ay, a,, a,, ..

FUNCIONES POLINOMIALES
Una funcion polinomial de grado n es una funcién de la forma
P(x) = ax" + a,_x" '+ -+ ax + a,

donde n es un entero no negativo y a, # 0.

El nimero a, es el coeficiente constante o término constante.

El nimero a,, el coeficiente de la mayor potencia, es el coeficiente principal, y
el término a,x" es el término principal.

g

a, se llaman coeficientes del polinomio.

Con frecuencia nos referimos a funciones polinomiales simplemente como polinomios. El
siguiente polinomio tiene grado 5, coeficiente principal 3 y término constante —6.

Coeficiente
principal 3

Término principal 3x°

Grado 5 Término constante —6

30+ 6t —2x3+ X2+ Tx— 6

Coeficientes 3,6, —2, 1,7 y —6
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4.1 FUNCIONES EXPONENCIALES

Las Leyes de Exponentes se dan en la
pagina 14.

Funciones exponenciales > Graficas de funciones exponenciales P> Interés
compuesto

En este capitulo estudiamos una nueva clase de funciones llamadas funciones exponencia-
les. Por ejemplo,

fo) =2
es una funcién exponencial (con base 2). Observe la rapidez con la que aumentan los valo-
res de esta funcion:

f3)=2"=
£(10) = 21 = 1024
£(30) = 2% = 1,073,741,824

Compare esto con la funcién g(x) = x*, donde ¢(30) = 30> = 900. El punto es que cuando
la variable estd en el exponente, incluso un pequefio cambio en la variable puede causar un
cambio muy grande en el valor de la funcién.

V Funciones exponenciales

Para estudiar funciones exponenciales, primero debemos definir lo que queremos decir por
la expresion @' cuando x es cualquier nimero. En la Seccién 1.2 definimos a* paraa > 0y
X un nimero racional, pero todavia no hemos definido potencias irracionales. Por lo tanto,
(,qué significa 5V 02™ Para definir a* cuando x es irracional, aproximamos x por medio de
ndmeros racionales.

Por ejemplo, dado que

V3 =~ 1.73205. ..
es un ndmero irracional, sucesivamente aproximamos a"” mediante las siguientes potencias
racionales:
a7, g3, g T2, gl TR0 17305

.o . . . ) 3
Intuitivamente, podemos ver que estas potencias racionales de a se acercan mds y mds a a\f.

Se puede demostrar mediante matematicas avanzadas que hay exactamente un nimero al
que estas potencias se aproximan. Definimos que a"* es este nimero.
Por ejemplo, usando calculadora, encontramos

5V3 < 51732
~ 16.2411. ..

Cuantos mds lugares decimales de V'3 usemos en nuestro célculo, es mejor nuestra aproxi-
macién de 5.

Se puede demostrar que las Leyes de Exponentes todavia son verdaderas cuando los
exponentes son niimeros reales.

FUNCIONES EXPONENCIALES
La funcion exponencial con base a estd definida para todos los nimeros reales

X por ) = o
dondea >0ya # 1.

Suponemos que a # 1 porque la funcién f(x) = 1* = 1 es precisamente una funcién
constante. A continuaciéon veamos algunos ejemplos de funciones exponenciales:

fX) =27 gx) =3 h(x) = 10*

Base 2 Base 3 Base 10
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EJEMPLO 1 | Evaluacion de funciones exponenciales

Sea f(x) = 3"y evalde lo siguiente:

@ f(2) ) f(—3)
© f(m) @ f(V2)
SOLUCION  Usamos calculadora para obtener los valores de f.

Tecleo en calculadora Salida
@ f(2)=3"=9 [9]
) f(=3) =37 =04807 [3][~][J[=][2][][3]D][enter ] [0.4807498]
(© flm) =37 = 31.544
@ f(V2) = 3" ~ 47288
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

V Gréficas de funciones exponenciales

Primero graficamos funciones exponenciales al localizar puntos. Veremos que las graficas
de esas funciones tienen una forma facilmente reconocible.

EJEMPLO 2 | Graficado de funciones exponenciales

al localizar puntos

Trace la gréfica de cada funcidn.
1 X
@) flx) =3 (b) g(x) = <3)

SOLUCION  Calculamos valores de f(x) y g(x) y localizamos puntos para trazar las gré-
ficas de la Figura 1.

x f@)=3 | g&)=()
-3 > 27
-2 3 9
-1 3 3
0 1 1
1 3 1
2 9 5
3 27 =

FIGURA 1

Observe que

La reflexion de graficas se explicaen la de modo que hemos obtenido la gréfica de ¢ a partir de la gréfica de f al reflejar en el eje y.

Seccion 2.5.
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 [ |
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La Figura 2 muestra las graficas de la familia de funciones exponenciales f(x) = 2* para
varios valores de la base a. Todas estas grificas pasan por el punto (0, 1) porque @’ = 1

Para ver la rapidez con la que aumenta
fix) = 27, realicemos el siguiente expe-
rimento de pensamiento. Suponga que
empezamos con un trozo de papel de
un milésimo de pulgada de grueso, y lo
doblamos a la mitad 50 veces. Cada
vez que doblamos el papel, se duplica
el grosor de la pila del papel, de modo
que el grosor de la pila resultante serfa
2°°/1000 pulgadas. ;De qué grosor
piensa usted qué es? Resulta que es de
mas de 17 millones de millas.

para toda a # 0. De la Figura 2 se puede ver que hay dos clases de funciones exponenciales:
si 0 < a < 1, la funcién exponencial decrece rdpidamente; si @ > 1, la funcién aumenta
rdpidamente (vea nota al margen).

FIGURA 2 Una familia de funcio-
nes exponenciales

El eje x es una asintota horizontal para la funcién exponencial f(x) = a*. Esto es porque

Vea la Seccién 3.7, pdgina 278, donde
se explica la “notacién de flechas” em-

leada aqui. !
P q guiente.

cuando a > 1, tenemos que a* — 0 cuando x — —o0, y cuando 0 < a < 1, tenemos a* — 0
cuando x — oo (vea Figura 2). También a* > 0 para toda x € R, de modo que la funcién
f(x) = a" tiene dominio R y rango (0, co). Estas observaciones se resumen en el cuadro si-

GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES
La funcién exponencial
flx) = a*

tiene dominio R y rango (0, co). Larecta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal
de f. La grafica de f tiene una de las siguientes formas.

(a>0,a#1)

y

0,1)

y

0]

flx) =a*paraa > 1

X 0] X

flx)=a*para0<a <1

EJEMPLO 3 | Identificar graficas de funciones exponenciales
Encuentre la funcién exponencial f(x) = a* cuya grifica se da.
(CYI (b) y
(2,25)
5 (3.5)



El desplazamiento y reflexion de grafi-
cas se explica en la Seccidon 2.5.
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SOLUCION
(a) Como f(2) = a* = 25, vemos que la base es a = 5. Entonces f(x) = 5"

X

(b) Como f(3) = a® = %, vemos que la base es a = 3. Entonces f(x) = (3)".

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 19 |

En el siguiente ejemplo vemos cdmo graficar ciertas funciones, no localizando puntos
sino tomando las grificas basicas de las funciones exponenciales de la Figura 2, y aplicando
las transformaciones de desplazamiento y reflexién de la Seccién 2.5.

EJEMPLO 4 | Transformaciones de funciones exponenciales

Use la gréfica de f(x) = 2" para trazar la grifica de cada funcién.
@ gx)=1+2* (b) h(x) = —2* (€) k(x) =2"

SOLUCION

(a) Para obtener la grifica de g(x) = 1 + 2%, empezamos con la grifica de f(x) = 2"y la
desplazamos 1 unidad hacia arriba. Observe de la Figura 3(a) que larectay = 1 es
ahora una asintota horizontal.

(b) De nuevo empezamos con la grafica de f(x) = 2%, pero aqui reflejamos en el eje x para
obtener la gréfica de h(x) = —2" que se ve en la Figura 3(b).

(c) Esta vez empezamos con la gréfica de f(x) = 2"y la desplazamos a la derecha 1 uni-
dad para obtener la gréfica de k(x) = 2*"' que se muestra en la Figura 3(c).

Ly =1+2°

Asintota
horizontal

FIGURA 3

(a) (b) (c)

“ (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 25,27 Y 31 |

EJEMPLO 5 | Comparacion de funciones exponenciales
y potencia

Compare la rapidez de crecimiento de la funcién exponencial f(x) = 2*y la funcién de po-
tencia g(x) = x* trazando las gréficas de ambas funciones en los siguientes rectdngulos de
vista.

(a) [0,3] por [0, 8]
(b) [0, 6] por [0, 25]
(¢) [0.20] por [0, 1000]
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FIGURA 4 (@

r Se conoce a veces como tasa nominal
de interés anual.

SOLUCION

(a) La Figura 4(a) muestra que la gréfica de g(x) = x* alcanza, y hasta supera, a la grafica
de f(x) = 2"enx = 2.

(b) El rectangulo de vista mds grande de la Figura 4(b) muestra que la grafica de f(x) = 2*
alcanza a la de g(x) = x* cuando x = 4.

(c) La Figura 4(c) da una vista mds global y muestra que cuando x es grande, f(x) = 2" es
mucho mayor que g(x) = x*.

1000

(b)

© (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 41 |

V Interés compuesto

Las funciones exponenciales se presentan al calcular interés compuesto. Si una cantidad de
dinero P, llamada principal, se invierte a una tasa de interés i por periodo, entonces después
de un periodo el interés es Pi, y la cantidad A de dinero es

A=P+Pi=P+i)

Si el interés se reinvierte, entonces el nuevo principal es P(1 + i), y la cantidad después de
otro perfodo es A = P(1 + i)(1 + i) = P(1 + i)%. Andlogamente, después de un tercer
periodo la cantidad es A = P(1 + i)’. En general, después de k perfodos la cantidad es

A =P +if

Observe que ésta es una funcién exponencial con base 1 + i.

Si la tasa de interés anual es r y si el interés se capitaliza n veces por afio, entonces en
cada periodo la tasa de interés es i = r/n, y hay nt periodos en ¢ afos. Esto lleva a la si-
guiente férmula para la cantidad después de ¢ afios.

INTERES COMPUESTO

El interés compuesto se calcula con la férmula

At) = P(l " ;)t

donde A(t) = cantidad después de 7 afios
P = principal

r = tasa de interés por afio

n = ndmero de veces que el interés se capitaliza por afio
t

numero de afos

EJEMPLO 6 | Calculo de interés compuesto

Una suma de $1000 se invierte a una tasa de interés de 12% al afio. Encuentre las cantidades
en la cuenta después de 3 afios si el interés se capitaliza anual, semestral, trimestral, men-
sualmente y a diario.



El interés simple se estudia en la
Seccién 1.6.

4.1 EJERCICIOS
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SOLUCION  Usamos la férmula de interés compuesto con P = $1000, r = 0.12y t = 3.

Capitalizacion n Cantidad después de 3 afios
12\'®)
Anual 1 1000(1 + OT) = $1404.93
0.12\%)
Semestral 2 1000(1 + T) = $1418.52
12°\*)
Trimestral 4 1000(1 + T) = $1425.76
0.12\*®
Mensual 12 1000(1 + ?) = $1430.77
0.121) %)
Diario 365 1000(1 + ﬁ) = $1433.24
“ _ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 51 [ |

Si una inversién gana interés compuesto, entonces el rendimiento en porcentaje anual
(APY) es la tasa de interés simple que rinde la misma cantidad al término de un afio.
EJEMPLO 7 | Calculo del rendimiento en porcentaje anual

Encuentre el rendimiento en porcentaje anual para una inversion que gana interés a una tasa
de 6% por afio, capitalizado a diario.

SOLUCION  Después de un afio, un principal P crecerd a

0.06 %
A=P|l 1+ —— = P(1.06183
( 365 ) ( )
La férmula para el interés simple es
A=P( +r)

Comparando, vemos que 1 + r = 1.06183, entonces r = 0.06183. Por lo tanto, el rendi-
miento en porcentaje anual es $6.183.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 57 |

CONCEPTOS 1I y
1. La funcién f(x) = 5* es una funcién exponencial con
base f(=2) = )
A= yfe=___. i ;
2. Relacione la funcién exponencial con su gréfica.
@ flx) =2'
(b) flx) =27
(©) f(x)=-2 11 y v y
d) f(x)=—-27"
2 2




308 CAPITULO 4 | Funciones exponenciales y logaritmicas

3. (a) Para obtener la gréfica de ¢g(x) = 2* — 1, empezamos con la

gréfica de f(x) = 2"y la desplazamos (hacia
arriba/abajo) 1 unidad.

(b) Para obtener la grifica de A(x) = 2*', empezamos con la
gréfica de f(x) = 2y la desplazamos (ala
izquierda/derecha) 1 unidad.

4. En la formula A(r) = P(1 + £)" para interés compuesto las

letras P, r, n'y t representan

y , respectivamente, y A(f) representa . Por

lo tanto, si se invierten $100 a una tasa de interés de 6%
capitalizado trimestralmente, entonces la cantidad después

de 2 afios es

HABILIDADES

5-10 m Use calculadora para evaluar la funcién en los valores indi-

cados. Redondee sus respuestas a tres decimales.

S5 flx) = 4y f<0-5),f<\f2>,f(—w),f(%)
fx) = f(—l-S),f<\/§),f(e),f(—%)
7. g(x) = (%) : ), 9(V5), g(2m), g(—3)

8. g(x) = ()™ ), 9(V712),9(1/7), 4(3)

9-14 m Trace la gréfica de la funcién haciendo una tabla de valores.

Use calculadora si es necesario.

9. f(x) =2* 10. g(x) = 8*
1. f(x) = ()" 12. A(x) = (1.1)*
13. g(x) = 3(1.3) 14. h(x) = 2(3)'

15-18 m Grafique ambas funciones en un conjunto de ejes.

S5 f(x) =27y glx) = 27
16. f(x) =37y g(x) = (3)"
17. f(x) = 4% y g(x) = 7"
18. f(x) = ()" y g(x) = (3)

? 4

19-22 m Encuentre la funcién exponencial f(x) = a* cuya grdfica
nos dan.

19. 20.

<Y

0 4
=Y

21. 22.
y Yy
(_3’8)
1 1
2,
— ;(,16),, e I T—,
3 0] 3 x 3 0] 3 x

23-24 m Relacione la funcién exponencial con una de las gréficas
marcadas I o II.

23. f(x) = 57! 24, f(x) =5+ 1

I y II y

4 4 4 4

SR R

25-36 m Grafique la funcidn, no localizando puntos sino empezando
desde las graficas de la Figura 2. Exprese el dominio, rango y asin-
tota.

®25. f(x) = =37 26. f(x) = 107"
27. g(x) =2-3 28. g(x) =2
29. h(x) =4 + (3)° 30. h(x) = 6 — 3*
® 31 f(x) = 105 2. fx) = —(3)
3B.y=5"+1 H.ogx)=1-3"
35.y=3-10" 36. h(x) =27+ 1

37. (a) Trace las gréficas de f(x) = 2°y g(x) = 3(2").
(b) (Como estan relacionadas estas graficas?

38. (a) Trace las gréficas de f(x) = 2°y g(x) = 3~
(b) Use las Leyes de Exponentes para explicar la relacién entre
estas graficas.

39. Compare las funciones f(x) = x° y g(x) = 3* al evaluarlas ambas
parax =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 15, y 20. A continuacién
trace las gréficas de /'y g en el mismo conjunto de ejes.

40. Sif(x) = 10%, demuestre que

flx + h}i — &) 10*( 10"h— 1).

. (a) Compare la rapidez de crecimiento de las funciones f(x) = 2*
y g(x) = x° al trazar las gréficas de ambas funciones en los
siguientes rectangulos de observacion.

(i) [0, 5] por [0, 20]
(i) [0,25] por [0, 107]
(i) [0, 50] por [0, 10*]
(b) Encuentre las soluciones de la ecuacién 2° = x°, redondea-
das a un lugar decimal.



42. (a) Compare la rapidez de crecimiento de las funciones f(x) =3
y g(x) = x* trazando las graficas de ambas funciones en los
siguientes rectangulos de vista:

(i) [—4, 4] por |0, 20]
(i) [0, 10] por [0, 5000]
(i) [0, 20] por [0, 105]

(b) Encuentre las soluciones de la ecuacion 3* = 4, redondeada
a dos lugares decimales.

¥ 43-44 m Trace dos gréficas de la familia de funciones dada para

T ¢=025,05,1,2, 4. (Cémo estdn relacionadas las gréaficas?

43. f(x) = 2* 44. f(x) =22

%] 45-46 m Encuentre, redondeados a dos lugares decimales, (a) los

intervalos en los que la funcidn es creciente o decreciente y (b) el
rango de la funcién.

45. y =10~ 46. y = x2*

APLICACIONES

47. Crecimiento de bacterias Un cultivo de bacterias con-
tiene 1500 bacterias inicialmente y se duplica en cada hora.
(a) Encuentre una funcién que modele el nimero de bacterias
después de ¢ horas.
(b) Encuentre el nimero de bacterias después de 24 horas.

48. Poblacion de ratones Cierta raza de ratones fue introdu-
cida en una pequefia isla, con una poblacidn inicial de 320 rato-
nes, y los cientificos estiman que la poblacién de ratones se du-
plica cada afio.

(a) Encuentre una funcién que modele el nimero de ratones
después de ¢ afios.
(b) Estime la poblacion de ratones después de 8 afios.

49-50 m Interés compuesto Una inversion de $5000 se depo-
sita en una cuenta en la que el interés se capitaliza mensualmente.
Complete la tabla escribiendo las cantidades a las que crece la inver-
sion en los tiempos indicados o tasas de interés.

49. r = 4% 50. t = 5 afios
Tiempo Tasa
(afios) | Cantidad por afo | Cantidad
1 1%
2 2%
3 3%
4 4%
5 5%
6 6%

* .51. Interés compuesto Si se invierten $10,000 a una tasa de
interés del 3% al aflo, capitalizada semestralmente, encuentre el
valor de la inversién después del nimero dado de afios.

(a) 5 afos (b) 10 afios (¢) 15 afios

52. Interés compuesto Si se invierten $2500 a una tasa de in-
terés del 2.5% por aflo, capitalizado a diario, encuentre el valor
de la inversion después del nimero dado de afios.

(a) 2 anos (b) 3 anos (¢) 6 afios
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53. Interés compuesto Si se invierten $500 a una tasa de in-
terés del 3.75% por afio, capitalizado trimestralmente, encuentre
el valor de la inversién después del nimero dado de afios.

(a) 1 ano (b) 2 afios (¢) 10 afios

54. Interés compuesto Si se invierten $4000 a una tasa de in-
terés del 5.75% por aio, capitalizado trimestralmente, encuentre
la cantidad adeudada al término del nimero dado de afios.

(a) 4 anos (b) 6 afios (c) 8 afios

55-56 m Valor presente El valor presente de una suma de di-
nero es la cantidad que debe ser invertida ahora, a una tasa de inte-
rés dada, para producir la suma deseada en una fecha posterior.

55. Encuentre el valor presente de $10,000 si se paga interés a ra-
z6n de 9% al afio, capitalizado semestralmente, durante 3 afios.

56. Encuentre el valor presente de $10,000 si se paga interés a ra-
z6n de 8% al afio, capitalizado mensualmente, durante 5 afios.

57. Rendimiento en porcentaje anual Encuentre el rendi-
miento en porcentaje anual para una inversiéon que gana 8% por
afio, capitalizado mensualmente.

58. Rendimiento en porcentaje anual Encuentre el rendi-
miento en porcentaje anual para una inversién que gana 5%
por afio, capitalizado trimestralmente.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

59. Crecimiento de una funcion exponencial Suponga-
mos que al lector le ofrecen un trabajo que dura un mes, y que
estard muy bien pagado. ;Cuadl de los siguientes métodos de
pago es mds rentable para ¢é1?

(a) Un mill6n de délares al final del mes.

(b) Dos centavos el primer dia del mes, 4 centavos el segundo
dia, 8 centavos el tercer dia, y en general, 2" centavos en el
n dfa.

60. Altura de la grafica de una funcion exponencial
El profesor de matematicas pide al lector que trace una grafica
de la funcién exponencial

f)=2"
para x entre 0 y 40, usando una escala de 10 unidades a 1

pulgada. ;Cuadles son las dimensiones de la hoja de papel que
necesitard para trazar esta grafica?

PROYECTO DE
DIV 1 (ol Explosiéon exponencial

En este proyecto exploramos un ejemplo acerca de como mone-
das de a centavo que nos ayudan a ver como funciona el creci-
miento exponencial. Se puede ver el proyecto en el sitio web del
libro acompanante: www.stewartmath.com
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4.2 LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

© Garry McMichael/Photo Researchers, Inc.

El Gateway Arch (Arco de Entrada) en
St. Louis, Missouri, tiene la forma de la
grafica de una combinacion de funcio-
nes exponenciales (no una paréabola,
como podria parecer al principio). Es-
pecificamente, es una catenaria, que es
la gréfica de una ecuacion de la forma

y =aE™* + e

(vea Ejercicio 17). Esta forma se escogid
porque es 6ptima para distribuir las
fuerzas estructurales internas del arco.
Cadenas y cables suspendidos entre
dos puntos (por ejemplo, los tramos de
cable entre pares de postes teleféni-
cos) cuelgan en forma de catenaria.

La notacion fue escogida por Leonhard
Euler (vea pagina 266), probablemente
por es la primera letra de la palabra ex-
ponencial.

El nimero e P La funcién exponencial natural » Interés capitalizado
continuamente

Cualquier nimero positivo se puede usar como base para una funcién exponencial. En esta
seccion estudiamos la base especial e, que es conveniente para aplicaciones donde inter-
viene Célculo.

VY El nimero e

El nimero e se define como el valor al que se aproxima (1 + 1/n)' cuando n se hace grande.
(En Célculo, esta idea se hace mds precisa por medio del concepto de un limite. Vea el
Capitulo 13.) La tabla siguiente muestra los valores de la expresion (1 + 1/n)' para valores
cada vez mds grandes de n.

n ( 1+ 1)
n
1 2.00000
5 2.48832
10 2.59374
100 2.70481
1000 2.71692
10,000 2.71815
100,000 2.71827
1,000,000 2.71828

Es evidente que, aproximado a cinco lugares decimales, ¢ = 2.71828; de hecho, el valor
aproximado a 20 lugares decimales es

e =~ 2.71828182845904523536

Se puede demostrar que e es un nimero irracional, de modo que no podemos escribir su
valor exacto en forma decimal.

V La funcidn exponencial natural

El ndmero e es la base para la funcién exponencial natural. ;Por qué usamos una base tan
extrafia para una funcién exponencial? Podria parecer que con una base como el 10 es mas
facil trabajar. Veremos, no obstante, que en ciertas aplicaciones el niimero e es la mejor base
posible. En esta seccién estudiamos cdmo se presenta el nimero e en la descripcion de in-
terés compuesto.

LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

La funcién exponencial natural es la funcién exponencial
flx) = e

Con base e. Es frecuente llamarla /a funcién exponencial.

\

FIGURA 1 Gréfica de la funcién
exponencial natural

Como 2 < e < 3, la gréfica de la funcién exponencial natural estd entre las graficas de
y =2"yy = 3" como se ve en la Figura 1.

Innumerables calculadoras cientificas tienen una tecla especial para la funcién f(x) = €.
Usamos esta tecla en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 1 | Evaluacion de la funcion exponencial

Evalde cada expresion redondeada a cinco lugares decimales.

(a) e3 (b) 28_0'53 (C) e4.8

SOLUCION  Usamos la tecla de una calculadora para evaluar la funcién exponencial.
(a) ¢ =~ 20.08554 (b) 2¢ %% =~ 1.17721 (©) *® =~ 121.51042

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 3 |

EJEMPLO 2 | Transformaciones de la funcion exponencial

Trace la gréfica de cada funcidn.
@ f(x)=¢* (b) g(x) = 3e™>

SOLUCION

(a) Empezamos con la grafica de y = ¢' y reflejamos en el eje y para obtener la grafica de
y = e " como en la Figura 2.

(b) Calculamos varios valores, localizamos los puntos resultantes y luego enlazamos los
puntos con una curva sin irregularidades. La gréfica se ilustra en la Figura 3.

x fx) = 3"
-3 0.67
-2 1.10
-1 1.82
0 3.00
1 4.95
2 8.15
3 13.45
FIGURA 3
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 5Y 7 |

EJEMPLO 3 | Un modelo exponencial para la propagacién
de un virus
Una enfermedad infecciosa empieza a propagarse en una ciudad pequefia de 10,000 habi-

tantes. Después de ¢ dias, el nimero de personas que han sucumbido al virus estd modelado

por la funcién
10,000

) = —mMmm
Y0 = 53 Taase 0
(a) ¢Cuantas personas infectadas hay inicialmente (tiempo t = 0)?

(b) Encuentre el nimero de personas infectadas después de un dfa, dos dias y cinco dias.

(¢) Grafique la funcién vy describa su comportamiento.

SOLUCION
(a) Como »(0) = 10,000/(5 + 1245e0) = 10,000/1250 = 8, concluimos que 8 perso-
nas inicialmente tienen la enfermedad.

(b) Usando calculadora, evaluamos v (1), v(2) y v (5) y a continuacién redondeamos para
obtener los siguientes valores.

Dias Personas infectadas
1 21
2 54
5 678
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3000 (¢) De la grifica de la Figura 4 vemos que el nimero de personas infectadas primero sube
lentamente, luego sube con rapidez entre el dia 3 y el dia 8 y por dltimo se nivela
cuando alrededor de 2000 personas estan infectadas.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 25 |

La gréfica de la Figura 4 recibe el nombre de curva logistica o modelo de crecimiento

0 logistico. Curvas como ésta se presentan con frecuencia en el estudio de crecimiento pobla-
EIGURA 4 cional. (Vea Ejercicios 25-28.)
o(e) = —10.000
- ~0.97 , . . .
5 1245¢ T V Interés capitalizado continuamente

En el Ejemplo 6 de la Seccién 4.1 vimos que el interés pagado aumenta cuando aumenta el
ndmero n de periodos de capitalizacién. Veamos qué ocurre cuando n aumenta indefinida-
mente. Si hacemos m = n/r, entonces

oo 2] (2Tl 2) T

Recuerde que cuando m se hace grande, la cantidad (1 + 1/m)" se aproxima al ndmero e.
Entonces, la cantidad se aproxima a A = Pe". Esta expresion da la cantidad cuando el inte-
rés se capitaliza “a cada instante”.

INTERES CAPITALIZADO CONTINUAMENTE
El interés capitalizado continuamente se calcula con la férmula
A(t) = Pe”
Donde  A(¢) = cantidad después de ¢ afios
P = principal
r = tasa de interés por afio

t = numero de afios

EJEMPLO 4 | Calcular interés capitalizado continuamente

Encuentre la cantidad después de 3 afios si se invierten $1000 a una tasa de interés de 12%
por afio, capitalizado continuamente.

SOLUCION  Usamos la férmula para interés capitalizado continuamente con P = $1000,
r=0.12 y t = 3 para obtener

A(3) = 100023 = 1000 = $1433.33

Compare esta cantidad con las cantidades del Ejemplo 6 de la Seccién 4.1.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |
4.2 EJERCICIOS
CONCEPTOS 2. En la férmula A(f) = Pe” para interés capitalizado continuamente,

las letras P, ry f representan s y respecti-

1. La funcién f(x) = ¢' se llama funcién exponencial
. Por lo tanto, si se invierten

. . . vamente, y A(¢) representa
El niimero e es aproximadamente igual a y Alr) rep

$100 a una tasa de interés del 6% capitalizado continuamente,

entonces la cantidad después de 2 afios es
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rrente sanguineo del paciente después de ¢ horas se modela
HABILIDADES I P P
3-4 m Use calculadora para evaluar la funcion a los valores indica- D(t) = 500

dos. Redondee sus respuestas a tres lugares decimales. ., . 3
(Cudntos miligramos de la droga quedan en el torrente sangui-

®.30n(x) =€ h(3), h(0.23), (1), h(=2) neo del paciente después de 3 horas?
A _ 1 . .z . . . L.
4. h(x) = e n(1), h(\@), h(=3), h(z) 21. Desintegracion radiactiva Una sustancia radiactiva se
5-6 m Complete la tabla de valores, redondeados a dos lugares deci- desintegra en forma tal que la cantidad de masa restante des-
males, y trace una grafica de la funcién. pués de 7 dias estd dada por la funcién
&
R 6. _ ~0.015¢
x £(x) = 3e* e F(x) = 2¢ 0% m(r) = 13e
donde m(f) se mide en kilogramos.
-2 -3 (a) Encuentre la masa en el tiempo ¢t = 0.
-1 7? (b) (Cudnto de la masa resta después de 45 dias?
—0.5 -
0 0 22. Desintegracion radiactiva Unos médicos usan yodo ra-
05 1 diactivo como trazador en el diagnéstico de ciertas enfermedades
1 2 de la glandula tiroides. Este tipo de yodo se desintegra en forma
2 3 tal que la masa restante después de 7 dias estd dada por la funcién

' ) ] m(t) — 66’_0'087/
7-14 m Grafique la funcién, no localizando los puntos sino empe-

zando desde la grafica de y = ¢'. Exprese el dominio, rango y asintota. donde m(r) se mide en gramos.
. . . (a) Encuentre la masa en el tiempo ¢ = 0.
T T fx) = e 8. y=1-e (b) ;Cuénta masa resta después de 20 dias?
y=er—1 10. f(x) = —e” = 23. Paracaidismo Una paracaidista salta desde una altura razo-
11. f(x) = e*? 12. y=e"3+4 nable sobre el suelo. La resistencia del aire que experimenta es
13. h(x) = e — 3 4. g(x) = —e' =2 proporcional a la velocidad de ella, y la constante de proporcio-
nalidad es 0.2. Se puede demostrar que la velocidad hacia abajo
15. La funcién coseno hiperbdlico esta definida por de la paracaidista en el tiempo 7 estd dada por
e+ e v(r) = 80(1 — eiO‘ZI)
cosh(x) = ——— . . .
2 donde  se mide en segundos y v(f) se mide en pies por se-

gundo (pies/s).

(a) Encuentre la velocidad inicial de la paracaidista.

(b) Encuentre la velocidad después de 5 s y después de 10 s.
(¢) Trace una gréfica de la funcién de velocidad v(t).

(b) Use la definicién para demostrar que cosh (—x) = cosh (x). (d) La velocidad mdxima de un cuerpo en caida con resistencia
del viento se denomina velocidad terminal. De la grafica de la
parte (c), encuentre la velocidad terminal de esta paracaidista.

X

(a) Trace las gréficas de las funciones y = je*y y = 3¢ “en
los mismos ejes, y use adicion gréfica (vea Seccién 2.6)
para trazar la gréfica de y = cosh(x).

16. La funcion seno hiperbolico estd definida por

e — e

2

(a) Trace la grafica de esta funcién usando adicién grafica
como en el Ejercicio 15.

(b) Use la definicién para demostrar que senh(—x) = —senh(x)

senh(x) =

&2 17. (a) Trace las graficas de la familia de funciones

x) = E ex/a + efx/a

f) 2( ) (t) = 80(1 — ¢ %)
paraa =0.5,1,15y 2.

(b) ¢En qué forma un valor grande de a afecta a la grafica? 24. Mezclas y concentraciones Un barril de 50 galones se
llena por completo de agua pura y, a continuacion, se le bombea
agua salada con concentracién de 0.3 Ib/gal al barril, y la mez-
cla resultante se derrama con la misma rapidez. La cantidad de
sal en el barril en el tiempo 7 estd dada por

Q) = 15(1 — 7%
donde ¢ se mide en minutos y O(f) se mide en libras.
APLICACIONES (a) (Cudnta sal hay en el barril después de 5 minutos?

20. Drogas médicas Cuando cierta droga médica se adminis- (b) (Cudnta sal hay en el barril después de 10 minutos?
tra a un paciente, el nimero de miligramos restante en el to- &2 (¢) Trace una gréfica de la funcién o(t).

%/ 18-19 m Encuentre los valores mdximo y minimo locales de la fun-
cién y el valor de x en el que ocurre cada uno. Exprese cada res-
puesta correcta a dos lugares decimales.

18. g(x) = x* (x>0) 19. g(x) = " + ¥
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(d) Use la gréfica de la parte (c) para determinar el valor al que donde r = 0 es el afio 2000 y la poblacién se mide en miles de
se aproxima la cantidad de sal del barril cuando 7 se hace millones.
grande. (Es esto lo que usted esperaba? (a) ;Qué poblaciéon mundial predice este modelo para el afio

22007? (Y para el afio 23007
(b) Trace una gréfica de la funcién P para los afios 2000 a
2500.
(¢) De acuerdo con este modelo, ;ja qué nimero parece aproxi-
marse la poblacién mundial a medida que pasa el tiempo?
. Diametro de un arbol Para cierto tipo de drboles, €l did-
metro D (en pies) depende de la edad ¢ del arbol (en afos) de
acuerdo con el modelo de crecimiento logistico siguiente:

D(r) = 54
) = 15 2.9¢ 00
O(f) = 15(1 — &7 Encuentre el didmetro de un érbol de 20 afios de edad.
% 25. Crecimiento logistico Las poblaciones de animales no D
son capaces de crecimiento no restringido debido a que el habitat 5 > — |
y la disponibilidad de alimentos son limitados. Bajo estas condi- 4 /]
ciones, la poblacidn sigue un modelo de crecimiento logistico: 3 /
d S LY :
P() 1+ ke 1 :
donde ¢, d y k son constantes positivas. Para cierta poblacion de = o
peces de un pequeiio estanque, d = 1200, k = 11, ¢ = 0.2yt se 0 100 % 300 % 500 % 7607
mide en afios. Los peces se introdujeron en el estanque en el
tiempo ¢ = 0. 29-30 m Interés compuesto Una inversion de $7000 se depo-
(a) ;Cuantos peces fueron introducidos originalmente en el es- sita en una cuenta en la que el interés se capitaliza continuamente.
tanque? Complete la tabla escribiendo las cantidades a las que crece la inver-
(b) Encuentre la poblacién después de 10, 20 y 30 afios. sién en los tiempos o tasas de interés indicados.
(c) Evalt’@ P(l) para Val‘ores grandes de 7. (A qué valor se 20. = 3% 30. 7 = 10 afios
aproxima la poblacién cuando r — co0? ;La gréfica siguiente
confirma los célculos de usted? Tiempo Tasa
PA (anos) | Cantidad por afio | Cantidad
1200
1000 e 1 1%
800 / 2 2%
600 / 3 3%
400 / 4 4%
200t/ > %
4 6 6%

4 4
T >

0 10 20 30 40t

© 31. Interés compuesto Si se invierten $2000 a una tasa de in-
terés del 3.5% al afio, capitalizado continuamente, encuentre el
valor de la inversién después del nimero dado de afios.
(a) 2 anos (b) 4 anos (c) 12 afios

. Poblacion de aves La poblacién de cierta especie de aves
estd limitada por el tipo de hébitat requerido para anidar. La po-
blacién se comporta de acuerdo con el modelo logistico de cre-

cimiento siguiente
5600 32. Interés compuesto Si se invierten $3500 a una tasa del
n(t) = W 6.25% al afio, capitalizado continuamente, encuentre el valor de
donde 1 se mide en afios ’ ' la inversion después del niimero dado de afios.

(a) Encuentre la poblacion inicial de aves. (@) 3 afios (b) 6 afios (c) 9 afios
(b) Trace una gréfica de la funcién n(t). 33. Interés compuesto Si se invierten $600 a una tasa del
(¢) (A qué dimensiones se aproxima la poblacién a medida que 2.5% al ano, encuentre la cantidad de la inversion al término de
transcurre el tiempo? 10 afios para los siguientes métodos de capitalizacion.
(a) Anualmente (b) Semestralmente

. Poblaciéon mundial La tasa de crecimiento relativa de la
poblacién mundial ha estado disminuyendo continuamente en afios

(¢) Trimestralmente (d) Continuamente

recientes. Con base en esto, algunos modelos de poblacién predi- 34. Interés compuesto Si se invierte $8000 en una cuenta
cen que la poblacién mundial se estabilizard por dltimo en un nivel para la cual el interés se capitaliza continuamente, encuentre la
que el planeta pueda sostener. Uno de estos modelos logisticos es cantidad de la inversion al término de 12 afios para las siguien-
730 tes tasas de interés.
P(1)

B 6.1 4+ 5.9¢700% (@) 2% (b) 3% (c) 45% d) 7%



35.

36.
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Interés compuesto ;Cuil de las tasas dadas y periodos de (b) Trace una gréfica de A(f).
capitalizacién darfan la mejor inversion? (¢) Use la grifica de A() para determinar cuéndo esta inversién
(@) 2)% al afio, capitalizado semestralmente ascenderd a $25.,000.

(b) 24% al afio, capitalizado mensualmente
(¢) 2% al afio, capitalizado continuamente

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION
Interés compuesto ;Cuil de las tasas de interés dadas y

perfodos de capitalizacion darfan la mejor inversién? #/38. La definicién de e Ilustre la definicién del nimero ¢ al
graficar la curvay = (1 + 1/x)' y larectay = €' en la misma

| . .
(a) 55% al afio, capitalizado semestralmente pantalla, usando el rectdngulo de vista [0, 40] por [0, 4].

(b) 5% al afio, capitalizado continuamente

. Inversion Una suma de $5000 se invierte a una tasa de inte-

rés del 9% al afio, capitalizado continuamente.
(a) Encuentre el valor A(f) de la inversién después de ¢ afios.

4.3 FUNCIONES LOGARITMICAS

Funciones logaritmicas P> Graficas de funciones logaritmicas » Logaritmos
comunes P> Logaritmos naturales

En esta seccion estudiamos las inversas de funciones exponenciales.

VA
/f(x) = a",
a>1 . ’ .
V Funciones logaritmicas

Toda funcién exponencial f(x) = a*, cona > 0y a # 1, es una funcién biunivoca por la
Prueba de la Recta Horizontal (vea Figura 1 para el caso a > 1) y por tanto tiene una funcién
A inversa. La funcién inversa f ' se denomina funcién logaritmica con base a 'y se denota con

= 0 > log,. Recuerde de la Seccién 2.6 que ' estd definida por
X
-1 — —
FIGURA 1 f(x) = a'es biunivoca. f7x) =y e fO) =«
Esto lleva a la siguiente definicién de la funcién logaritmica.
DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMICA
Sea a un nimero positivo con a # 1. La funcién logaritmica con base a,
denotada por log,, estd definida por
Leemos log,x = y como “el log base a log,x=y & dad=x
de xesy”.
Por lo tanto, log, x es el exponente al cual la base a debe ser elevado para obtener x.

Por tradicion el nombre de la funcién
logaritmica es log,, no sélo una letra.

Cuando usamos la definicién de logaritmos para pasar entre la forma logaritmica
log, x = y y la forma exponencial a® = x, es ttil observar que, en ambas formas, la base
es la misma:

También, por lo general omitimos los

paréntesis en la notacién de funcién y
escribimos

Forma logaritmica Forma exponencial
log,(x) = log, x
Exponente Exponente

log,.x =y a’

Base Base
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EJEMPLO 1 Formas logaritmicas y exponenciales

Las formas logaritmicas y exponenciales son ecuaciones equivalentes: si una es verdadera,
también lo es la otra. Por lo tanto, podemos pasar de una forma a la otra como en las si-
guientes ilustraciones.

Forma logaritmica Forma exponencial
log,, 100,000 = 5 10° = 100,000
10g28l= 3 23 = 8l
log,(}) = -3 23=1
logss =r "=y
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

Es importante entender que log,x es un exponente. Por ejemplo, los nimeros de la co-
lumna derecha de la tabla del margen son los logaritmos (base 10) de los nimeros de la

¥ log,ox columna izquierda. Este es el caso para todas las bases, como ilustra el siguiente ejemplo.
10! 4 EJEMPLO 2 | Evaluacién de logaritmos
10 3
10? 2 (a) log,,1000 =3 porque 103 = 1000
lﬂ é () log,32 =5 porque 25 =32
10! -1 (¢) log,,0.1 = —1 porque 10°'=0.1
1072 -2 (d) log;s4 =3 porque 16'* =4
1077 -3
1074 —4 © _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 7Y 9 [

Cuando aplicamos la Propiedad de la Funcién Inversa descrita en la pagina 201 a f(x) =
a'y f(x) = log,x, obtenemos
Propiedad de la Funcién Inversa:
log,(a*) = x, xER

£ = x |
, a%” = x, x>0

ff () = x

Hacemos una lista de éstas y otras propiedades de logaritmos que estudiamos en esta
seccion.

PROPIEDADES DE LOGARITMOS
Propiedad Razoén
1. log,1 =0 Debemos elevar a a la potencia () para obtener 1.
2. log,a =1 Debemos elevar a a la potencia 1 para obtener a.
3. log,a* = x Debemos elevar a a la potencia x para obtener a*.
4, g = x log, x es la potencia a la que a debe elevarse para obtener x.

EJEMPLO 3 | Aplicar propiedades de logaritmos
Tustramos las propiedades de logaritmos cuando la base es 5.
logs1 =0 Propiedad 1 logs5 =1 Propiedad 2

logs5®% = 8 Propiedad 3 sloss12 = 12 Propiedad 4

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 19Y 25 |
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gy Yy=aha>1 V Graficas de funciones logaritmicas

1 Recuerde que si una funcién biunivoca f tiene dominio A y rango B, entonces su funcién
inversa f ' tiene dominio B y rango A. Como la funcién exponencial f(x) = a* con a # 1
tiene dominio R y rango (0, 0o), concluimos que su funcién inversa, f~'(x) = log,x, tiene
T dominio (0, co) y rango R.

1 Y = log, x La grafica de f '(x) = log,x se obtiene al reflejar la grafica de f(x) = a*en larectay = x.
_/ La Figura 2 muestra el caso a > 1. El hecho de que y = a* (para @ > 1) sea una funcién
— ] —— > muy rdpidamente creciente para x > 0 implica que y = log,x es una funcién muy répida-

1 mente creciente para x > 1 (vea Ejercicio 92).
Como log, 1 = 0, el punto de interseccién x de la funcién y = log,x es 1. El eje y es una

. asintota vertical de y = log,x porque log,x — —oo cuando x — 0",

FIGURA 2 Grifica de la funcion lo- EJEMPLO 4 | Graficar una funcién logaritmica localizando
garitmica f{ix) = log,x puntos

Trace la gréfica de f(x) = log, x.

SOLUCION  Para hacer una tabla de valores, escogemos los valores x que sean poten-
cias de 2 para que podamos facilmente hallar sus logaritmos. Localizamos estos puntos y
los enlazamos con una curva sin irregularidades como en la Figura 3.

x log,x 74
23 3 |
22 2
2 1
1 0
27! -1
272 -2
273 -3
274 —4
FIGURA 3
© [ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 41 |

La Figura 4 muestra las graficas de la familia de funciones logaritmicas con bases 2, 3,
5y 10. Estas gréficas se trazan al reflejar las graficasde y = 2,y = 3%,y = 5"y y = 10"
(vea Figura 2 en la Seccién 4.1) en la recta y = x. También podemos localizar puntos como
ayuda para trazar estas graficas, como se ilustra en el Ejemplo 4.

YA
y = log, x
y = log; x
1+ y = logs x
y = log;p x
0 l T T T x

FIGURA 4 Familia de funciones
logaritmicas
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LAS MATEMATICAS EN
EL MUNDO MODERNO

e

© Bettmann/CORBIS

m S

© Hulton-Deutsch
Collection/CORBIS

Aplicacion de la ley

Las matematicas ayudan a la aplicacion
de la ley en numerosas y sorprenden-
tes formas, desde la reconstruccion de
trayectorias de balas hasta determinar
el tiempo de una muerte, para calcular
la probabilidad de que una muestra de
ADN sea de una persona en particular.
Un uso interesante esta en la busqueda
de personas desaparecidas. Una per-
sona que haya estado desaparecida
durante anos podria verse muy dife-
rente respecto de su mas reciente foto-
grafia disponible. Esto es particular-
mente cierto si la persona desaparecida
es un nino. jAlguna vez se ha pregun-
tado usted como se vera dentro de 5,
10 0 15 afos?

Unos investigadores han hallado
que diferentes partes del cuerpo cre-
cen mas rapido que otras. Por ejemplo,
sin duda usted ha observado que la ca-
beza de un bebé es mucho més grande
con respecto a su cuerpo que la cabeza
de un adulto. Como otro ejemplo, la re-
lacién entre la longitud del brazo de
una persona y la estatura de ésta es §
en un niio pero alrededor de Zenun
adulto. Al recolectar datos y analizar
graficas, los investigadores pueden de-
terminar las funciones que modelan el
crecimiento. Al igual que en todos los
fendmenos de crecimiento, las funcio-
nes exponenciales y logaritmicas des-
empenan una funciéon de importancia
decisiva. Por ejemplo, la formula que
relaciona la longitud / de un brazo con
la estatura h es | = ae*” donde a'y k son
constantes. Estudiando varias caracte-
risticas fisicas de una persona, bilogos
matematicos modelan cada una de las
caracteristicas con una funcién que
describe la forma en que cambian con
el tiempo. Los modelos de caracteristi-
cas del rostro se pueden programar en
una computadora para dar una imagen
de como cambia con el tiempo la apa-
riencia de una persona. Estas imagenes
ayudan a departamentos de aplicacion
de la ley para localizar a personas ex-
traviadas.

En los siguientes dos ejemplos graficamos funciones logaritmicas empezando con las
gréficas bésicas de la Figura 4 y usando las transformaciones de la Seccién 2.5.

EJEMPLO 5 | Reflejar graficas de funciones logaritmicas
Trace la gréfica de cada funcidn.

(@ g(x) = ~log, x

(b) h(x) = log, (—x)

SOLUCION

(a) Empezamos con la grifica de f(x) = log, x y la reflejamos en el eje x para obtener la
grifica de g(x) = —log, x en la Figura 5(a).

(b) Empezamos con la grifica de f(x) = log, x y la reflejamos en el eje y para obtener la
grifica de A(x) = log, (—x) en la Figura 5(b).

+1 f(x) = log, x

FIGURA 5
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 55 |

EJEMPLO 6 | Desplazar graficas de funciones logaritmicas
Encuentre el dominio de cada funcién y trace la grafica.

(@) g(x) = 2 + logs x

(b) A(x) =logy(x — 3)

SOLUCION

(a) La gréfica de g se obtiene de la grifica de f(x) = logs x (Figura 4) al desplazar hacia

arriba 2 unidades (vea Figura 6). El dominio de fes (0, 00).

yA

31 g(x) =2 + logs x

FIGURA 6

(b) La gréfica de h se obtiene de la grafica de f(x) = log,, x (Figura 4) al desplazar a la de-
recha 3 unidades (vea Figura 7). La recta x = 3 es una asintota vertical. Como log;, x
estd definido sé6lo cuando x > 0, el dominio de i(x) = log;, (x — 3) es

{x[x=3>0} ={x|x>3}=(3,00)
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JOHN NAPIER (1550-1617) fue un te-
rrateniente escocés para quien las ma-
temdticas eran un pasatiempo favorito.
Hoy lo conocemos por su invencién
clave: los logaritmos, que él publicé en
1614 bajo el titulo de A description of
the Marvelous Rule of Logarithms (Una
descripcion de la Maravillosa Regla de
los Logaritmos). En la época de Napier,
los logaritmos eran utilizados exclusi-
vamente para simplificar complicados
calculos. Por ejemplo, para multiplicar
dos numeros grandes, los escribiriamos
como potencias de 10.Los exponentes
son simplemente los logaritmos de los
numeros. Por ejemplo,

4532 X 57,783
~ 10365629 5 1476180

1 08.41 809

~ 261,872,564

La idea es que multiplicar potencias
de 10 es facil (sélo sumamos sus expo-
nentes). Napier produjo extensas tablas
que dan los logaritmos (o exponentes)
de numeros. Desde el advenimiento de
calculadoras y computadoras, los loga-
ritmos ya no se usan para este propo-
sito, pero las funciones logaritmicas
han encontrado numerosas aplicacio-
nes, algunas de las cuales se describen
en este capitulo.

Napier escribié sobre innumerables
temas. Una de sus obras mas pintores-
cas es un libro titulado A Plaine Disco-
very of the Whole Revelation of Saint
John, en el que predijo que el mundo
se acabaria en el afno 1700.
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YA Asintota

_ |
1+ x=3 } f(x) = logy x
|

h(x) = log,e(x — 3)

| | |
T T T

X

\
\
\ 4
\
\
\
\

FIGURA 7

® _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 53 Y 57 |

V Logaritmos comunes

Ahora estudiamos logaritmos con base 10.

LOGARITMO COMUN

El logaritmo comiin con base 10 se llama logaritmo comiin y se denota omitiendo
la base:

log x = log;px

De la definicion de logaritmos podemos facilmente hallar que

log 10 =1 y log 100 = 2

Pero ;como definimos log 50?7 Necesitamos hallar el exponente y tal que 10" = 50. Clara-
mente, 1 es demasiado pequeno y 2 es demasiado grande. Por lo tanto
1 <logs50<2

Para obtener una mejor aproximacién, podemos experimentar para hallar una potencia de
10 més cercana a 50. Por fortuna, las calculadoras cientificas estdn equipadas con una tecla
que directamente da valores de logaritmos comunes.

EJEMPLO 7 | Evaluar logaritmos comunes

Use calculadora para hallar valores apropiados de f(x) = log x y utilice los valores para
trazar la gréfica.

SOLUCION Hacemos una tabla de valores, usando una calculadora para evaluar la
funcién en aquellos valores de x que no sean potencias de 10. Localizamos esos puntos y
los enlazamos con una curva sin irregularidades como en la Figura 8.

YA

x log x

0.01 -2

0.1 -1

0.5 —0.301

1 0

4 0.602

5 0.699 ]
10 1

FIGURA 8

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 |
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La respuesta humana al sonido e
intensidad luminosa es logaritmica.

Estudiamos la escala de decibeles en
mas detalle en la Seccion 4.6.

La notacién In es una abreviatura del
nombre latino logarithmus naturalis.

FIGURA 9 Grafica de la funcién de
logaritmo natural

Los cientificos modelan la respuesta humana a estimulos (sonido, luz o presién) usando
funciones logaritmicas. Por ejemplo, la intensidad de un sonido debe ser aumentado muchas
veces antes que “sintamos” que la intensidad simplemente se ha duplicado. El psicélogo
Gustav Fechner formul6 la ley como

1
S = k10g<1>
0

donde S es la intensidad subjetiva del estimulo, / es la intensidad fisica del estimulo, /,
representa el umbral de intensidad fisica y £ es una constante que es diferente para cada
estimulo sensorial.

EJEMPLO 8 | Logaritmos comunes y sonido

La percepcion de la intensidad B (en decibeles, dB) de un sonido con intensidad fisica I (en

W/m?) esta dada por
B =101 ( d )
= 0 —_
g A

donde I, es la intensidad fisica de un sonido apenas audible. Encuentre el nivel de decibeles
(intensidad) de un sonido cuya intensidad fisica / es 100 veces la de I,.

SOLUCION  Encontramos el nivel de decibeles B usando el hecho de que I = 1001,.

I
B =10 log(l) Definicién de B
0
100/,
=10 log 1=1001,
Iy
= 10 log 100 Cancele ],
=10-2 =20 Definicion de log

La intensidad del sonido es de 20 dB.
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 87 [ |

V Logaritmos naturales

De todas las posibles bases a para logaritmos, resulta que la opcién mds cémoda para los
propositos de cédlculo es el nimero e, que definimos en la Seccién 4.2.

LOGARITMO NATURAL
El logaritmo con base e se denomina logaritmo natural y se denota con In:

Inx = log,x

La funcién de logaritmo natural y = In x es la funcidn inversa de la funcién exponencial
natural y = ¢'. Ambas funciones estdn graficadas en la Figura 9. Por la definicién de fun-
ciones inversas tenemos

hx=y & e =x

Si sustituimos a = e y escribimos “In” por “log,” en las propiedades de logaritmos ya
citadas antes, obtenemos las siguientes propiedades de logaritmos naturales.
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PROPIEDADES DE LOGARITMOS NATURALES

Propiedad Razon

1..In1=0 Debemos elevar e a la potencia 0 para obtener 1.

2. lne=1 Debemos elevar e a la potencia 1 para obtener e.

3. Ine*=x Debemos elevar e a la potencia x para obtener e”.

4, M =x In x es la potencia a la que e debe elevarse para obtener x.

Las calculadoras estan equipadas con una teclal Ln | que directamente presenta los valo-
res de logaritmos naturales.

EJEMPLO 9 | Evaluar la funcion de logaritmo natural
(@ Inet =8 Definicién de logaritmo natural

1
(b) ln<2> =lne?= -2 Definicién de logaritmo natural
e

(¢) In5 = 1.609 Use la tecla de su calculadora
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39 .

EJEMPLO 10 | Hallar el dominio de una funcién logaritmica
Encuentre el dominio de la funcién f(x) = In(4 — x?).

SOLUCION  Igual que con cualquier funcién logaritmica, In x estd definida cuando
x > 0. Entonces, el dominio de fes

{x\4—x2>0}={x|x2<4}={x’|x| <2}
— x| —2<x<2}=(-22)

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |

EJEMPLO 11 | Trazar la grafica de una funcién logaritmica

Trace la gréfica de la funcion y = x In(4 — x%), y dsela para hallar las asintotas y valores
3 méximo y minimo locales.

SOLUCION  Como en el Ejemplo 10, el dominio de esta funcién es el intervalo (—2, 2),
de modo que escogemos el rectéangulo de vista[—3, 3] por [—3, 3]. La gréfica se muestra
3 A 1\, 3 en la Figura 10, y de ella vemos que las rectas x = —2 y x = 2 son asintotas verticales.
La funcién tiene un punto maximo local a la derecha de x = 1 y un punto minimo local
alaizquierda de x = —1. Al hacer acercamiento (zoom) y trazar a lo largo de la gréifica con
el cursor, encontramos que el valor maximo local es aproximadamente 1.13 y esto ocurre
-3 cuando x = 1.15. Del mismo modo (o al observar que la funcién es impar), encontramos
que el valor minimo local es alrededor de —1.13 y se presenta cuando x = —1.15.

FIGURA 10
§ = xIn(d — ) & _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 m
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4.3 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. log x es el exponente al cual la base 10 debe elevarse para

obtener . Por lo tanto, podemos completar la tabla
siguiente para log x.

x 10° | 102 | 10" | 10° | 107" | 1072|1073 | 10"

log x

2. La funcién f(x) = log, x es la funcién logaritmica con

base . Por tanto, f(9) = )=

Gy = yf@)=_____.
3. (a) 5° = 125, entonces log =
(b) logs25 = 2, entonces =

4. Relacione la funcién logaritmica con su grafica.
@ f(x) =logox () f(x) = logy(—x)
(© f(x) = —logx  (d) f(x) = —logy(—x)

I Y1 11 y

v

HABILIDADES

5-6 m Complete la tabla al hallar la forma logaritmica o exponen-
cial apropiada de la ecuacién, como en el Ejemplo 1.

*s
) Forma Forma
logaritmica exponencial
logg8 =1
logs64 = 2
82/3 =4
8P =512
logy(}) = ~1
87 = 6]4

Forma Forma
logaritmica exponencial

4 =64

log,2 =3
43/2: 8

log, (#) = -2

tog, (3) = =5
4*5/2 — 1172

7-12 m Exprese la ecuacion en forma exponencial.

N A
8.
®0.
10.
11.
12.

(a) logs25 =2
(a) log,,0.1 = —1
(a) logg2 = 3

(a) log;81 =4
(a) In5=x

(@ In(x+1)=2

(b) logs1 =0
(b) logy512 =73
(b) logs(s) = —3
(b) logg4 =3

(b) Iny=5

() In(x — 1) =4

13-18 m Exprese la ecuacién en forma logaritmica.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

(a) 5° =125

(@) 10° = 1000
(@ 8 '=4%

(a) 473 =0.125
(@) e*=2

(@ e'=05

(b) 107* = 0.0001

19-28 m Evalte la expresion.

4

129.
20.
21.
22,
23.
24.

& 25,

26.

27.

28.

(a) log,3
(a) logs5*
(a) logs36
(a) log,32
(@) logs(%)
(a) logs125
(a) 9log,37
@ "
(a) logs0.25
(a) 10g4\@

(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)

(b) 812 =9

(b) 27 =5

(b) 7° =343

(b) e’ =y

(b) =1
log; 1 (c) log;3?
log, 64 (¢) log; 9
log, 81 (c) log,7"°
log, 8'7 (c) logel
log,, V10 (c) logs0.2
log.7 (c) logy V3
3log:8 (©) eln\/§
10'0e 5 (¢) 10°t%
In e* (c) In(1/e)
10g4(%) (c) log,8

29-36 m Use la definicién de la funcién logaritmica para hallar x.

29
30,
31
32
33

. (a) log,x =5

. (a) logsx =4

. (a) log;243 =x
. (a) log,2 =x

. (a) log,ox =2

(b) log,16 = x
(b) log,,0.1 =x
(b) log;x =3
(b) log,x =2
(b) logsx =2



34. (a) log, 1000 = 3
35. (a) log,16 =4
36. (a) log, 6 =3

(b) log,25 =2
(b) log,8 =3
(b) log,3 =3

37-40 m Use calculadora para evaluar la expresion, aproximada a
cuatro lugares decimales.

37. (a) log2 (b) log 35.2 (c) log(3)

38. (a) log 50 (b) log\@ (c) log(3 \f2)
®.39. (a) In5 (b) 1n 253 (¢) In(1 + V3)

40. (a) In27 (b) 1n7.39 (¢) In54.6

41-44 m Trace la gréfica de la funcién al localizar puntos.
& 41, f(x)
® 43, f(x) = 2 logx

= log;x 42. g(x)

44, g(x) =1 + logx

= logyx

45-48 m Encuentre la funcion de la forma y = log,x cuya gréfica

se da.
45. yaA 46. YA
1! 5,1 1
1+
ol / T _10/1 —— >
(3.-1)

49-50 m Relacione la funcién logaritmica con una de las graficas
marcadas I o II.

49. f(x) =2+ Inx 50. f(x) = In(x — 2)
I YA Iy i =2
\
\
1 1(3,0)
0 i X 0 1 } 3 X
\
\
\

51. Trace la grafica de y = 4"y, a continuacion, Usela para trazar la
grifica de y = log, x.

52. Trace la grafica de y = 3"y, a continuacion, Usela para trazar la
grifica de y = logs x.
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53-62 m Grafique la funcidn, no al localizar puntos sino empezando
de las graficas de las Figuras 4 y 9. Exprese el dominio, rango y

asintota.

© 53, f(x) = log,(x — 4) 54. f(x) = —logox

® 55, g(x) = logs(—x) 56. g(x) = In(x + 2)

© 57y =2+ logsx 58. y=logs(x—1)—2
59. y =1 —logox 60. y =1 + In(—x)
61. y=|Inx| 62. y=1In|x|
63-68 m Encuentre el dominio de la funcién.

©.63. f(x) = logo(x + 3) 64. f(x) = logs(8 — 2x)
65. g(x) = logs(x* — 1) 66. g(x) = In(x — x?)
67. h(x) = Inx + In(2 — x)
68. h(x) = Vx — 2 — logs(10 — x)

. 69-74 m Trace la gréfica de la funcién en un rectdngulo de vista
apropiado, y usela para hallar el dominio, las asintotas y los valores
maximo y minimo locales.

©.69. y = log,o(1 — x?)
71. y=x + Inx

70. y = In(x* — x)

72. y = x(In x)?
73. y = ~ 74. y = xlogo(x + 10)

75-78 m Encuentre las funciones fo g y g © fy sus dominios.

75. f(x) =25 gkx)=x+1
76. f(x) =3, gx)=x*+1
77. f(x) = log,x, g(x) =x—2
78. f(x) = logx, g(x) = x?

. Compare las rapidez de crecimiento de las funciones f(x) = In x
y g(x) = Vx al trazar sus grificas en una pantalla comtin

usando el rectiangulo de vista[—1, 30] por [—1, 6].

. (a) Trazando las gréficas de las funciones

flx) =1+ In(1 + x) y g(x) = Vx

en un rectdngulo de vista apropiado, demuestre que aun
cuando una funcién logaritmica empieza mas alta que una
funcién de raiz, es finalmente superada por la funcién de raiz.

(b) Encuentre, aproximadas a dos lugares decimales, las solu-
ciones de la ecuacién Vx = 1 + In(1 + x).

#=/81-82 m Nos dan una familia de funciones. (a) Trace gréficas de la
familia para ¢ = 1, 2, 3 y 4. (b) ;Cémo estan relacionadas las grafi-
cas de la parte (a)?

81. f(x) = log(cx) 82. f(x) = clogx
83-84 m Nos dan una funcién f(x). (a) Encuentre el dominio de la

funcién f. (b) Encuentre la funcién inversa de f.

83. f(x) = log,(logox) 84. f(x) = In(In(In x))
2X
85. (a) Encuentre la inversa de la funcién f(x) = T+ o

(b) (Cuadl es el dominio de la funcién inversa?
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APLICACIONES

86.

.87.

88.

89.

90.

Absorcion de luz Un espectrofotémetro mide la concen-
tracion de una muestra disuelta en agua al hacer brillar una luz
a través de ella y registrar la cantidad de luz que emerge. En
otras palabras, si sabemos la cantidad de luz que es absorbida,
podemos calcular la concentracion de la muestra. Para cierta
sustancia, la concentracién (en moles por litro) se encuentra

usando la férmula
1
—2500 In ( — )
I

donde / es la intensidad de la luz incidente e [ es la intensidad
de la luz que emerge. Encuentre la concentracién de la sustancia
si la intensidad 7 es 70% de I,,.

C =

Iy

Determinacion de la edad por carbono Laedad de
un artefacto antiguo puede ser determinada por la cantidad de
carbono 14 radiactivo restante en una muestra. Si D, es la canti-
dad original de carbono 14 y D es la cantidad restante, entonces
la edad A del artefacto (en afios) estd dada por

D
—8267 1n(—)
Dy

Encuentre la edad de un objeto si la cantidad D de carbono 14
que queda en el objeto es 73% de la cantidad original D,,.

A=

Colonia de bacterias Cierta cepa de bacterias se divide
cada tres horas. Si una colonia se inicia con 50 bacterias, enton-
ces el tiempo ¢ (en horas) necesario para que la colonia crezca a
N bacterias estd dado por

log(N/50)
log2

Encuentre el tiempo necesario para que la colonia crezca a un
millén de bacterias.

Inversion El tiempo necesario para duplicar la cantidad de
una inversion a una tasa de interés r capitalizado continuamente
estd dado por

In2
t=—
-

Encuentre el tiempo necesario para duplicar una inversion al
6%, 1%y 8%.

Carga de una bateria La rapidez a la que se carga una
bateria es mds lenta cuanto mds cerca estd la baterfa de su carga
maxima C,. El tiempo (en horas) necesario para cargar una ba-
terfa completamente descargada a una carga C estd dado por

C
t=—kln(1-—
“( cn)

91.

donde k es una constante positiva que depende de la bateria.
Para cierta bateria, k = 0.25. Si esta bateria estd completa-
mente descargada, ;cudnto tomard cargarla al 90% de su carga
maxima C,?

Dificultad de una tarea La dificultad en “alcanzar un ob-
jetivo” (por ejemplo usar el ratén para hacer clic en un icono en
la pantalla de la computadora) depende de la distancia a la que
estd el objetivo y el tamafio de éste. De acuerdo con la Ley de
Fitts, el indice de dificultad (ID) esta dado por

log(2A/W)
D=——
log 2
donde W es el ancho del objetivo y A es la distancia al centro
del objetivo. Compare la dificultad de hacer clic en un icono de

5 mm de ancho con hacer clic en uno de 10 mm de ancho. En
cada caso, suponga que el ratén estd a 100 mm del icono.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

92.

93.

94.

95.

Altura de la grafica de una funcion logaritmica

Suponga que la grifica de y = 2" estd trazada en un plano de

coordenadas donde la unidad de medicion es 1 pulgada.

(a) Demuestre que, a una distancia de 2 pies a la derecha del
origen, la altura de la grafica es de unas 265 millas.

(b) Si la grifica de y = log,x se traza en el mismo conjunto de
ejes, ¢a qué distancia a la derecha del origen tenemos que ir
antes que la altura de la curva llegue a 2 pies?

El Googolplex Un googol es 10'”, y un googolplex es
10¢°>¢!, Encuentre

log(log(googol)) y log(log(log(googolplex)))

Comparacion de logaritmos ;Cuil es més grande,
log,17 o0 logs24? Explique su razonamiento.

Numero de digitos de un entero Compare log 1000
con el nimero de digitos de 1000. Haga lo mismo para 10,000.
(Cudntos digitos tiene cualquier nimero entre 1000 y 10,000?
(Entre cudles dos valores debe encontrarse el logaritmo comiin de
tal nimero? Use sus observaciones para explicar por qué el nu-
mero de digitos de cualquier entero positivo x es [log x] + 1. (El
simbolo [n] es la funcién entero mayor definida en la Seccién
2.2.) (Cuéntos digitos tiene el nimero 2'*?
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4.4 LEYES DE LOGARITMOS

Leyes de logaritmos » Expansion y combinacion de expresiones logaritmicas
P> Férmula para cambio de base

En esta seccion estudiamos propiedades de logaritmos. Estas propiedades dan a las funcio-
nes logaritmicas una amplia variedad de aplicaciones, como veremos en la Seccién 4.6.

V Leyes de logaritmos

Como los logaritmos son exponentes, las Leyes de Exponentes dan lugar a las Leyes de
Logaritmos.

LEYES DE LOGARITMOS

Ley

1. log,(AB) = log,A + log,B
A

2. loga(B) = log,A — log,B

3. log,(A€) = Clog,A

Sea a un niimero positivo, con a # 1. Sean A, B y C cualesquier niimeros realescon A >0y B > 0.

Descripcion

El logaritmo de un producto de nimeros es la suma de los logaritmos de los niimeros.

El logaritmo de un cociente de niimeros es la diferencia de los logaritmos de los
ndmeros.

El logaritmo de una potencia de un nimero es el exponente por el logaritmo del niimero.

DEMOSTRACION  Hacemos uso de la propiedad log,a* = x de la Secci6n 4.3.

Ley1 Seanlog,A = uylog,B = v. Cuando se escriben en forma exponencial, estas can-
tidades se convierten en

a'=A y a =B

Por lo tanto, log,(AB) = log,(a"a") = log,(a""")

u+v=log,A + log,B

Ley 2 Usando la Ley 1, tenemos

A A
log,A = loga{<B>B] = loga(B) + log,B

A
Asi loga(B) = log,A — log,B

Ley 3 Sean log,A = u. Entonces a" = A, por lo que

log,(A€) = log,(a")¢ = log,(a"‘) = uC = Clog,A -

EJEMPLO 1 Uso de las leyes de logaritmos para evaluar

expresiones

Evalde las expresiones siguientes.
(a) log,2 + log,32

(b) log,80 — log,5

() —3log8
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SOLUCION
(a) log,2 + log,32 = log,(2-32) Ley 1
= log,64 =3 Porque 64 = 4°
(b) log,80 — log,5 = logz(%) Ley 2
=log,16 = 4 Porque 16 = 2*

() —31log8 =1log8 ' Ley 3
= log(%) Propiedad de exponentes negativos
~ —0.301 Calculadora
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 7,9 Y 11 |

V Expansion y combinacion de expresiones logaritmicas

Las Leyes de Logaritmos nos permiten escribir el logaritmo de un producto o un cociente
como la suma o diferencia de logaritmos. Este proceso, llamado expansion de una expresion
logaritmica, se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 | Expansion de expresiones logaritmicas

Use las Leyes de Logaritmos para expandir estas expresiones.

(a) log,(6x) (b) logs(x*y®) (c) ln<ab)

Ve
SOLUCION
(a) log,(6x) = log,6 + log,x Ley 1
(b) logs(x*y°) = logsx® + logsy° Ley |
= 3logsx + 6logsy Ley 3
(c) ln(z;g) = In(ab) — InVe Ley 2
=Ina+Inb—Inc”  Ley I
=Ina+Inb—1lnc Ley 3
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 19,21Y 33 |

Las Leyes de Logaritmos también nos permiten invertir el proceso de expansion que se
hizo en el Ejemplo 2. Es decir, podemos escribir sumas y diferencias de logaritmos como
un solo logaritmo. Este proceso, llamado combinar expresiones logaritmicas, estd ilustrado
en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3 | Combinar expresiones logaritmicas

Combine 3 log x + 3 log(x + 1) en un solo logaritmo.

SOLUCION
3logx + slog(x + 1) = logx® + log(x + 1) Ley 3
= log(¥*(x + 1)"?) Ley 1
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 47 |

EJEMPLO 4 | Combinar expresiones logaritmicas

Combine 3 Ins + 3In¢ — 4 In(¢> + 1) en un solo logaritmo.



Olvidar lo que hemos aprendido
depende de cudnto tiempo hace que
lo aprendimos.
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SOLUCION
3Ins+4Int—4In(>+ 1) =Ins® + Ine”? — In(> + 1)*  Ley3
= In(s’#"?) — In(* + 1)* Ley 1
I ( SV ) Ley 2
— In| 2L
(t* + 1) =~
® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 49 |

Advertencia Aun cuando las Leyes de Logaritmos nos dicen cémo calcular el logaritmo
de un producto o un cociente, no hay regla correspondiente para el logaritmo de una suma
o0 una diferencia. Por ejemplo,

log,(x + y) = log,x + log,y

De hecho, sabemos que el lado derecho es igual a log,(xy). Del mismo modo, no simplifique
incorrectamente cocientes o potencias de logaritmos. Por ejemplo,

log 6 6
EON log<2) y  (logyx)® = 3log,x

Se usan funciones logaritmicas para modelar diversas situaciones donde interviene el
comportamiento humano. Uno de éstos es la rapidez con la que olvidamos cosas que hemos
aprendido. Por ejemplo, si usted aprende dlgebra a cierto nivel (por ejemplo 90% en un
examen) y no usa dlgebra durante un tiempo, ;cudnto retendrd después de una semana,
un mes o un aflo? Hermann Ebbinghaus (1850-1909) estudi6 este fendmeno y formulé la
ley descrita en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 5 | Laley de olvido

Si una tarea se aprende a cierto nivel P, después de cierto tiempo ¢ el nivel de recordatorio
P satisface la ecuacion
log P = log P, — clog(t + 1)
donde ¢ es una constante que depende del tipo de tarea y ¢ se mide en meses.
(a) Despeje P.

(b) Si su calificacién en el examen de historia es 90, ;qué calificacién esperaria obtener en
un examen similar después de dos meses? ;Después de un aiio? (Suponga que ¢ = 0.2.)

SOLUCION

(a) Primero combinamos el lado derecho.
log P = log Py — clog(r + 1) Ecuacién dada
log P = log P, — log(t + 1)¢ Ley 3

log P = log ¢ Ley 2
OB T8 ) -
Py
= o orque 10g €S brunivoco
P TS Porque log es biuni
(b) Aqui Py =90, c = 0.2yt se mide en meses.
90
En dos meses: t=2 y P=—————r5=T72
2+ 1)
90
En un afio: t=12 y P=————"—5=54
(12 + 1)”

Sus calificaciones esperadas después de dos meses y un afio son 72 y 54, respectivamente.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |
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Podemos escribir la Férmula para Cam-
bio para Base como

1
log,x = < >log“ X
log,b

Entonces log,x es s6lo un mdltiplo cons-

tante de log,x; la constante es

log“b'

Funciones exponenciales y logaritmicas

V Formula para cambio de base

Para algunos propésitos encontramos ttil cambiar de logaritmos de una base a logaritmos
de otra base. Suponga que nos dan log, x y deseamos hallar log, x. Sea

y = log, x

Escribimos esto en forma exponencial y tomamos el logaritmo, con base a, de cada lado.

b =x Forma exponencial

log,(b*) = log,x

Tome log, de cada lado

ylog,b = log,x Ley 3
log,x
y = S Divida entre log, b
log,b

Esto demuestra la siguiente férmula.

FORMULA PARA CAMBIO DE BASE

En particular, si ponemos x = a, entonces log,a, y esta férmula se convierte en

log,a =

log,b

Ahora podemos evaluar un logaritmo a cualquier base con el uso de la Férmula para
Cambio de Base, para expresar el logaritmo en términos de logaritmos comunes o logarit-
mos naturales y luego usar calculadora.

EJEMPLO 6 | Evaluar logaritmos con la Férmula para

Cambio de Base

Use la Férmula para Cambio de Base y logaritmos comunes o naturales para evaluar cada
logaritmo, aproximado a cinco lugares decimales.

(a) logs5 (b) log,20
SOLUCION

(a) Usamos la Férmula para Cambio de Base con b = 8 y a = 10:

log, 5
9810 S = 0.7739%8

logg5 =

log,o

(b) Usamos la Férmula para Cambio de Base conb =9y a = e:

In 20
logy20 = =~ 1.36342
In9
“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 55 Y 57 [ |

EJEMPLO 7 | Usar la Féormula para Cambio de Base para

graficar una funcién logaritmica

Use calculadora graficadora para graficar f(x) = loggx.
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2 SOLUCION  Las calculadoras no tienen tecla para logs, de modo que usamos la Férmula
para Cambio de Base para escribir
In x
=1 ==
@) = logx =
0 36 Como las calculadoras tienen una tecla [ LN |, podemos ingresar esta nueva forma de la fun-
cion y graficarla. La gréfica se muestra en la Figura 1.
-1 “ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |
Inx

FIGURA 1 =1 =—
) = logex = 1

4.4 EJERCICIOS

CONCEPTOS 19-44 m Use las Leyes de Logaritmos para expandir la expresion.
1. El logaritmo de un producto de dos niimeros es igual que ®.29. logy(2x) 20. logs(5y)
la___ de los logaritmos de estos nimeros. Por tanto, & 21. log,(x(x — 1)) 22, 10g5§
logs(25 - 125)=__ +_ . 23. log 6'° 24. In V=
2. El logaritmo de un cociente de dos nimeros es igual que 25. log,(AB?) 26. log, N7
la ___ de los logaritmos de estos nimeros. Por tanto, 27. logs(x \fy) 28. logz(xy)lo
logs(f55) = - : 2
5 5 A3/.2 L
3. El logaritmo de un nimero elevado a una potencia es igual 29. logs V™ + 1 30. 10g"< yz3)
que la potencia el logaritmo del niimero. Por tanto, 31. InVab 32. InV/3r%s
logs(25'") = Byt 2
25(25') 2y & 33, log(%) 34. 10g<407)
4. (a) Podemos expandir (*) paraobtener ___ z v*Ve
z
; — x(x* + 1 -1
(b) Podemos combinar 2 log x + log y — log z para 3s. logz( ( 2 )) 36. logs X -
obtener . x =1 X
2
5. La mayor parte de calculadoras pueden hallar logaritmos con base 37, ln( X \/;) 38. In (j_%)lo
z X
y base ___. Para hallar logaritmos con bases diferentes,
X
usamos la Férmula . Para Hallar log, 12, escribimos 39. log Va2 + 2 40. log< 3 )
V1-—x

log 2+ 4
log; 12 = - a1 logy | 2. log ViV
log BN @+ e -7y og VaVyVz
6. ;Verdadero o falso? Obtenemos la misma respuesta si hacemos

X Vx—1 10*
el cdlculo del Ejercicio 5 usando In en lugar de log. 43. ln( 3 + 4 44. log X2+ )R+ 2)

HABILIDADES 45-54 m Use las Leyes de Logaritmos para combinar la expresion.
7-18 m Evalie la expresion. 45. log,5 + 51og;2

< 7. logs V27 8. log, 160 — log,5 46. log 12 + L log 7 — log 2

9. log 4 + log 25 10. g oo S 47, log,A + log,B — 2 log, €

1. log, 192 — log,3 12. log,,9 + log, 16 48. logs(x* — 1) — logs(x — 1)

13. log,6 — log, 15 + log,20 ®.49. 4logx — $log(x® + 1) + 2log(x — 1)

14. log, 100 — log, 18 — log, 50 50. In(a + b) + In(a — b) = 2Inc

15. log, 16!% 16. log,8% 51. In5 + 2Inx + 3In(x* + 5)

17. log(log 10'99) 18. In(ln &) 52. 2(logsx + 2 logsy — 3 logsz)
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53.
54.

55
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$log(x + 2)° + [log x* — log(x? — x — 6)?]
log,b + clog,d — rlog,s

-62 m Use la Regla para Cambio de Base y una calculadora para

evaluar el logaritmo, redondeado a seis lugares decimales. Use loga-
ritmos naturales o comunes.

* 55
& 57

59

. log,5 56. logs2

. log; 16 58. log92
. log,2.61 60. logs532
. log, 125 62. log,2.5

. Use la Férmula para Cambio de Base para demostrar que

In x

1 —
083 T n3

A continuacion use este dato para trazar la grafica de la funcién
f(x) = logsx.
. Trace graficas de la familia de funciones y = log,x para a = 2,

e, 5y 10 en la misma pantalla, usando el rectdngulo de vista
[0, 5] por [—3, 3]. (Cémo estdn relacionadas estas gréficas?

65. Use la Férmula para Cambio de Base para demostrar que
loge = L
In 10
66. Simplifique: (log,5)(logs7)
67. Demuestre que —In(x — \/xzj) = In(x + \/xfl)

APLICACIONES

68

*.69.

. Olvido Use la Ley de Olvido (Ejemplo 5) para estimar la
calificacion de un estudiante, en un examen de biologia, dos
afios después que obtuvo una calificacién de 80 en un examen
sobre el mismo material. Suponga que ¢ = 0.3 y ¢ se mide en
meses.

Distribucion de riqueza Vilfredo Pareto (1848-1923)
observé que la mayor parte de la riqueza de un pais es propie-
dad de unos cuantos miembros de la poblacién. El Principio de
Pareto es

log P =logc — klogW

donde W es el nivel de riqueza (cudnto dinero tiene una per-

sona) y P es el nimero de personas de la poblacién que tiene

ese dinero.

(a) De esa ecuacidn, despeje P.

(b) Suponga que k = 2.1, ¢ = 8000, y W se mide en millones
de ddlares. Use la parte (a) para hallar el nimero de perso-
nas que tienen $2 millones de délares o mas. ;Cudntas per-
sonas tienen $10 millones de ddlares o més?

70. Diversidad Algunos biélogos modelan el niimero de espe-

cies S en un drea fija A (por ejemplo una isla) con la relacién
especie-drea

logS =logc + klogA
donde ¢ y k son constantes positivas que dependen del tipo de

especie y habitat.
(a) De la ecuacion, despeje S.

(b) Use la parte (a) para demostrar que si k = 3, entonces du-
p P q
plicar el drea aumenta ocho veces el nimero de especies.

71. Magnitud de estrellas La magnitud M de una estrella es

una medida del brillo que una estrella parece tener a la vista del
hombre. Esta definida como

B
M= -25 log<E)
0

donde B es el brillo real de la estrella y B, es una constante.

(a) Expanda el lado derecho de la ecuacion.

(b) Use la parte (a) para demostrar que cuanto mds brillante sea
una estrella, menor es su magnitud.

(c) Betelgeuse es unas 100 veces mds brillante que Albiero.
Use la parte (a) para demostrar que Betelgeuse es 5 magni-
tudes menos brillante que Albiero.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

72. ¢Verdadero o falso? Discuta cada una de las ecuaciones

siguientes y determine si es verdadera para todos los valores po-
sibles de las variables. (Ignore valores de las variables para las
que cualquier término no esté definido.)

x log x
(a) lo <*> =
£y logy

(b) logy(x — y) = log,x — log,y

(c) 10g5<%) = logsa — 2 logsb
(d) log2* = zlog?2
(e) (log P)(log Q) = log P + log Q
log a
) —— =1loga —logh
log b

() (log,7)" = xlog,7
(h) log,a“ = a
log x
logy

) —ln<%> =InA

() log(x —y) =
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73. Encuentre el error ;Qué estd mal en el siguiente argu- 74. Desplazamiento, contraccién y alargamiento de
mento? graficas de funciones Sea f(x) = x°. Demuestre que f(2x)
= 4f(x) y explique la forma en que esto demuestra que la con-
log 0.1 < 21log0.1 traccion de la grafica de f, horizontalmente, tiene el mismo
= log(0.1)? efecto que alargarla verticalmente. A continuacién use las iden-
tidades e*™ = €%y In(2x) = In 2 + In x para demostrar que

= log 0.01 para g(x) = ¢ un desplazamiento horizontal es igual que un
log 0.1 < log 0.01 alargamiento vertical y para /(x) = In x una contraccién hori-
0.1 < 0.01 zontal es lo mismo que un desplazamiento vertical.

4.5 ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

| Ecuaciones exponenciales P Ecuaciones logaritmicas P> Interés compuesto

En esta seccion resolvemos ecuaciones que contienen funciones exponenciales o logaritmi-
cas. Las técnicas que desarrollamos aqui se usardn en la siguiente seccidn para resolver
problemas aplicados.

V Ecuaciones exponenciales

Una ecuacion exponencial es aquella en la que la variable aparece en el exponente. Por
ejemplo,

2=

La variable x presenta una dificultad porque estd en el exponente. Para resolver esta dificul-
tad, tomamos el logaritmo de cada lado y luego usamos las Leyes de Logaritmos para
“bajar x” del exponente.

2t =17 Ecuacion dada
In2*=1n7 Tome In de cada lado
xIn2=1In7 Ley 3 (bajar exponente)
X = M Despeje x
In2 i

= 2.807 Calculadora

Recuerde que la Ley 3 de las Leyes de Logaritmos dice que log,A“ = C log,A.
El método que usamos para resolver 2 = 7 es tipico de cémo resolvemos ecuaciones
exponenciales en general.

GUIAS PARA RESOLVER ECUACIONES EXPONENCIALES

1. Afsle la expresion exponencial en un lado de la ecuacion.

2. Tome el logaritmo de cada lado y a continuacién use las Leyes de Logaritmos para
“bajar el exponente”.

3. Despeje la variable.

EJEMPLO 1 | Resolver una ecuacién exponencial

Encuentre la solucién de la ecuacion 372 = 7, redondeada a seis lugares decimales.
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Podriamos haber usado logaritmos na-
turales en lugar de logaritmos comu-
nes. De hecho, usando los mismos pa-
sos, obtenemos

In7

x=——2= —0.228756
In3

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Sustituyendo x = 0.458 en la ecuacién
original y utilizando una calculadora,
tenemos

862(0'458) ~20 Vv

Funciones exponenciales y logaritmicas

SOLUCION
3x+2 =7

log(3*"%) = log 7

(x +2)log3 =log7

Tomamos el logaritmo comun de cada lado y usamos la Ley 3.

Ecuacion dada
Tome log de cada lado

Ley 3 (bajar exponente)

log 7
x+2= Divida entre log 3
log 3
log 7
X = R Reste 2
log 3
~ —0.228756 Calculadora

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Sustituyendo x = —0.228756 en la ecuacién original y usando calculadora, obtenemos

3(-0228756)+2 7 v

©_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 7 |

EJEMPLO 2 | Resolver una ecuaciéon exponencial
Resuelva la ecuacion 8¢ = 20.

SOLUCION Primero dividimos entre 8 para aislar el término exponencial en un lado
de la ecuacion.

8e** = 20 Ecuacién dada
=2 Divida entre 8
Ine* =25 Tome In de cada lado
2x =1In2.5 Propiedad de In
In2.5 o
X = > Divida entre 2
~ (0.458 Calculadora
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 |

EJEMPLO 3 | Resolver una ecuacion exponencial de forma
algebraica y grafica

Resuelva la ecuacién ¢* > =

SOLUCION 1: Algebraica

Como la base del término exponencial es e, usamos logaritmos naturales para resolver esta
ecuacion.

4 de manera algebraica y grafica.

S =4 Ecuacién dada

Tome In de cada lado

In(e**) =1n4

3—2x=1n4 Propiedad de In
—2x= -3+ 1In4 Reste 3
x = %(3 — In4) = 0.807 Multiplique por —3

Es necesario verificar que esta respuesta satisfaga la ecuacion original.
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5 SOLUCION 2: Grafica

Graficamos las ecuaciones y = ¢~y y = 4 en el mismo rectdngulo de vista como en la
Figura 1. Las soluciones se presentan donde las graficas se intersecan. Si hacemos acerca-
miento (zoom) en el punto de interseccién de las dos graficas, vemos que x = 0.81.

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

3—2x

EJEMPLO 4 | Una ecuacion exponencial de tipo cuadratico
FIGURA 1
Resuelva la ecuacién ¢ — ¢ — 6 = 0.

SOLUCION Para aislar el término exponencial, factorizamos.
2 _ .
Si hacemos w = ¢, obtenemos la ecua- et —e—=6=0 Ecuacion dada
cién cuadrética
5 () —e*—6=0 Ley de Exponentes
w—w—6=0
que se factoriza como (" =3)e*+2)=0 Factorice (un cuadratico en e)
-3 +2)=0 c . .
(w )(w ) e"—3=0 obien e"+2=0 Propiedad del Producto Cero
e"=3 et = -2
La ecuacion ¢' = 3 lleva a x = In 3. Pero la ecuacién ¢ = —2 no tiene solucién porque

e* > ( para toda x. Entonces, x = In 3 = 1.0986 es la tinica solucién. Es necesario compro-
bar que esta respuesta satisfaga la ecuacién original.

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 29 |

EJEMPLO 5 | Resolver una ecuacién exponencial

Resuelva la ecuacion 3xe® + x%° = 0.

SOLUCION  Primero factorizamos el lado izquierdo de la ecuacién.
3xe* + xe* = 0 Ecuacion dada
x=0:
x(3 + x)et =0 Factorizamos factores comunes
3(0) + 0% =0 ¢ ( )
= 3 x3+x)=0 Dividimos entre e* (porque e* # 0)
3(=3)e + (=3)%’ x=0 0 3+x=0 Propiedad del Producto Cero
=-9¢34+93=0 Vv .
Entonces las soluciones sonx = 0y x = —3.
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 33 |

La determinacion de la edad por radiocarbono es un mé-
todo que los arquedlogos usan para determinar la edad de objetos
antiguos. El diéxido de carbono en la atmosfera siempre contiene
una fraccién fija de carbono radiactivo, carbono 14 (**C), con una vida
media de unos 5730 afnos. Las plantas absorben diéxido de carbono
de la atmosfera, que luego pasa a los animales a través de la cadena
alimentaria. Entonces, todos los seres vivientes contienen las mismas
proporciones fijas entre '*C y '*C no radiactivo como la atmosfera.
Después que un organismo muere, deja de asimilar *C y la can-
tidad de '*C en su interior empieza a desintegrarse exponencial-
mente. Podemos entonces determinar el tiempo transcurrido desde
la muerte del organismo si medimos la cantidad de '*C que tenga.

Por ejemplo, si el hueso
de un borrico que murié
hace t afos contiene 73%
del "*C que tenga uno vivo, - o~
entonces por la férmula
para desintegracion radiac-
tiva (Seccion 4.6),

0.73 = (1.00)e (/5730

Resolvemos esta ecuacion exponencial para hallar t = 2600, de
modo que el hueso tiene unos 2600 afos de antigliedad.
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V Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacion logaritmica es aquella en la que aparece un logaritmo de la variable. Por
ejemplo,

logo(x +2) =15
Para despejar x, escribimos la ecuacién en forma exponencial
x+2=2 Forma exponencial
x=32-2=30 Despeje x
Otra forma de ver el primer paso es elevar la base, 2, a cada lado de la ecuacién.
Qlomlrt2) = 23 Eleve 2 a cada lado
x+2=2 Propiedad de logaritmos
x=32-2=30 Despeje x

El método empleado para resolver este sencillo problema es tipico. Resumimos los pasos
como sigue:

GUIAS PARA RESOLVER ECUACIONES LOGARITMICAS

1. Aisle el término logaritmico en un lado de la ecuacidn; es posible que primero
sea necesario combinar los términos logaritmicos.

2. Escriba la ecuacién en forma exponencial (o elevar la base a cada lado de la
ecuacion).

3. Despeje la variable.

EJEMPLO 6 | Resolver ecuaciones logaritmicas

De cada ecuacidn, despeje x.

(@ Inx =38 (b) log,(25 — x) = 3

SOLUCION

(a) Inx =8 Ecuacién dada
x=é Forma exponencial

Por lo tanto, x = ¢® =~ 2981.
También podemos resolver este problema en otra forma:

Inx =8 Ecuacién dada

Inx — o8 Eleve e a cada lado

e
x=e Propiedad de In

(b) El primer paso es reescribir la ecuacién en forma exponencial.

log,(25 —x) =3 Ecuacion dada
25 —x =23 Forma exponencial (o eleve 2 a cada lado)
. 25 —x =38
Six = 17, tenemos
log,(25 — 17) = log,8 =3 ¢ x=25-8=17

“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 37 Y 41 |
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EJEMPLO 7 | Resolver una ecuacién logaritmica
Resuelva la ecuacién 4 + 3 log(2x) = 16.

SOLUCION  Primero aislamos el término logaritmico. Esto nos permite escribir la
ecuacion en forma exponencial.

4+ 31log(2x) = 16 Ecuacion dada
3log(2x) = 12 Reste 4
log(2x) = 4 Divida entre 3
2x = 10* Forma exponencial (o eleve 10 a cada lado)
x = 5000 Divida entre 2

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Si x = 5000, obtenemos

4+ 31og 2(5000) = 4 + 3 log 10,000

=4+ 3(4)
=16 (4
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 [

EJEMPLO 8 | Resolver algebraica y graficamente una
ecuacion logaritmica

Resuelva algebraica y graficamente la ecuacién log(x + 2) + log(x — 1) = 1.
= —4 SOLUCION 1: Algebraica

log(—4 + 2) + log(—4 — 1) Primero combinamos los términos logaritmicos, usando las Leyes de Logaritmos.

= log(—2) + log(—5) log[(x +2)(x = 1)] =1 Ley I
no definido X x+2)x—=1)=10 Forma exponencial (o eleve 10 a cada lado)
x =3 XX+x—2=10 Expanda lado izquierdo
log(3 +2) +log(3 — 1) Z4+x—12=0 Reste 10
= log5 + log 2 = log(5-2) x+4)x—-3)=0 Factorice
=loglo=1 ¢ Y= —4 o x=3
Verificamos estas potenciales soluciones en la ecuacion original y encontramos que x = —4

no es una solucién (porque los logaritmos de nimeros negativos no estidn definidos), pero
x = 3 es una solucion. (Vea Verifique sus respuestas.)

3 SOLUCION 2: Grafica
Primero movemos todos los términos a un lado de la ecuacion:

- log(x +2) +loglx —1) = 1=0

0 6

| A continuacién graficamos

= y =log(x + 2) + log(x — 1) — 1
-3 como en la Figura 2. Las soluciones son los puntos de interseccién x de la grafica. Entonces,
FIGURA 2 la tnica solucién es x = 3.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 49 |
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En el Ejemplo 9 no es posible aislar x
algebraicamente, de modo que debe-

mos resolver graficamente la ecuacion.

FIGURA 3

La intensidad de la luz en un lago
disminuye con la profundidad.

EJEMPLO 9 | Resolver graficamente una ecuacién logaritmica
Resuelva la ecuacion x* = 2 In(x + 2).
SOLUCION  Primero movemos todos los términos a un lado de la ecuacién.
x*=2In(x+2)=0
Entonces graficamos
y=x*=2In(x + 2)

como en la Figura 3. Las soluciones son los puntos de interseccion x de la grifica. Si hace-
mos zoom en los puntos de interseccidn x, vemos que hay dos soluciones

x=—0.71 y x = 1.60
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 59 |

Se usan ecuaciones logaritmicas para determinar la cantidad de luz que llega a diversas
profundidades en un lago. (Esta informacién ayuda a bidlogos a determinar los tipos de
fauna que un lago puede soportar.) Cuando pasa luz por el agua (u otros materiales transpa-
rentes como vidrio o pldstico), parte de la luz es absorbida. Es facil ver que cuanto mds
turbia sea el agua, mds luz se absorbe. La relacion exacta entre absorcion de luz y la distan-
cia que viaja la luz en un material estd descrita en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 10 | Transparencia de un lago

Si I, e I denotan la intensidad de luz antes y después de pasar por un material y x es la dis-
tancia (en pies) que la luz se desplaza en el material, entonces, de acuerdo con la Ley de

Beer-Lambert,
1 1
——In () =x

donde k es una constante que depende del tipo de material.
(a) Despeje I de la ecuacion

(b) Para cierto lago, k = 0.025, y la intensidad de la luz es I, = 14 lumen (Im). Encuentre
la intensidad de luz a una profundidad de 20 pies.

SOLUCION
(a) Primero aislamos el término logaritmico.
1 ( I > .
——Inl — | =x Ecuacién dada
k 1,
1
In| — ) = —kx Multiplique por —k
Iy
1 ke .
—=c Forma exponencial
Iy

1= 10671“ Multiplique por I,
(b) Encontramos / usando la férmula de la parte (a).
I=1Ie™ De la parte (a)
= 1400025020 = 14,k =0.025, x = 20
=~ 8.49 Calculadora
La intensidad de luz a una profundidad de 20 pies es alrededor de 8.5 Im.

“© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 85 |
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V Interés compuesto

Recuerde las féormulas para interés que hallamos en la Seccién 4.1. Si un principal P se
invierte a una tasa de interés r durante un tiempo de ¢ afios, entonces la cantidad A de la
inversion estd dada por

A=P1+r) Interés simple (para un afio)
r nt
At) = P(l + n) Interés capitalizado n veces por aio

A(t) = Pe" Interés capitalizado continuamente

Podemos usar logaritmos para determinar el tiempo que tarda el principal en aumentar a
una cantidad dada.

EJEMPLO 11 Hallar el tiempo para que una inversion

se duplique

Una suma de $5000 se invierte a una tasa de interés del 5% al afio. Encuentre el tiempo
necesario para que el dinero se duplique si el interés se capitaliza de acuerdo con el si-
guiente método.

(a) Semestralmente (b) Continuamente
SOLUCION

(a) Usamos la formula para interés compuesto con P = $5000, A(f) = $10,000, r = 0.05 y
n = 2y de la ecuacién exponencial resultante despejamos t.

0.05\* r\"
5000( 1 + > ) = 10,000 Pl 1+ o A
(1.025)* = 2 Divida entre 5000
log 1.025* = log 2 Tome log de cada lado
2t log 1.025 = log 2 Ley 3 (baje el exponente)
log 2
t=—T——"—""—— Divida entre 2 log 1.025
2 log 1.025
t=14.04 Calculadora

El dinero se duplicard en 14.04 afios.

(b) Usamos la férmula para interés capitalizado continuamente con P = $5000, A(f) =
$10,000 y r = 0.05 y de la ecuacién exponencial resultante despejamos ¢.

5000e"% = 10,000 P = A

e = Divida entre 5000
In %% = n2 Tome In de cada lado
0.05t = In2 Propiedad de In
In2 o
t=—— Divida entre 0.05
0.05
t=13.86 Calculadora

El dinero se duplicard en 13.86 afios.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 75 |

EJEMPLO 12 | Tiempo necesario para crecer una inversion

Una suma de $1000 se invierte a una tasa de interés de 4% al afio. Encuentre el tiempo
necesario para que la cantidad crezca a $4000 si el interés se capitaliza continuamente.
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SOLUCION  Usamos la férmula para interés capitalizado continuamente con P =
$1000, A(r) = $4000 y r = 0.04 y de la ecuacién exponencial resultante se despeja 7.

1000e"™" = 4000 Pe"=A

M =4 Divida entre 1000
0.04t = In4 Tome In de cada lado
In4 o
t=——" Divida entre 0.04
0.04

t = 34.66 Calculadora

La cantidad serd $4000 en 34 afios y 8 meses.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 77

4.5 EJERCICIOS

CONCEPTOS | N w10
1. Resolvamos la ecuacién exponencial 2¢* = 50.
(a) Primero, aislamos ¢' para obtener la ecuacion equivalente . 27. 100(1.04)* = 300 28. (1.00625)" = 2
(b) A continuacién, tomamos In de cada lado para obtener 29-36 m Resuelva la ecuacién.
la ecuacién equivalente £.29. 7 -3 +2=0 30. =" = 6=0
(¢) Ahora usamos una calculadora para hallar x = _____ 3L e" + 4 —21=0 32,1227 -1=0
2. Resolvamos la ecuacién logaritmica ®33.2°-2=0 34. 10" = x10" = 2(10%)
log 3 + log(x — 2) = log x. 35. 4x%e™ — Bxte ¥ =0 36. X’¢ +xef — e =0
(a) Primero, combinamos los logaritmos para obtener la 37-54 m De la ecuacién logaritmica despeje x.
ecuacién equivalente ©.37. Inx =10 38. In(2 + x) =1
(b) A continuacién, escribimos cada lado en forma exponencial ~ >+ 108% = =2 40. log(x — 4) =3
para obtener la ecuacién equivalente © 41 log(3x +5) =2 42 logy(2 —x) =3
(¢) Ahora encontramos x = ©43. 4 —log3 —x) =3 44. log,(x¥* —x —2) =2
45. log,3 + log,x = log,5 + log,(x — 2)
HABILIDADES 46. 2 logx = log2 + log(3x — 4)
47. log x + log(x — 1) = log(4x)
3-28 m Encuentre la solucion de la ecuacion exponencial, redon-
deada a cuatro lugares decimales. 48. logsx + logs(x + 1) = logs20
3. 10° = 25 4. 107 = 4 ©.49. logs(x + 1) — logs(x — 1) =2
5. 0% =7 6. > =12 50. logs(x + 15) — logs(x — 1) = 2
& 7 o9l-x =3 8. 3>l —35 51. log,x + logy(x — 3) =2
&9 3., =10 10. 2% = 17 52. logx + log(x —3) =1
SAL =2 12. 4(1 + 10%) = 9 53. logy(x = 5) + logy(x +3) =1
13.4 +3% =8 14. 2% = 34 54. In(x — 1) + In(x +2) =1
15. 8% =5 16. 37 = 0.1 55. (Para qué valor de x es verdadero lo siguiente?
17. 5710 =2 18. &7 =16 log(x + 3) = log x + log 3
19. &' =200 20. () =175 56. ;Para qué valor de x es verdadero que (log x)° = 3 log x?
21. 5% = 4! 22. 10" = 6" 57. Despeje x: 275" = ¢

23, 2%l =32 24, 77 =5'""" 58. Despeje x: log, (logs x) = 4
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9-66 m Use calculadora graficadora para hallar todas las solucio-

nes de la ecuacion, redondeadas a dos lugares decimales.

59.
61.
63.
65.

60. logx = x> —2
62. x = In(4 — x?)
64. 27 =x—1

47 =Vx 66. ¢ —2=x> —x

Inx=3—x

xP—x=log(x + 1)

67-70 m Resuelva la desigualdad.

67. log(x — 2) + log(9 —x) <1

68. 3 =log,x =4

69. 2 < 10" <5 70. x%e* — 2e* <0
71-74 m Encuentre la funcién inversa de f.

71 f(x) = 2% 72. f(x) = 3!
73. f(x) = logy(x — 1) 74. f(x) = log 3x

APLICACIONES

5.

76.

1.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Interés compuesto Un hombre invierte $5000 en una cuenta
que paga 8.5% de interés por afio, capitalizado trimestralmente.

(a) Encuentre la cantidad después de 3 afios.

(b) (Cudnto tiempo tomard para que la inversién se duplique?

Interés compuesto Una mujer invierte $6500 en una cuenta
que paga 6% de interés por afio, capitalizado continuamente.

(a) (Cudl es la cantidad después de 2 afios?

(b) (Cudnto tiempo tomard para que la cantidad sea $8000?

Interés compuesto Encuentre €l tiempo necesario para
que una inversién de $5000 crezca a $8000 a una tasa de interés
de 7.5% por afio, capitalizado trimestralmente.

Interés compuesto Nancy desea invertir $4000 en certifi-
cados de ahorro que pagan una tasa de interés de 9.75% por
afio, capitalizado semestralmente. ;Cudnto tiempo debe ella es-
coger para ahorrar una cantidad de $5000?

Duplicar una inversion ;Cuénto tiempo tardaré una in-
versién de $1000 en duplicar su valor, si la tasa de interés es
8.5% por afio, capitalizado continuamente?

Tasa de interés Una suma de $1000 se invirti6 durante
4 afios, y el interés se capitalizé semestralmente. Si esta suma as-
cendi6 a $1435.77 en el tiempo dado, ;cudl fue la tasa de interés?

Desintegracion radiactiva Una muestra de 15 g de yodo
radiactivo se desintegra en forma tal que la masa restante des-
pués de ¢ dias estd dada por m (f) = 15¢™"®", donde m(t) se mide
en gramos. ;Después de cudntos dias quedan sélo 5 gramos?

Paracaidismo La velocidad de un paracaidista ¢ segundos
después de saltar estd dada por v (f) = 80(1 — e *%). ;Después
de cudntos segundos serd de 70 pies/s la velocidad?
Poblacion de peces En un pequefio lago se introduce
cierta especie de peces. La poblacion de peces estd modelada
por la funcién

10

P=—""°
1+ 4e70%

donde P es el nimero de peces en miles y 7 se mide en afios
desde que el lago fue poblado por estos peces.

(a) Encuentre la poblacion de peces después de 3 afios.

(b) (Después de cudntos aiios la poblacién de peces llegara a 5000?

@

84.

85.

86.

87.
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Transparencia de un lago Cientificos ambientalistas mi-
den la intensidad de luz a varias profundidades en un lago, para
hallar la “transparencia” del agua. Ciertos niveles de transparen-
cia se requieren para la biodiversidad de la poblacién macroscé-
pica sumergida. En cierto lago, la intensidad de luz a una pro-
fundidad x estd dada por

I = 10670.008){

donde / se mide en lumen y x en pies.
(a) Encuentre la intensidad / a una profundidad de 30 pies.
(b) (A qué profundidad la intensidad de luz habrd bajado a I = 5?

Presion atmosférica La presién atmosférica P (en kilo-
pascals, kPa) a una altitud / (en kilémetros, km) estd regida por

la férmula
()=
In{ — ) = ——

donde k = 7'y P, = 100 kPa son constantes.

(a) De la ecuacion, despeje P.

(b) Use la parte (a) para hallar la presién P a una altitud de 4 km.
Enfriamiento de un motor Supongamos que el lector
estd manejando su auto en un frio dia de invierno (20°F al exte-
rior) y el motor se sobrecalienta (a unos 220°F). Cuando se esta-
ciona, el motor empieza a enfriarse. La temperatura 7" del motor
¢t minutos después de estacionarlo satisface la ecuacion

( T - 20)
In

200
(a) De la ecuacion, despeje 7.

(b) Use la parte (a) para hallar la temperatura del motor des-
pués de 20 minutos (¢ = 20).

= —0.11¢

Circuitos eléctricos Un circuito eléctrico contiene una ba-
terfa que produce un voltaje de 60 volts (V), un resistor con una
resistencia de 13 ohms (£2), y un inductor con una inductancia
de 5 henrys (H), como se muestra en la figura. Usando cdlculo,
se puede demostrar que la corriente I = I(¢) (en amperes, A) f se-
gundos después de cerrar el interruptor es [ = $3(1 — ¢~13%),
(a) Use la ecuacién para expresar el tiempo ¢ como funcién de
la corriente /.
(b) ;Después de cudntos segundos serd la corriente de 2 A?

13Q

Interruptor
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88. Curva de aprendizaje Una curva de aprendizaje es una

gréfica de una funcién P(r) que mide el rendimiento de alguien
que aprende una disciplina como funcién del tiempo ¢ de capa-
citacién. Al principio, la rapidez de aprendizaje es alta. Enton-
ces, a medida que el rendimiento aumenta y se aproxima a un
valor maximo M, la rapidez de aprendizaje disminuye. Se ha en-

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

89.

Estimar una solucidon Sin resolver realmente la ecuacién,
encuentre dos nimeros enteros entre los cuales debe estar la so-
lucién de 9 = 20. Haga lo mismo para 9* = 100. Explique
cémo ha llegado a esa conclusién.

contrado que la funcién

P(t) =
donde k y C son constantes positivas y C < M es un modelo ra-
zonable para aprendizaje.

(a) Exprese el tiempo de aprendizaje ¢ como funcién del nivel
de rendimiento P.

(b) Para un atleta de salto con pértiga en entrenamiento, la
curva de aprendizaje estd dada por

P(1) = 20 — 14¢ 00

90. Una ecuacion sorprendente Tome logaritmos para de-

_ —kt .,
M Ce mostrar que la ecuacion

xl/logx — 5

no tiene solucién. ;Para qué valores de k tiene solucién la ecuacién
xl/logx — kr)

(Qué nos dice esto acerca de la gréfica de la funcién f(x) = xlfogxp
Confirme su respuesta usando una calculadora graficadora.

Ecuaciones disfrazadas Cada una de estas ecuaciones se
puede transformar en una ecuacion de tipo lineal o cuadratico si
se aplica la sugerencia. Resuelva cada ecuacion.

(@) (x — 1)~ =100(x — 1) [Tome log de cada lado.]
(b) log, x + log,x + loggx = 11 [Cambie todos los log a base 2.]
(4 —27""=3

donde P(f) es la altura que €l es capaz de saltar con pértiga 91
después de ¢ meses. ;Después de cudntos meses de aprendi-
zaje podrd saltar 12 pies?

(¢) Trace una gréfica de la curva de aprendizaje de la parte (b).

[Escriba como cuadratica en 2*.]

4.6 MODELADO CON FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Crecimiento exponencial (tiempo de duplicacion) » Crecimiento exponencial
(tasa de crecimiento relativa) P Desintegracién radiactiva > Ley de Newton
de Enfriamiento P Escalas logaritmicas

Un gran nimero de procesos que se presentan en la naturaleza, por ejemplo el crecimiento
poblacional, la desintegracion radiactiva, la difusién de calor y otros muchos, se pueden
modelar usando funciones exponenciales. Se usan funciones logaritmicas en modelos para
la intensidad de sonidos, la intensidad de terremotos y otros numerosos fenémenos. En esta
seccion estudiamos modelos exponenciales y logaritmicos.

V Crecimiento exponencial (tiempo de duplicacion)

Supdngase que empezamos con una sola bacteria, que se divide cada hora. Después de una
hora tenemos 2 bacterias, después de dos horas tenemos 2% 0 sea 4 bacterias, después de tres
horas tenemos 2° o sea 8 bacterias, y asi sucesivamente (vea Figura 1). Vemos que podemos
modelar la poblacién de bacterias después de t horas, por medio de f(7) = 2.

LLLOLOLL®

FIGURA 1 Poblacion de bacterias 6




Busque guias para trabajar con cifras
significativas, vea el Apéndice: Calcu-
lations and Significant Figures (Calcu-
los y Cifras Significativas).

SECCION 46 | Modelado con funciones exponenciales y logaritmicas 341

Si empezamos con 10 de estas bacterias, entonces la poblacién estd modelada por f(r) =
10 - 2. Una especie de bacteria, de crecimiento mds lento, se duplica cada 3 horas; en este
caso la poblacién estd modelada por f(f) = 10 - 2°. En general, tenemos lo siguiente.

CRECIMIENTO EXPONENCIAL (TIEMPO DE DUPLICACION)

Si el tamafio inicial de una poblacion es n y el tiempo de duplicacion es a, entonces
el tamafio de la poblacién en el tiempo ¢ es

n(r) = ny2'

donde a y ¢ se miden en las mismas unidades de tiempo (minutos, horas, dias, afios,
etcétera).

EJEMPLO 1 | Poblacién de bacterias

Bajo condiciones ideales, cierta poblacion de bacterias se duplica cada tres horas. Inicial-
mente hay 1000 en una colonia.

(a) Encuentre un modelo para la poblacion de bacterias después de ¢ horas.
(b) ;Cuantas bacterias hay en la colonia después de 15 horas?
(¢) (Cuéndo llegard a 100,000 el nimero de bacterias?

SOLUCION

(a) La poblacién en el tiempo ¢ estd modelada por

n(t) = 1000-27

donde ¢ se mide en horas.
(b) Después de 15 horas el nimero de bacterias es

n(15) = 1000-2'5* = 32,000

(¢) Hacemos n(r) = 100,000 en el modelo que encontramos en la parte (a) y de la ecua-
cién exponencial resultante despejamos f.

100,000 = 1000 - 2 n(t) = 100027
100 = 273 Divida entre 1000
log 100 = log 2" Tome log de cada lado

t
2= 3 log 2 Propiedades de log
6

t =~ 19.93 Despeje t

N log 2
El nivel de bacterias llega a 100,000 en unas 20 horas.
©  AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 1 |

EJEMPLO 2 | Poblacion de conejos

Cierta clase de conejos fue introducida en una pequefia isla hace 8 meses. La poblacién
actual de conejos en la isla se estima en 4100 y se duplica cada 3 meses.

(a) (Cuadl fue el tamafo inicial de la poblacién de conejos?

(b) Estime la poblacion a un afio después que los conejos fueron introducidos en la isla.
(¢) Trace una gréfica de la poblacién de conejos.
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FIGURA 2 n(r) = 645-27

Busque guias para trabajar con cifras
significativas, vea el Apéndice: Calcu-
lations and Significant Figures (Célcu-
los y Cifras Significativas).

SOLUCION
(a) Eltiempo de duplicacion es a = 3, de modo que la poblacién en el tiempo 7 es
n(t) = ny2" Modelo

donde n, es la poblacién inicial. Como la poblacién es 4100 cuando ¢ es 8 meses,
tenemos

n(8) = ny2% Del modelo

4100 = ny2**  Porque n(8) = 4100

4100 . o _

ny = Divida entre 2~ e intercambie lados
98/3

ny = 645 Calcule

Entonces estimamos que 645 conejos fueron introducidos en la isla.

(b) De la parte (a) sabemos que la poblacién inicial es ny = 645, de modo que podemos
modelar Ia poblacién después de t meses por medio de

n(t) = 645.27 Modelo
Después de un afio # = 12, y entonces
n(12) = 645-2' =~ 10,320

Por lo tanto, después de un afio, habria unos 10,000 conejos.

(c) Primero observamos que el dominio es ¢ = 0. La grafica se muestra en la Figura 2.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 3 |

V Crecimiento exponencial (tasa de crecimiento relativa)

Hemos utilizado una funcién exponencial con base 2 para modelar el crecimiento poblacio-
nal (en términos del tiempo de duplicacién). También modelariamos la misma poblacién
con una funcién exponencial con base 3 (en términos del tiempo de triplicacién). De hecho,
podemos hallar un modelo exponencial con cualquier base. Si usamos la base e, obtenemos
el siguiente modelo de una poblacién en términos de la tasa de crecimiento relativa r: la
tasa de crecimiento poblacional expresada como una proporcién de la poblacién en cual-
quier momento. Por ejemplo, si r = 0.02, entonces en cualquier tiempo ¢ la tasa de creci-
miento es 2% de la poblacién en el tiempo .

CRECIMIENTO EXPONENCIAL (TASA DE CRECIMIENTO RELATIVA)

Una poblacién que experimenta un crecimiento exponencial aumenta de acuerdo
con el modelo
n(t) = nge”
donde n(t) = poblacion en el tiempo ¢
n, = tamaiflo inicial de la poblacién

r = tasa de crecimiento relativa (expresada como una proporcién de
la poblacién)

t = tiempo

Observe que la férmula para el crecimiento poblacional es la misma que para interés
capitalizado continuamente. De hecho, el mismo principio funciona en ambos casos: el
crecimiento de una poblacién (o una inversion) por periodo es proporcional al tamafio de la
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FIGURA 3

El crecimiento relativo de la poblacién

mundial ha estado bajando en las ulti-
mas décadas, de 2% en 1995 a 1.3%
en 2006.

Unicamente de pie

La poblacion mundial era aproximada-
mente de 6100 millones en 2000 y es-
taba creciendo 1.4% al ano. Supo-
niendo que cada persona ocupe un
promedio de 4 pies® de la superficie te-
rrestre, el modelo exponencial para cre-
cimiento poblacional proyecta que
para el aflo 2801 habra espacio Unica-
mente para estar de pie. (El drea total
de superficie terrestre del mundo es al-
rededor de 1.8 X 10" pies?)
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poblacion (o la cantidad de la inversién). Una poblacion de 1,000,000 aumentard mas en un
afio que una poblacién de 1000; en exactamente la misma forma, una inversiéon de
$1,000,000 aumentard mds en un afio que una inversién de $1000.

En los siguientes ejemplos suponemos que las poblaciones crecen exponencialmente.

EJEMPLO 3 | Prediccion del tamafio de una poblacién

La cantidad inicial de bacterias en un cultivo es 500. Posteriormente, un bidlogo hace un
conteo de muestra de bacterias del cultivo y encuentra que la tasa de crecimiento relativa es
40% por hora.

(a) Encuentre una funcién que modele el nimero de bacterias después de ¢ horas.
(b) ;Cudl es la cantidad estimada después de 10 horas?

(¢) (Cudndo llegard a 80,000 la cantidad de bacterias?

(d) Trace la gréfica de la funcién n(z).

SOLUCION
(a) Usamos el modelo de crecimiento exponencial con ny = 500 y r = 0.4 para obtener

n(f) = 500"
donde ¢ se mide en horas.

(b) Usando la funcién de la parte (a), encontramos que la cantidad de bacterias después de
10 horas es

n(10) = 500e"41% = 500¢* =~ 27,300
(c) Hacemos n(f) = 80,000 y de la ecuacién exponencial resultante despejamos 7:

80,000 = 500 - eo~4’ Il(f) =500- ()().41

160 = ¥ Divida entre 500
In 160 = 0.4¢ Tome In de cada lado
In 160
t= =~ 12.68 Despeje ¢
04

El nivel de bacterias llega a 80,000 en unas 12.7 horas.
(d) La gréfica se muestra en la Figura 3.
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EJEMPLO 4 | Comparacion de diferentes tasas de crecimiento

poblacional
En el afio 2000 la poblacién mundial era de 6100 millones, y la tasa de crecimiento relativa
era de 1.4% por afio. Se dice que una tasa del 1.0% haria una diferencia importante en la
poblacién total en sélo unas pocas décadas. Pruebe esta frase estimando la poblacion mundial
del afio 2050 usando una tasa de crecimiento relativa de (a) 1.4% al afio y (b) 1.0% al afio.

Grafique las funciones de poblacién para los siguientes 100 afios para las dos tasas de
crecimiento relativas en el mismo rectangulo de observacion.

SOLUCION
(a) Con el modelo de crecimiento exponencial tenemos
n(t) = 6.1

donde n(f) se mide en miles de millones y ¢ se mide en afios desde 2000. Como el afio
2050 es 50 afios después del 2000, encontramos que

n(50) = 6.1e%0140C0 = 6,17 =~ 12.3

La poblacién estimada en el afio 2050 es 12,300 millones.
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(b) Usamos la funcidn

n(t)= 6.1
y encontramos
n(50) = 6.1e"01°CY = 6,1 ~ 10.1
La poblacién estimada en el afio 2050 es alrededor de 10,100 millones.

Las gréficas de la Figura 4 muestran que un pequefio cambio en la tasa de crecimiento
relativa hard, con el tiempo, una gran diferencia en el tamafio de la poblacion.

® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 7 |

EJEMPLO 5 | Expresar el modelo en términos de e

Un cultivo se inicia con 10,000 bacterias, y el niimero se duplica a cada 40 minutos.

(a) Encuentre una funcién n(f)= nOZ’/“ ue modele el nimero de bacterias después de ¢ mi-
q p
nutos.

(b) Encuentre una funcién n(f)= nee” que modele el nimero de bacterias después de ¢ mi-
nutos.

(¢) Trace una grafica del nimero de bacterias en el tiempo .
SOLUCION

(a) La poblacioén inicial es ny, = 10,000. EI tiempo de duplicaciéon es a = 40 min = 2/3 h.
Como 1/a = 3/2 = 1.5, el modelo es

n(f) = 10,000+ 2%

(b) La poblacion inicial es n, = 10,000. Necesitamos hallar la tasa de crecimiento relativa r.
Como hay 20,000 bacterias cuando ¢ = 2/3 h, tenemos

20,000 = 10,000¢"*? n(r) = 10,000¢"
2= Divida entre 10,000
In2 = Ine®@? Tome In de cada lado
In2 = r(2/3) Propiedad de In
r= 3n2 =~ 1.0397 Despeje r

Ahora que sabemos la tasa de crecimiento relativa r, podemos hallar el modelo:
n(f) = 10,000¢" %"

(¢) Podemos graficar el modelo de la parte (a) o el de la parte (b). Las graficas son idénti-
cas. Vea la Figura 5.

® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 |

V Desintegracion radiactiva

Las sustancias radiactivas se desintegran al emitir radiacién espontineamente. La rapidez
de desintegracion es proporcional a la masa de la sustancia. Esto es andlogo al creci-
miento poblacional excepto que la masa decrece. Los fisicos expresan la rapidez de des-
integracion en términos de vida media. Por ejemplo, la vida media del radio 226 es 1600
afos, de modo que una muestra de 100 g se desintegra a 50 g (o 1 X 100 g) en 1600 afios,
entonces 25 g (0 3 X 3 X 100 g) en 3200 afios, y asi sucesivamente. En general, para una



Las vidas medias de elementos

radiactivos varian de muy largas a muy

cortas. A continuaciéon veamos unos

ejemplos.
Elemento Vida media
Torio-23 14.5 mil millones
de anos
Uranio-235 4.5 mil millones
de anos
Torio-230 80,000 anos
Plutonio-239 24,360 afos
Carbono-1 5,730 afos
Radio-226 1,600 afos
Cesio-137 30 afos
Estroncio -90 28 afnos
Polonio-210 140 dias
Torio-234 25 dias
Yodo-135 8 dias
Radén-222 3.8 dias
Plomo-211 3.6 minutos
Cripton-91 10 segundos

En las partes (c) y (d) también pode-
mos usar el modelo encontrado en la
parte (a). Compruebe que el resultado
sea el mismo usando cualquiera de es-

tos dos modelos.
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sustancia radiactiva con masa m, y vida media h, la cantidad restante en el tiempo 7 estd
modelada por

m(t) = m02_t/h

donde /1 y t se miden en las mismas unidades de tiempo (minutos, horas, dias, afios, etcétera).
Para expresar este modelo en la forma m(z) = mge”, necesitamos hallar la tasa relativa de
desintegracion r. Como £ es la vida media, tenemos

m(t) = mye " Modelo
mo _ —rh . .
7 = mge h es la vida media
L Ap— - ,
=e Divida entre m,
2
1
In 5 = —rh Tome In de cada lado
In2 R
r=— espeje r
h Pe)

Esta tltima ecuacion nos permite hallar la tasa r a partir de la vida media A.

MODELO DE DESINTEGRACION RADIACTIVA

Si my, es la masa inicial de una sustancia radiactiva con vida media 4, entonces la
masa restante en el tiempo ¢ estd modelada por la funcién

rt

m(t) = mge~

dond In2
ondae = =0
T

EJEMPLO 6 | Desintegracion radiactiva

El polonio 210 (*'°Po) tiene una vida media de 140 dfas. Suponga que una muestra de esta
sustancia tiene una masa de 300 mg.

a) Encuentre una funcién m(t)= m,2~"™ que modele la masa restante después de ¢ dias.

(a) E t fi t 27" g dele 1 tante después de ¢ d

(b) Encuentre una funcion m(f)= mge” " que modele la masa restante después de ¢ dias.
q Y

(c) Encuentre la masa restante después de un afio.

(d) ;Cuanto tiempo tomara la muestra en desintegrarse a una masa de 200 mg?

(e) Trace una gréifica de la masa de la muestra como funcién del tiempo.

SOLUCION

(a) Tenemos m, = 300y h = 140, de modo que la cantidad restante después de ¢ dias es
m(t) = 30027140

(b) Tenemos m, = 300y r = In 2/140 = —0.00495, de modo que la cantidad restante
después de ¢t dias es

m(l) — 300. 6*000495(
(¢) Usamos la funcién que encontramos en la parte (a) con t = 365 (un afio)
m(365) = 300e 045G ~ 49 256

Entonces, aproximadamente 49 mg de *'°Po quedardn después de un afio.
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Desechos radiactivos

Se producen peligrosos isdtopos ra-
diactivos siempre que ocurre una reac-
cion nuclear, ya sea como resultado de
una prueba de una bomba atémica, un
accidente nuclear como el de Cherno-
byl en 1986, o la produccién sin inci-
dentes de electricidad en una planta
generadora nuclear.

Un material que se produce en
bombas atémicas es el isétopo estron-
cio 90 (*°Sr), con una vida media de 28
afnos. Este se deposita como el calcio
en el tejido 6seo humano, donde
puede causar leucemia y otros tipos de
cancer.No obstante, en las décadas
transcurridas desde que dejaron de
realizarse pruebas atmosféricas de ar-
mas nucleares, los niveles del *°S en el
ambiente han bajado a un nivel que ya
no plantea una amenaza para la salud.

Las plantas nucleares para genera-
cion de energia eléctrica producen plu-
tonio radiactivo 239 (**Pu), que tiene
una vida media de 24,360 anos. Debido
a su larga vida media, el **°Pu podria re-
presentar una amenaza para el am-
biente durante miles de afos, por lo
cual debe tenerse gran cuidado para
eliminarlo en forma apropiada. La difi-
cultad de garantizar la seguridad del
desecho radiactivo eliminado es una
razén por la que las plantas nucleares
para generacion de electricidad siguen
siendo controvertidas.

(d) Usamos la funcién que encontramos en la parte (a) con m(f) = 200 y de la ecuacién
exponencial resultante despejamos .

300e 000491 = 200 m(t) = mee™ "
e 000495 — 2 Divida entre 300
In ¢ 00049 = Ip % Tome In de cada lado
—0.00495¢ = In 3 Propiedad de In
t= —i Despeje ¢
0.00495
t=81.9 Calculadora

El tiempo necesario para que la muestra se desintegre a 200 mg es de unos 82 dias.

(e) Podemos graficar el modelo de la parte (a) o el de la parte (b). Las graficas son idénti-
cas. Vea Figura 6.

m(t) = 300 e*().()0495t

Cantidad de *Po (mg)
3]
S
<

| |
T T

0] o0 150
FIGURA 6 Tiempo (dias)

|
T

~Y
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V Ley de Newton de Enfriamiento

La Ley de Newton de Enfriamiento dice que la rapidez a la que un cuerpo se enfria es pro-
porcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y su entorno, siempre que la dife-
rencia de temperatura no sea demasiado grande. Mediante célculo, el siguiente modelo
puede ser deducido a partir de esta ley.

LEY DE NEWTON DE ENFRIAMIENTO

SiD, es la diferencia inicial de temperatura entre un cuerpo y su entorno,
y si su entorno tiene temperatura 7, entonces la temperatura del cuerpo en el
tiempo 7 estd modelada por la funcién

T(t) = T, + Dye ™

donde k es una constante positiva que depende del tipo de cuerpo.

EJEMPLO 7 | Ley de Newton de Enfriamiento

Una taza de café tiene una temperatura de 200°F y se coloca en un cuarto que tiene una
temperatura de 70°F. Después de 10 minutos, la temperatura del café es 150°F.

(a) Encuentre una funcién que modele la temperatura del café en el tiempo .

(b) Encuentre la temperatura del café después de 15 minutos.
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(¢) (Cuéndo se habra enfriado el café a 100°F?

(d) Haga una gréfica de la funcién de temperatura.

SOLUCION
(a) La temperatura del cuarto es 7, = 70°F, y la diferencia inicial de temperatura es

‘ Dy, =200 — 70 = 130°F

Entonces, por la Ley de Newton de Enfriamiento, la temperatura después de f minutos
estd modelada con la funcién

() = 70 + 130e™*

Necesitamos hallar la constante k asociada con esta taza de café. Para hacer esto,
usamos el hecho de que cuando ¢ = 10, la temperatura 7{10) = 150. Por lo tanto, tene-

mos
70 + 130e™'% = 150 T, + Doe™ = T(1)
130e™ % = 80 Reste 70
e 0 = % Divida entre 130
—10k = In Tome In de cada lado
k=—3Ing Despeje k

k = 0.04855 Calculadora

Sustituyendo este valor de k en la expresion para 7(f), obtenemos
T(t) = 70 + 130 004855
(b) Usamos la funcién que encontramos en la parte (a) con ¢t = 15.
T(15) = 70 + 130e 045019 =~ 133°F

(c¢) Usamos la funcién que hallamos en la parte (a) con 7(¢) = 100 y de la ecuacién expo-

T(F) 4 nencial resultante despejamos 7.

200+ 70 + 130e” %045 = 100 T, + Dye™ = T(1)

T =70 + 130e 004855 130e 00483 = 30 Reste 70
o 00 = 3 Divida entre 130
. —0.04855¢ = In Tome In de cada lado
o LT -
—0.04855 i
0 1%0 50 3%0 4%0 t>(min) t = 30.2 Calculadora
FIGURA 7 Temperatura del café El café se habra enfriado a 100°F después de media hora.
después de 7 minutos (d) La gréfica de la funcion de temperatura aparece en la Figura 7. Observe que la recta
t = 70 es una asintota horizontal. (;Por qué?)
“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 25 |

V Escalas logaritmicas

Cuando una cantidad fisica varfa con un margen muy grande, a veces es conveniente tomar su
logaritmo para tener un conjunto de nimeros mas manejable. Estudiamos tres de estas situa-



348 CAPITULO 4

Funciones exponenciales y logaritmicas

pH para algunas sustancias

comunes

Sustancia pH
Leche de magnesia 10.5
Agua de mar 8.0-8.4
Sangre humana 7.3-75
Galletas 7.0-8.5
Maiz molido 6.9-7.9
Leche de vaca 6.4-6.8
Espinacas 5.1-5.7
Tomates 4.1-44
Naranjas 3.0-4.0
Manzanas 29-33
Limones 1.3-2.0
Acido de bateria 1.0

Terremotos mas fuertes

Lugar Fecha Magnitud
Chile 1960 9.5
Alaska 1964 9.2
Sumatra 2004 9.1
Alaska 1957 9.1
Kamchatka 1952 9.0
Chile 2010 8.8
Ecuador 1906 8.8
Alaska 1965 8.7
Sumatra 2005 8.7
Tibet 1950 8.6
Kamchatka 1923 8.5
Indonesia 1938 8.5
Islas Kuriles 1963 8.5

ciones: la escala pH, que mide acidez; la escala Richter, que mide la intensidad de terremotos,
y la escala de decibeles, que mide la intensidad de sonidos. Otras cantidades que se miden en
escalas logaritmicas son la intensidad de luz, capacidad de informacién, y radiacion.

La escala pH Los quimicos median la acidez de una solucién dando su concentracién de
iones de hidrégeno hasta que Soren Peter Lauritz Sorensen, en 1909, propuso una medida
mas comoda. El definié

pH = —log[H"]

donde [H"] es la concentracién de iones de hidrégeno medida en moles por litro (M). Hizo
esto para evitar nimeros muy pequefios y exponentes negativos. Por ejemplo,

si [H*] = 107*M, entonces pH = —log,(107%) = —(—4) = 4

Las soluciones con un pH de 7 se definen como neutras, aquellas con pH < 7 son dcidas,
y las que tengan pH > 7 son bdsicas. Observe que cuando el pH aumenta en una unidad, el
[H"] disminuye en un factor de 10.

EJEMPLO 8 | Escala de pHy concentracion de iones de
hidrégeno

(a) La concentracién de iones de hidrégeno de una muestra de sangre humana se midié y
resulté ser [H'] = 3.16 X 10™"* M. Encuentre el pH y clasifique la sangre como édcida
o bésica.

(b) La lluvia mds dcida jamds medida ocurrié en Escocia en 1974; su pH fue de 2.4. En-
cuentre la concentracion de iones de hidrégeno.

SOLUCION
(a) Una calculadora da
pH = —log[H"] = —log(3.16 X 107%) = 7.5

Como esto es mayor a 7, la sangre es basica.

(b) Para hallar la concentracién de iones de hidrégeno, necesitamos despejar [H'] de la
ecuacion logaritmica

log[H"] = —pH
Por lo tanto, la escribimos en forma exponencial.
[H"] =10
En este caso pH = 2.4, por lo cual

[H'] =102* = 4.0 X 10°M

“ (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 29 |

La escala Richter En 1935, el gedlogo estadounidense Charles Richter (1900-1984)
definié la magnitud M de un terremoto como

I
M = logE

donde [ es la intensidad del terremoto, medida por la amplitud de la lectura de un sismégrafo
tomada a 100 km del epicentro del terremoto, y S es la intensidad de un terremoto “estandar”
(cuya amplitud es 1 micrén = 10~ cm). La magnitud de un terremoto estindar es

S
M=10g§=10g1=0
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Richter estudié numerosos terremotos que ocurrieron entre 1900 y 1950. El mas grande
tuvo una magnitud de 8.9 en la escala de Richter y, el mas pequefio, tuvo magnitud 0. Esto
corresponde a una relacién de intensidades de 800,000,000, de modo que la escala de Rich-
ter da nimeros mas manejables para trabajar. Por ejemplo, un terremoto de magnitud 6 es
diez veces mas fuerte que uno de magnitud 5.

EJEMPLO 9 | Magnitud de terremotos

El terremoto de 1906 en San Francisco tuvo una magnitud estimada de 8.3 en la escala de
Richter. En el mismo afio ocurrié un poderoso terremoto en la frontera entre Colombia y
Ecuador, que fue cuatro veces mds intenso. ;Cudl fue la magnitud del temblor entre Colom-
bia y Ecuador en la escala de Richter?

SOLUCION Si I es la intensidad del terremoto de San Francisco, entonces por la defi-
nicién de magnitud tenemos

I
M =log— =183
og S
La intensidad del terremoto entre Colombia y Ecuador fue 4/, de modo que su magnitud fue
41 1
M = logg = log4 + logg = log4 + 83 = 8.9
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EJEMPLO 10 | Intensidad de terremotos

El terremoto de 1989 de Loma Prieta que sacudié San Francisco tuvo una magnitud de 7.1
en la escala de Richter. ;Cudntas veces mas intenso fue el temblor de 1906 (vea Ejemplo 9)
que el evento de 1989?

SOLUCION  SiZ e, son las intensidades de los terremotos de 1906 y 1989, entonces
nos piden hallar [,/I,. Para relacionar esto con la definicién de magnitud, dividimos el nu-
merador y el denominador entre S.

1 1,/S
log == log =— Divida numerador y denominador entre §
L L/S
1
= log El - lOgE2 Ley 2 de logaritmos

=83-71=12 Definicién de magnitud de terremotos
Por lo tanto,

ﬁ — lolog(ll/lz) — 101.2 ~ 16
2

El terremoto de 1906 fue unas 16 veces mds intenso que el de 1989.
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Escala de decibeles Nuestro oido es sensible a una gama extremadamente grande de
intensidades de sonido. Tomamos como referencia la intensidad I, = 10~'> W/m? (watts por
metro cuadrado) a una frecuencia de 1000 hertz, que mide un sonido que es apenas audible
(el umbral de escucha). La sensacién psicoldgica de intensidad varfa con el logaritmo de la
intensidad (Ley de Weber-Fechner), de modo que el nivel de intensidad B, medido en de-
cibeles, esta definido como

I
B = 101log —
Iy
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El nivel de intensidad del sonido de referencia apenas audible es
Los niveles de intensidad de soni-
dos que poderr]o§ 0|'rvar|’an.de muy B = 10 log é =10log1 = 0dB
fuertes a muy débiles. A continuacion 1,
veamos algunos ejemplos de niveles
en decibeles de sonidos que se escuchan

comdnmente. EJEMPLO 11 Intensidad de sonido del despegue de

Fuente de sonido B (dB) un avion jet

Despegue de un jet 140 Encuentre el nivel de intensidad en decibeles de un motor de jet durante el despegue, si la
Martillo neumatico 130 intensidad se mide a 100 W/m®.

Concierto de rock 120 . . . . .

Tren subterraneo 100 SOLUCION  De la definicién de nivel de intensidad vemos que

Transito intenso 80 Ji 2

Trénsito ordinario 70 B = 10log— = 10log ——; = 10log 10" = 140 dB

Conversacion normal 50 Iy 10

Susurro 30 Por lo tanto, el nivel de intensidad es 140 dB.

Hojas que caen 10-20

Umbral de escucha 0 © _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 41 |

La tabla del margen es una lista de niveles de intensidad en decibeles para algunos soni-
dos comunes que van desde el umbral de escucha humana hasta el despegue de aviones jet
del Ejemplo 11. El umbral del dolor es de unos 120 dB.

4.6 EJERCICIOS

APLICACIONES (c) (Después de cudntas horas llegard el nimero de bacterias a
un millén?

1-16 m Estos ejercicios usan el modelo de crecimiento poblacional. .. .
_ . . ] ) . “« _ 3. Poblacion de ardillas Una poblacién de arcillas grises
© [ 1. Cultivo de bacterias Cierto cultivo de la bacteria Strepto- fue introducida en cierto condado de la Gran Bretafia, hace 30

coccus A inicialmente tiene 10 bacterias y se observa que se du- afios. Unos bidlogos observaron que la poblacién se duplica

plica cada 1.5 horas. cada 6 afios, y ahora la poblacién es de 100,000.

(a) Encuentre un modelo exponencial n(t) = n,2" para el ni- (a) ;Cudl es el tamafo inicial de la poblacién de ardillas?
mero de bacterias en el cultivo después de 7 horas. (b) Estime la poblacion de ardillas a 10 afios a partir de ahora.

(b) Estime el nimero de bacterias después de 35 horas. (¢) Trace una grifica de la poblacién de ardillas.

(¢) (Cudndo llegard a 10,000 el nimero de bacterias? .
4. Poblacion de aves Cierta especie de aves fue introducida

en un condado hace 25 afios. Unos bidlogos observan que la po-
blacién se duplica cada 10 afios, y ahora la poblacién es de 13,000.
(a) ;Cual fue el tamaiio inicial de la poblacion de aves?

(b) Estime la poblacion de aves a 5 afios a partir de ahora.

(¢) Trace una gréfica de la poblacién de aves.

4
wn

. Poblacién de zorros La poblacién de zorros en cierta re-
gién tiene una tasa de crecimiento relativa de 8% por afio. Se
estima que la poblacién en 2005 era de 18,000.

(a) Encuentre una funcion n(t) = nye’" que modele la poblacién
en ¢ afios después de 2005.
(b) Use la funcién de la parte (a) para estimar la poblacién de
zorros en el afio 2013.
(¢) Trace una gréfica de la funcién de poblacién de zorros para
Streptococcus A los afios 2005-2013.
(12,000 X aumentos)

Utilizada bajo licencia de Shutterstock.com

© 2009 Sebastian Kaulitzki

6. Poblacion de peces La poblacién de cierta especie de pe-

2. Cultivo de bacterias Cierto cultivo de la bacteria Rhodo- ces tiene una tasa de crecimiento relativa de 1.2% por afio. Se
bacter sphaeroides inicialmente tiene 25 bacterias y se observa estima que la poblacién en 2000 era de 12 millones.
que se duplica cada 5 horas. (a) Encuentre un modelo exponencial n(t) = nge” para la pobla-
(a) Encuentre un modelo exponencial n(t) = 12" para el nd- cién ¢ afios después de 2000.
mero de bacterias del cultivo después de 7 horas. (b) Estime la poblacién de peces en el afio 2005.

(b) Estime el niimero de bacterias después de 18 horas. (¢) Trace una gréfica de la poblacion de peces.
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10.

11.

12.

. Poblacién de un condado La poblacién de un condado

tiene una tasa de crecimiento relativa de 3% por afio. El go-
bierno estd tratando de reducir la tasa de crecimiento al 2%. La
poblacién en 1995 era de aproximadamente 110 millones. En-
cuentre la poblacion proyectada para el afio 2020 para las si-
guientes condiciones.

(a) La tasa de crecimiento relativa permanece en 3% al afio.
(b) La tasa de crecimiento relativa se reduce a 2% al afo.

. Cultivo de bacterias Se observa que cierto cultivo de

bacterias tiene una tasa de crecimiento relativa de 12% por hora

pero, en presencia de un antibidtico, la tasa de crecimiento rela-

tiva se reduce a 5% por hora. El nimero inicial en el cultivo es

22. Encuentre la poblacién proyectada después de 24 horas para

las siguientes condiciones.

(a) No hay antibidtico presente, por lo cual la tasa de creci-
miento relativa es 12%.

(b) Estd presente un antibidtico en el cultivo, por lo cual la tasa
de crecimiento relativa se reduce a 5%.

. Poblacion de una ciudad La poblacién de cierta ciudad

era de 12,000 en 2006; el tiempo de duplicacién observado para

la poblacién es de 18 afios.

(a) Encuentre un modelo exponencial n(t) = n,2"™ para la po-
blacion, t afios después de 2006.

(b) Encuentre un modelo exponencial n(t) = nge” para la pobla-
cion, ¢ afios después de 2006.

(¢) Trace una gréfica de la poblacién en el tiempo .

(d) Estime cudndo llegard la poblacién a 500,000.

Poblacion de murciélagos La poblacién de murciélagos

en cierto condado del oeste medio era de 350,000 en 2009, y el

tiempo de duplicacién observado para la poblacion es de 25 afios.

(a) Encuentre un modelo exponencial n(t) = n,2" para la po-
blacién, t afios después de 2006.

(b) Encuentre un modelo exponencial n(t) = nje” para la pobla-
cioén, t afios después de 2006.

(¢) Trace una gréfica de la poblacién en el tiempo .

(d) Estime cuando llegard la poblacién a 2 millones.

Poblacion de venados La grifica muestra la poblacién

de venados en un condado de Pennsylvania entre 2003 y 2007.

Suponga que la poblacién crece exponencialmente.

(a) ;Cual era la poblacién de venados en 2003?

(b) Encuentre una funcién que modele la poblacién de venados
t afios después de 2003.

(¢) (Cual es la poblacién de venados proyectada en 2011?

(d) ;En qué afio la poblacién de venados llegard a 100,000?

n(r)
(4, 31,000)
30,000 —
Poblacion 20.000
de venados
10,000
01 2 3 4
Afios desde 2003

Poblacion de ranas Se introdujeron algunas ranas mugi-
doras en un pequeiio estanque. La grafica muestra la poblacion
de estas ranas para los siguientes pocos afios. Suponga que la
poblacién crece exponencialmente.

(a) ;Cual era la poblacién inicial de ranas mugidoras?
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13.

14.

15.

16.

(b) Encuentre una funcién que modele la poblacion de estas ra-
nas ¢ afios desde que las ranas fueron puestas en el estanque.
(¢) (Cual es la poblacién proyectada de ranas mugidoras des-
pués de 15 afios?
(d) Estime cudnto tiempo tomard a la poblacion llegar a
75,000.
n
700 //
600
500

Poblacion
de ranas

300
200
100

o0f 1 2 3 4 5 ¢t

Cultivo de bacterias Un cultivo empieza con 8600 bacte-

rias. Después de una hora la cantidad es 10,000.

(a) Encuentre una funcién que modele el nimero de bacterias
n(f) después de ¢ horas.

(b) Encuentre el nimero de bacterias después de 2 horas.

(¢) ¢Después de cudntas horas se duplicard el nimero de bacte-
rias?

Cultivo de bacterias La cantidad en un cultivo de bacterias

era de 400 después de 2 horas y de 25,600 después de 6 horas.

(a) ;Cuadl es la tasa de crecimiento relativa de la poblacién de
bacterias? Exprese su respuesta como porcentaje.

(b) ;Cual era el tamafio inicial del cultivo?

(¢) Encuentre una funcién que modele el nimero de bacterias
n(f) después de ¢ horas.

(d) Encuentre el nimero de bacterias después de 4.5 horas.

(e) (Cudando serd de 50,000 el nimero de bacterias?

Poblacion de California La poblacién de California era

de 29.76 millones en 1990 y 33.87 en 2000. Suponga que la po-

blacion crece exponencialmente.

(a) Encuentre la funcién que modele la poblacién ¢ afios des-
pués de 1990.

(b) Encuentre el tiempo necesario para que la poblacién se duplique

(c) Use la funcion de la parte (a) para predecir la poblacién de
California en el afio 2010. Busque en su biblioteca la pobla-
cién real de California en 2010 y compare.

Poblacion mundial La poblacién mundial era de 5700
millones en 1995, y la tasa de crecimiento observada relativa
era de 2% al afio.

(a) (En qué afio se habrd duplicado la poblacién?

(b) ¢(En qué afio se habrd triplicado la poblacién?

17-24 m Estos ejercicios usan el modelo de desintegracion radiactiva.

& a7,

18.

Radio radiactivo La vida media del radio 226 es de 1600

afios. Suponga que tenemos una muestra de 22 mg.

(a) Encuentre una funcion m(t) = my2~"™ que modele la masa
restante después de ¢ afios.

(b) Encuentre una funcién m(t) = mee™" que modele la masa
restante después de ¢ afios.

(¢) ;Cuanto de la muestra habra después de 4000 afios?

(d) ;Después de cudnto tiempo habrd sélo 18 mg de la muestra?

Cesio radiactivo La vida media del cesio 137 es de 30

afios. Suponga que tenemos una muestra de 10 gramos.

(a) Encuentre una funcién m(t) = my2""" que modele la masa
restante después de ¢ afios.
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19.

20.

21.

22,

23.

24.
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(b) Encuentre una funcién m(t) = mye " que modele la masa
restante después de ¢ afios.
(¢) (Cudnto de la muestra habrd después de 80 afios?

(d) (Después de cudnto tiempo habra sélo 2 mg de la muestra? 3.

Estroncio radiactivo La vida media del estroncio 90 es
de 28 afios. ;Cudnto tiempo tardard una muestra de 50 mg en
desintegrarse a una masa de 32 mg?

Radio radiactivo El radio 221 tiene una vida media de 30 s.
(Cudnto tiempo tomard que el 95% de la muestra se desintegre?

Hallar vida media Si 250 mg de un elemento radiactivo se
desintegran a 200 mg en 48 horas, encuentre la vida media del
elemento.

Radon radiactivo Después de 3 dias, una muestra de ra-

dén 222 se ha desintegrado a 58% de su cantidad original.

(a) (Cudl es la vida media del radén 2227

(b) (Cuanto tiempo tomard para que la muestra se desintegre al
20% de su cantidad original?

Determinacion de antigliedad por carbono 14 Un
artefacto de madera de una tumba antigua contiene 65% del car-
bono 14 que estd presente en drboles vivos. ;Cudnto tiempo
hace que se construy¢ el artefacto? (La vida media del carbono
14 es de 5370 afios.)

Determinacion de antigliedad por carbono 14 Se
estima que la tela para el entierro de una momia egipcia con-
tiene 59% del carbono 14 que contenia originalmente. ;Cudnto
tiempo hace que la momia fue enterrada? (La vida media del
carbono 14 es de 5730 afios.)

25-28 m Estos ejercicios usan la Ley de Newton de Enfriamiento.

® 25,

26.

27.

Sopa que se enfria Un taz6n de sopa caliente se sirve en
una fiesta. Empieza a enfriarse de acuerdo con la Ley de
Newton de Enfriamiento, de modo que la temperatura en el
tiempo ¢ estd dada por

T(r) = 65 + 145¢ %%

donde ¢ se mide en minutos y 7 se mide en °F.

(a) (Cudl es la temperatura inicial de la sopa?

(b) (Cudl es la temperatura después de 10 minutos?

(c) ¢(Después de cudnto tiempo serd de 100°F la temperatura?

Tiempo de fallecimiento La Ley de Newton de Enfria-
miento se utiliza en investigaciones de homicidios para determi-
nar el tiempo de un fallecimiento. La temperatura normal del
cuerpo es de 98.6°F. Inmediatamente después de la muerte, el
cuerpo empieza a enfriarse. Se ha determinado en forma experi-
mental que la constante de la Ley de Newton de Enfriamiento es
aproximadamente k = 0.1947, suponiendo que el tiempo se mida
en horas. Suponga que la temperatura del entorno es de 60°F.
(a) Encuentre la funci6n 7(f) que modele la temperatura  horas
después del fallecimiento.
(b) Si la temperatura del cuerpo es ahora de 72°F, ;cuanto
tiempo transcurrié desde la muerte?

Enfriamiento de un pavo Un pavo rostizado se saca de
un horno cuando su temperatura ha alcanzado 185°F y se coloca
en una mesa en un cuarto donde la temperatura es de 75°F.

@

@

4

(a) Si la temperatura del pavo es 150°F después de media hora,
(cudl es su temperatura después de 45 minutos?
(b) (Cuando se enfriard el pavo a 100°F?

Ebullicion del agua Una tetera llena de agua se pone a
hervir en un cuarto con temperatura de 20°C. Después de 15
minutos, la temperatura del agua ha bajado de 100°C a 75°C.
Encuentre la temperatura después de otros 10 minutos. Ilustre
con una grifica de la funcién de temperatura.

29-43 m Estos ejercicios se refieren a escalas logaritmicas.

29.

30.

33.

34.

37.

Hallar el pH Nos dan la concentracién de un ion de hidré-
geno de una muestra de cada sustancia. Calcule el pH de la
sustancia.

(a) Jugo de limén: [H] = 5.0 X 10° M

(b) Jugo de tomate: [H'] = 3.2 X 107*M

(¢) Aguade mar:[H"] =50X 107°M

Hallar el pH Una sustancia desconocida tiene una concen-
traci6n de iones de hidrégeno de [H*] = 3.1 X 10"* M. En-
cuentre el pH y clasifique la sustancia como 4cida o bésica.

. Concentracion de iones Nos dan la lectura de pH de una

muestra de cada sustancia. Calcule la concentracion de iones de
hidrégeno de la sustancia.

(a) Vinagre: pH = 3.0

(b) Leche: pH = 6.5

. Concentracion de iones Nos dan la lectura de pH de un

vaso de liquido. Encuentre la concentracién de iones de hidro-
geno del liquido.

(a) Cerveza: pH = 4.6

(b) Agua: pH =17.3

Hallar el pH Las concentraciones de iones de hidrégeno en
quesos van de 4.0 X 1077 M a 1.6 X 107> M. Encuentre la va-
riacién correspondiente de lecturas de pH.

Concentracion de iones en vino Las lecturas de pH
para vinos varian de 2.8 a 3.8. Encuentre la variacion corres-
pondiente de concentraciones de iones de hidrégeno.

. Magnitudes de terremotos Si un terremoto es 20 veces

mds intenso que otro, jcudnto mds grande es su magnitud en la
escala de Richter?

. Magnitudes de terremotos El terremoto de 1906 en

San Francisco tuvo una magnitud de 8.3 en la escala de Richter.
Al mismo tiempo, en Japdn, un terremoto con magnitud 4.9
causo s6lo dafios de menor importancia. ;Cudntas veces mds in-
tenso fue el terremoto de San Francisco que el de Jap6n?

Magnitudes de terremotos El terremoto de Alaska de
1964 tuvo una magnitud de 8.6 en la escala de Richter. ;Cudn-
tas veces mas intenso fue esto que el terremoto de San Fran-
cisco? (Vea Ejercicio 36.)



38.

39.

42.

Magnitudes de terremotos El terremoto de 1994 en
Northridge, California, tuvo una magnitud de 6.8 en la escala de
Richter. Un aflo después, un terremoto de magnitud 7.2 destruyo
Kobe, Japén. ;Cudntas veces mds intenso fue el terremoto

de Kobe que el de Northridge?

Magnitudes de terremotos El terremoto de 1985 de la
ciudad de México tuvo una magnitud de 8.1 en la escala de Rich-
ter. El terremoto de 1976 en Tangshan, China, fue 1.26 mds in-
tenso. ;Cual fue la magnitud del terremoto de Tangshan?

. Ruido en el Metro La intensidad del sonido en un tren del

Metro se midié en 98 dB. Encuentre la intensidad en W/m?.

. Ruido de transito La intensidad del sonido de transito en

un crucero de mucho movimiento se midié en 2.0 X 107> W/m?>.
Encuentre el nivel de intensidad en decibeles.

Comparacion de niveles de decibeles El ruido de una
podadora de motor se midi6 en 106 dB. El nivel de ruido en un
concierto de rock se midi6 en 120 dB. Encuentre la relacién entre
la intensidad de la musica de rock y la de la podadora de motor.
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43. Ley del Cuadrado Inverso para Sonido Una ley de fi-

sica dice que la intensidad del sonido es inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia d desde la fuente: I = k/d".
(a) Use este modelo y la ecuacién

1
B =101log—
Iy

(descrita en esta seccidn) para mostrar que los niveles B, y
B, en decibeles, a distancias d, y d, desde la fuente, estdn
relacionados por la ecuacién

d,
B, =B, + 20 log —
d,
(b) El nivel de intensidad en un concierto de rock es 120 dB a
una distancia de 2 m de los altavoces. Encuentre el nivel de
intensidad a una distancia de 10 metros.

. (a) Escriba una ecuacién que defina la funcién exponencial con

base a.

(b) (Cuadl es el dominio de esta funcién?

(c) (Cudl es el rango de esta funcién?

(d) Trace la forma general de la grafica de la funcién exponen-
cial para cada caso.

(i) a>1 (i) 0<a<1

. Si x es grande, ;cudl funcién crece mds rdpido, y = 20y = x*?

. (a) (Como estd definido el nimero e?

(b) (Cuadl es la funcién exponencial natural?

. (a) (Como estd definida la funcidén logaritmica y = log,x?

(b) (Cuadl es el dominio de esta funcién?

(c) (Cudl es el rango de esta funcion?

(d) Trace la forma general de la gréfica de la funcién y = log,x
sia > 1.

(e) (Cudl es el logaritmo natural?

(f) (Cudl es el logaritmo comin?

. Exprese las tres Leyes de Logaritmos.

. Exprese la Férmula para Cambio de Base.

W EJERCICIOS

10.

11.
12.

. (a) (Coémo resuelve una ecuacion exponencial?

(b) (Coémo resuelve una ecuacién logaritmica?

. Supoga que se invierte una cantidad P a una tasa r y que A es la

cantidad después de ¢ afios.

(a) Escriba una expresion para A si el interés es compuesto n
veces por ano.

(b) Escriba una expresion para A si el interés es compuesto
continuamente.

. El tamafio inicial de una poblacién es n, y la poblacién crece

exponencialmente.

(a) Escriba una expresion para la poblacién en términos del
tiempo de duplicacién a.

(b) Escriba una expresion para la poblacion en términos de la
tasa de crecimiento relativo r.

(a) (Cudl es la vida media de una sustacia radiactiva?
(b) Si una sustancia tiene una vida media /2 y una masa inicial m,
escriba una expresion para la masa restante en el tiempo 7.

(Qué dice la Ley de Newton de enfriamiento?

(Qué tienen en comun la escala de pH, la de Richter y la de de-
cibeles? ;Cémo se miden?

1-4 m Use calculadora para hallar los valores indicados de la fun-
cién exponencial, aproximada a tres lugares decimales.

L f(x) = 5% f(—15), [(V2), f(2.5)
2 f(x) =3-25 f(=22), [(VT), f(5.5)

3. g(x) =4-G) %

g(=0.7), g(e), g(m)

4. g(x) =% g(=2),9(V3),9(3.6)

5-16 m Trace la gréfica de la funcién. Exprese el dominio, rango y
asintota.

5. f(x) = 27!
7. g(x) =3 +2°

6. f(x) = 32
8 glx)=5"-5



DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

57. Hallar el punto terminal para 7/6 Suponga que el
punto terminal determinado por t = 7/6 es P(x, y) y los puntos
Q' y R son como se ve en la figura. ;Por qué son iguales las dis-
tancias PQ y PR? Use este dato, junto con la Férmula de la
Distancia, para demostrar que las coordenadas de P satisfacen
la ecuacién 2y = Vx? + (y — 1) Simplifique esta ecuacién
usando el hecho de que x* + y* = 1. Resuelva la ecuacién sim-
plificada para hallar P(x, y).
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58. Hallar el punto terminal para /3 Ahora que ya sabe
usted el punto terminal determinado por t = 7/6, use simetrfa
para hallar el punto terminal determinado por ¢t = /3 (vea la fi-
gura). Explique su razonamiento.

5.2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE NUMEROS REALES

FIGURA 1

=Y

Las funciones trigonométricas P> Valores de las funciones trigonométricas »
|dentidades fundamentales

Una funcién es una regla que asigna a cada niimero real otro niimero real. En esta seccién
usamos propiedades de la circunferencia unitaria de la seccién precedente para definir las
funciones trigonométricas.

V Las funciones trigonométricas

Recuerde que para hallar el punto terminal P(x, y) para un nimero real dado #, nos movemos
una distancia ¢ a lo largo de la circunferencia unitaria, empezando en el punto (1, 0). Nos
movemos en direccion contraria al giro de las manecillas del reloj si ¢ es positiva y en la
direccion de las manecillas si 7 es negativa (vea Figura 1). A continuacién usamos las coor-
denadas x y y del punto P(x, y) para definir varias funciones. Por ejemplo, definimos la
funcién llamada seno al asignar a cada nimero real ¢ la coordenada y del punto terminal
P(x, y) determinado por 7. Las funciones coseno, tangente, cosecante, secante y cotangente
también se definen si usamos las coordenadas de P(x, y).

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea t cualquier nimero real y sea P(x, y) el punto terminal en la circunferencia
unitaria determinado por ¢. Definimos

= <

sent =y CoSt = x tant == (x # 0)

1 1 X
csct=— #0 sect=— (x#0 cott=— #0
y (y #0) T ) v (y #0)

Debido a que las funciones trigonométricas se pueden definir en términos de la circun-
ferencia unitaria, a veces reciben el nombre de funciones circulares.
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YA

FIGURA 2

e

y

P(0,1)
t

0

FIGURA 3

Podemos facilmente recordar los se-
nos y cosenos de los dngulos basicos
si los escribimos en la forma Vm /2:

t sen ¢t cos ¢t
0 V0/2 V4[2
/6 V1/2 V3/2
/4 V2/2 V2/2
/3 V3/2 V1/2
/2 Va2 V0/2

EJEMPLO 1 | Evaluacion de funciones trigonométricas

Encuentre las seis funciones trigonométricas de cada nimero real ¢ dado.

(b) 1 ==

(a)tzg

SOLUCION

2

(a) De la Tabla 1 de la pagina 372, vemos que el punto terminal determinado por
t=m/3es P(%, \/§/2) (Vea Figura 2.) Como las coordenadas son x = 1y
y = V/3/2, tenemos

w

sen—_— =

3

V3

tan —

cot

77_\@/2
3 12
T 1/2
3 Vak

T3

=V3

V3

(b) El punto terminal determinado por 77/2 es P(0, 1). (Vea Figura 3.) Por lo tanto,

T
cos — =20

2

T
csc —=—=1

2 1

0

T
cot —=—=0

2 1

Pero tan 7/2 y sec /2 no estén definidos porque x = 0 aparece en el denominador en

cada una de sus definiciones.

“ (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 3

Algunos valores especiales de las funciones trigonométricas se dan en la Tabla 1. Esta
tabla se obtiene con facilidad de la Tabla 1 de la Seccién 5.1, junto con las definiciones de
las funciones trigonométricas.

TABLA 1
Valores especiales de las funciones trigonométricas
t sen ¢ cos t tan ¢ csct sec t cot ¢
0 0 1 0 — 1 —
1 3 3 2V3
m 1 V3 V3 5 2V3 V3
6 2 2 3 3
™ V2 V2
— — - 1 2 2 1
4 2 2 V2 V2
3 1 2V3 3
| v 1 s |2 , v
3 2 2 3 3
z 1 0 1 0
5 — —

El Ejemplo 1 muestra que algunas de las funciones trigonométricas no estan definidas
para ciertos nimeros reales, por lo cual es necesario determinar sus dominios. Las funciones
seno y coseno estdn definidas para todos los valores de 7. Como las funciones cotangente y
cosecante tienen y en el denominador de sus definiciones, no estdn definidas siempre que la
coordenada y del punto terminal P(x, y) determinado por ¢ sea 0. Esto ocurre cuando ¢ = nr
para cualquier entero n, de modo que sus dominios no incluyen estos puntos. Las funciones
tangente y secante tienen x en el denominador en sus definiciones, de modo que no estdn
definidas siempre que x = 0. Esto ocurre cuando ¢ = (7/2) + nar para cualquier entero 7.
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Relacion con las funciones
trigonométricas de angulos

Siya usted ha estudiado trigonometria de tridngulos
rectangulos (Capitulo 6), es probable se pregunte como

el senoy coseno de un dngulo se relacionan con los
de esta seccion. Para ver cémo es esto, empecemos
con un tridangulo rectangulo, AOPQ.

. opuesto
hipotenusa P

adyacente
0
Tridngulo rectdngulo OPQ

Ponga el tridngulo en el plano de coordenadas
como se muestra, con el dngulo € en posicion
normal.

P'(x, y) es el punto terminal
determinado por t.

El punto P’(x, y) de la figura es el punto terminal
determinado por el arco t. Observe que el triangulo
OPQ es semejante al triangulo pequeno OP'Q’
cuyos catetos tienen longitudes x y .

A continuacion, por la definicion de las funciones
trigonométricas del dngulo € tenemos:

_@_ PIQ!
S oP OP

cos o ady_ 00 _ oo
hip  OP  OF’

=X

X
1

Por la definicion de las funciones trigonométricas
del numero real t, tenemos

sent=y cost=x

A continuacion, si 6 se mide en radianes,
entonces # =t (vea la figura). Por lo tanto, las
funciones trigonométricas del angulo con medida
en radianes 6 son exactamente iguales que las
funciones trigonométricas definidas en términos
del punto terminal determinado por el nimero
real t.

La medida en radianes
del dngulo 6 es 1.

iPor qué entonces estudiar trigonometria en dos
formas diferentes? Porque diferentes aplicaciones
requieren que veamos las funciones trigonométricas
de modo diferente. (Compare la Seccion 5.6
con las Secciones 6.2,6.5y 6.6)

379
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Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria

DOMINIOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Funcion Dominio

sen x, cos x Todos los nimeros reales
’ 77- .
tan x, secx Todos los nimeros reales que no sean > + nmr para cualquier entero n

cotx, cscx Todos los niimeros reales que no sean n7r para cualquier entero n

V Valores de las funciones trigonométricas

Para calcular otros valores de las funciones trigonométricas, primero determinamos sus
signos. Los signos de las funciones trigonométricas dependen del cuadrante en el que se
encuentre el punto terminal de 7. Por ejemplo, si el punto terminal P(x, y) determinado por ¢
estd en el tercer cuadrante, entonces sus coordenadas son negativas ambas. En consecuen-
cia, sen t, cos ¢, csc ¢y sec t son todas negativas, mientras que tan ¢y cos ¢ son positivas. Se
pueden comprobar las otras entradas del recuadro siguiente.

SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Cuadrante Funciones positivas Funciones negativas
I todas ninguna
11 sen x, ¢Sc x COS X, Sec x, tan x, cot x
11T tan x, cot x Sen X, CSC X, COS X, SEC X
1\ COS X, SEC X sen x, csc x, tan x, cot x

Por ejemplo, cos(27/3) < 0 porque el punto terminal de ¢ = 277/3 esté en el segundo cua-
drante, mientras que tan 4 > 0 porque el punto terminal de + = 4 estd en el tercer cua-
drante.

En la Seccién 5.1 utilizamos el nimero de referencia para hallar el punto terminal deter-
minado por un nimero real . Como las funciones trigonométricas estdn definidas en térmi-
nos de las coordenadas de puntos terminales, podemos usar el nimero de referencia para
hallar valores de las funciones trigonométricas. Suponga que ¢ es el nimero de referencia
para t. Entonces el punto terminal de 7 tiene las mismas coordenadas, excepto posiblemente
por el signo, como el punto terminal de 7. Entonces, los valores de las funciones trigonomé-
tricas en ¢ son iguales, excepto posiblemente por el signo, como sus valores en 7. [lustramos
este procedimiento en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 | Evaluacion de funciones trigonométricas

Encuentre cada valor de lo siguiente.

21 T 197
(a) cos ? (b) tan (—3) (c) sen e

SOLUCION
(a) El niimero de referencia para 277/3 es /3 (vea Figura 4(a)). Como el punto terminal

de 277/3 estd en el segundo cuadrante, cos(27/3) es negativo. Entonces,

08 L = —cos = = ——
3 3 2

Signo Numerode Dela
referencia  Tabla 1
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YA

FIGURA 4 (a) (b) (©)

(b) El nimero de referencia para —77/3 es 7T/3 (vea Figura 4(b)). Como el punto terminal
es —77/3 estd en el cuarto cuadrante, tan(—ﬂ'/3) es negativa. Por lo tanto,

v r
an< 3> an V3

Signo Numerode De la
referencia Tabla 1

(¢) Como (1977/4) — 4ar = 3m/4, los puntos terminales determinados por 197r/4 y 37/4
son los mismos. El niimero de referencia para 377/4 es /4 (vea Figura 4(c)). Como el
punto terminal de 377/4 esté en el segundo cuadrante, sen(377/4) es positivo. Entonces,

197 37 N T V2
sen—— =sen—— = +sen—— = ——
4 4 4 2
Reste 477  Signo Nimerode Dela
referencia Tabla 1

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 7 |

Hasta este punto, hemos podido calcular los valores de las funciones trigonométricas
sOlo para ciertos valores de 7. De hecho, podemos calcular los valores de las funciones tri-
gonométricas siempre que ¢ sea miltiplo de 7/6, /4, 7/3 y /2. ;Cémo podemos calcular
las funciones trigonométricas para otros valores de ¢? Por ejemplo, ;cémo podemos hallar
sen 1.5? Una forma es trazando cuidadosamente un diagrama y leer el valor (vea Ejercicios
39-46), pero este método no es muy preciso. Por fortuna, programados directamente en
calculadoras cientificas son procedimientos matemdticos (vea nota al margen en la pagina
400) que encuentran los valores de las funciones seno, coseno y tangente redondeados al
nimero de digitos en la pantalla. La calculadora debe ser puesta en el modo de radianes
para evaluar estas funciones. Para hallar valores de las funciones cosecante, secante y co-
tangente usando una calculadora, necesitamos usar las siguientes relaciones reciprocas:

1 1
csct = —— sect = —— cott = ——
sen ¢ cos t tan ¢

Estas identidades se siguen de las definiciones de las funciones trigonométricas. Por
ejemplo, como sen f = y y csc £ = 1/y, tenemos csc £ = 1/y = 1/(sen 7). Los otros se obtie-
nen de un modo semejante.

EJEMPLO 3 | Uso de calculadora para evaluar funciones
trigonométricas

Asegurdndonos que nuestra calculadora esté puesta en el modo de radianes y redondeando
los resultados a seis lugares decimales, obtenemos:

(a) sen 2.2 = 0.808496 (b) cos 1.1 = 0.453596
1
28 = ——— ~ —3.5532 98 = ~ 1.204
(€) cot28 = ——o =~ —3.553286 (d) csc 0.98 = — -0~ 1.204098

“ (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 41Y 43 |
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FIGURA 5

Las funciones pares e impares estin
definidas en la Seccién 2.5.

Consideremos la relacion entre las funciones trigonométricas de ¢ y las de —¢. De la Fi-
gura 5 vemos que

sen(—t) = —y = —sent
cos(—t) = x = cos ¢

tan(—t) = _Ty

Yy
—= = —tant
Y

Estas identidades muestran que las funciones seno y tangente son funciones impares, en tanto
que la funcién coseno es una funcién par. Es facil ver que la reciproca de una funcién par es
par y la reciproca de una funcién impar es impar. Este dato, junto con las relaciones recipro-
cas, completa nuestro conocimiento de las propiedades par-impar para todas las funciones
trigonométricas.

PROPIEDADES PARES-IMPARES

Las funciones seno, cosecante, tangente y cotangente son funciones impares; las
funciones coseno y secante son funciones pares.

sen(—¢) = —sen ¢ cos(—t) = cost tan(—¢) = —tan ¢t

csc(—1) = —csct sec(—1) = sect cot(—t) = —cott

EJEMPLO 4 | Funciones trigonométricas pares e impares

Use las propiedades pares-impares de las funciones trigonométricas para determinar cada
valor.

T T
(a) sen <_6> (b) cos (—4)

SOLUCION  Por las propiedades pares-impares y la Tabla 1 tenemos

(a) sen(—ﬂ-> = —senz S S 5 imp:
6 6 > €no es impar
®) _7T> ceosT =2
COS 4 COS 4 2 0seno €s par
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 13 |

V¥ Identidades fundamentales

Las funciones trigonométricas estdn relacionadas entre si por medio de expresiones llamadas
identidades trigonométricas. Damos las més importantes en el recuadro siguiente.*

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

Identidades reciprocas

1 sen cos t
csct = —— sect = —— cott = —— tant = —— cott = ——
sen ¢ cos t tan ¢ cos t sen ¢
Identidades de Pitagoras
sen’t + cos’t = 1 tan’t + 1 = sec’t 1 + cot’t = csc’t

* Seguimos la convencién acostumbrada de escribir sen’ por (sen £)>. En general, escribimos sen” ¢ por (sen )"
por todos los enteros n excepto n = —1. Al exponente n = —1 se le asignard otro significado en la Seccién
5.5. Por supuesto, la misma convencién aplica a las otras cinco funciones trigonométricas.



El valor de =

El nimero 7 es la relacién entre la cir-
cunferencia de un circulo y su didme-
tro. Desde la Antigliedad se ha sabido
que esta relacion es la misma para to-
dos las circunferencias. El primer es-
fuerzo sistematico para hallar una
aproximacion numérica para 7 fue he-
cho por Arquimedes (hacia el afo 240
a.C.), quien demostré que Z < 7 < 22
al hallar los perimetros de poligonos
regulares inscritos y circunscritos alre-
dedor de la circunferencia.

Hacia el ano 480 a.C,, el fisico chino
Tsu Ch’ung-chih dio la aproximacion

o~ 32 =3141592. ..

que es correcta a seis lugares decima-
les. Esta estimacion siguio siendo la
mas precisa de 7 hasta que el matema-
tico holandés Adrianus Romanus
(1593) utilizé poligonos con mas de mil
millones de lados para calcular 7 co-
rrecto a 15 lugares decimales. En el si-
glo xvii, los mateméticos empezaron a
usar series infinitas e identidades trigo-
nométricas en busca de 7. El inglés Wi-
lliam Shanks se pasé 15 afos (1858-
1873) usando estos métodos para
calcular 7 a 707 decimales, pero en
1946 se encontrd que sus cifras esta-
ban erréneas empezando con el deci-
mal 528.En la actualidad, con ayuda de
computadoras, de manera rutinaria los
matemadticos determinan 7r correcto a
millones de lugares decimales. El ré-
cord actual es que 7 ha sido calculado
a 2,576,980, 370,000 (més de dos billo-
nes, 10') de lugares decimales por
T.Daesuke y su equipo.
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DEMOSTRACION Las identidades reciprocas se siguen inmediatamente de las definicio-
nes de la pagina 377. A continuacién demostramos las identidades de Pitdgoras. Por defi-
nicién, cos t = x y sen ¢ = y, donde x y y son las coordenadas de un punto P(x, y) en la
circunferencia unitaria. Como P(x, y) estd en la circunferencia unitaria, tenemos que 2+
y*> = 1. Por lo tanto

sen’t + cos’t = 1

Dividiendo ambos lados entre cos’t (siempre que cos ¢ # 0), obtenemos

cos’t 1

COSZI

sen’t

COSZZ COSZZ

<sent>2 ( 1 )2
SRLY 4=
cos t cos t

tan’t + 1 = sec’s

Hemos utilizado las identidades reciprocas sen #/cos t = tan t y 1/cos t = sec . Andloga-
mente, dividiendo ambos lados de la primera identidad de Pitdgoras entre sen’t (siempre
que sen ¢ # 0)nos da | + cot’t = csc’t. ]

Como sus nombres lo indican, las identidades fundamentales desempefian un papel esen-
cial en trigonometria porque podemos usarlas para relacionar cualquier funcién trigonomé-
trica con cualquiera otra. Por lo tanto, si conocemos el valor de cualquiera de las funciones
trigonométricas en ¢, entonces podemos hallar los valores de todas las otras en .

EJEMPLO 5 | Hallar todas las funciones trigonométricas a

partir del valor de una de ellas

Sicost = % y t estd en el cuarto cuadrante, encuentre los valores de todas las funciones

trigonométricas en .

SOLUCION  De las identidades de Pitagoras tenemos
sen’t + cos’t = 1
sen’t + @)2 =1 Sustituya cos r = 2
sen’t = 1 — 55 = 12 Despeje sen’t
sen t = i% Tome raices cuadradas
Como este punto estd en el cuarto cuadrante, sen ¢ es negativo, de modo que sen r = —%.

Ahora que conocemos sen ¢y cos ¢, podemos hallar los valores de las otras funciones trigo-
nométricas usando las identidades reciprocas:

4

sent 3 4

sent = —— cost = — tant = =3 = -3

5 cos t H 3
t > t > tr 3
csct=——=—— sect=——=— cottr=—=——
sen t 4 cost 3 tan ¢ 4

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65 |
EJEMPLO 6 Escribir una funcién trigonométrica en términos

de otra

Escriba tan ¢ en términos de cos ¢, donde ¢ esta en el tercer cuadrante.



384 CAPITULO 5 | Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria

SOLUCION Como tan ¢t = sen t/cos t, necesitamos escribir sen ¢ en términos de cos .
Por las identidades de Pitdgoras tenemos

sen’t + cos’t = 1
2, _ 1 _ 2 i e
sen“t = 1 — cos“t Despeje sen”t
sent = = m Tome raices cuadradas

Como sen ¢ es negativo en el tercer cuadrante, el signo negativo aplica aqui. Por lo tanto,

sent  —V1 — cos’t

tan t =
cos t cos t
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 55 |
5.2 EJERCICIOS
3 5 7
CONCEPTOS 9. (a) cos% (b) cos% (c) cos%
1. Sea P(x, y) el punto terminal en la circunferencia unitaria
determinado por 7. Entonces sen t = ,COS = Y 3 S5 T
tan 7 = 10. (a) senT (b) senj (c) senT
2. Si P(x, y) estd en la circunferencia unitaria, entonces x* + y* = T T Tar
. Entonces, para toda t tenemos sen’t + cos’t = ) 11. (a) sen—~ (b) csc 3 (¢) cot 3
T T T
12. (a) cos (_7) (b) sec (_7) (c) tan<—f>
HABILIDADES 3 3 3
3—4 m Encuentre sen ¢y cos  para los valores de  cuyos puntos termi- & 13 (a) sen(— Z) (b) cos (_ l) (¢) cot (_ 2)
nales se muestran en la circunferencia unitaria en la figura. En el ejer- 2 2 2
cicio 3, t crece con incrementos de 77/4; en el ejercicio 4, t aumenta 3 3 3
con incrementos de /6. (Vea los ejercicios 21 y 22 en la seccién 5.1.) 14. (a) sen(— 7) (b) cos (— 7) (c¢) cot <—7)
11 11
15. (a) sec ?Tr (b) csc Tﬂ- (c) sec <—§>
7 7 7
16. (a) cos % (b) sec % (¢) csc ?77
5 7 11
17. (a) tan ?’T (b) tan % (© tan Tﬂ
2 5
18. (a) cot(—%) (b) cot ?ﬂ- (c) cot 777
5-24 m Encuentre el valor exacto de la funcién trigonométrica en el 19. (a) cos (_E) (b) csc (_E) (¢) cot <_E>
numero real dado. 4 4 4
5w 5w Sm
2 2 2 o0 2 20
5. (a) Sen?ﬂ' (b) cos ?77 (¢) tan 777 20. (a) sen 2 (b) sec 2 (¢) tan 2
5 5 5 _T s 3m
6. (a) sen% (b) cos % (¢) tan ?ﬂ- 21. (a) csc( 2 ) (b) csc 5 (¢) csc :
_ Tar - 1 22. (a) sec(—) (b) secw (¢) sec 4w
. (a) sen—— (b) sen(ff) (c) sen——
6 6 6 23. (a) sen 137 (b) cos 147 (¢) tan 157

S5 S5 T 25 25 25
8. (a) cos =~ (b) COS(—?) (c) cos =~ 24. (a) senTTr (b) cosTﬂ- (©) cotTTr



4

* 43,

41.

25-28 m Encuentre el valor de cada una de las seis funciones trigo-
nométricas (si estd definido) en el ndmero real ¢t dado. Use sus res-
puestas para completar la tabla.

3
25.1=0 2. 1= = 2. 1=m 28 1= =
2 2

t sent | cost | tant csct sec t cot ¢

0 0 1 indefinido

%

T 0 indefinido

37

2

29-38 m Nos dan el punto terminal P(x, y) determinado por un ni-
mero real 7. Encuentre sen 7, cos ¢ y tan t.

1 2V2
L2 - 2. (- —2Y=
-\ 3 ( 33 )
6 VI3 40 9
33 (_7’ 7 ) 3. (41 41)
12 2
W (5-B) o (A2
13 13 5° 5

w (-1
T\25" 25
39-46 m Encuentre un valor aproximado de la funcién trigonomé-

trica dada usando (a) la figura y (b) una calculadora. Compare los
dos resultados.

YA

39.
40.

sen 1

cos 0.8

sen 1.2
42. cos 5
tan 0.8

tan(—1.3)

P T T S N T S B
———t—t———t

44.
45.
46.

cos 4.1

sen(—5.2)

47-50 m Encuentre el signo de la expresion si el punto terminal de-
terminado por 7 estd en el cuadrante dado.

47. sent cos t, Cuadrante [  48. tan 7 sec ¢, Cuadrante IV

tan ¢ sen t .
T eott Cuadrante ITT ~ 50. cos ¢ sec ¢, cualquier cuadrante
co

51-54 m De la informacién dada, encuentre el cuadrante en el que
se encuentre el punto terminal determinado por ¢.

51. sent>0ycost<O0 52. tant>0ysent <0

53. csct>0ysect <0 54. cost<0Oycott<O0

4

' 4
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55-64 m Escriba la primera expresion en términos de la segunda si
el punto terminal determinado por ¢ estd en el cuadrante dado.

55. sen t, cost; Cuadrante II 56. cost, sen ¢; Cuadrante IV
57. tan t, sent; Cuadrante IV 58. tan ¢, cos t; Cuadrante III
59. sect,tant; Cuadrante I  60. csc t, cot t; Cuadrante IIT
61. tan ¢, sec t; Cuadrante I[II 62. sen ¢, sec r; Cuadrante IV
63. tan’s, sen z; cualquier cuadrante

64. sec’t sen’t, cos 1; cualquier cuadrante

65-72 m Encuentre los valores de las funciones trigonométricas de ¢
a partir de la informacién dada.

.65. senr =2, el punto terminal de 7 estd en el cuadrante II
66. cosr = —% el punto terminal de 7 esté en el cuadrante 11
67. sect = 3, el punto terminal de 7 estd en el cuadrante IV
68. tans = ;, el punto terminal de 7 esté en el cuadrante III
69. tansr = —3 cost>0
70. sect =2, sent <0
71. sent = —i, sect <0
72. tant = —4, csct>0

73-80 m Determine si la funcién es par, impar o ninguna de éstas.

73. f(x) = x*senx 74. f(x) = x%cos 2x

75. f(x) = sen x cos x f(x) = senx + cos x
77. f(x) = |x|cosx 78. f(x) = xsen’x

79. f(x) = x> + cos x 80. f(x) = cos(sen x)

APLICACIONES

81. Movimiento arménico El desplazamiento a partir del
equilibrio de una masa oscilante unida a un resorte estd dado
por y(t) = 4 cos 37t, donde y se mide en pulgadas y 7 en segun-
dos. Encuentre el desplazamiento en los tiempos indicados en la

tabla.
¢ |y | T | L L
0 =< <=
- = & 70
0.25 ! 2 : 2 !
050 | | - -f < - 7- fffff Equilibrio, y = 0
0.75 >
1.00 | y<0
1.25

82. Ritmos circadianos Nuestra presién sanguinea varfa en el
curso del dia. En cierta persona, la presion diastélica en reposo en
el tiempo ¢ estd dada por B(t) = 80 + 7 sen(w#/12), donde ¢ se
mide en horas desde la medianoche y B(f) en mmHg (milimetros
de mercurio). Encuentre la presion sanguinea de esta persona a las

(a) 6:00 am. (b) 10:30 am. (c¢) Mediodia (d) 8:00 p.m.
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83. Circuito eléctrico Después de cerrar el interruptor del cir- forma en que la figura muestra que son validas las férmulas de
cuito mostrado, la corriente ¢ segundos més tarde es I(f) = reduccién siguientes:
0.8¢* sen 10r. Encuentre la corriente en los tiempos sen(r + ) = —sent cos(t + ) = —cost

(@t=0.1sy((d)r=0S5s.
L

300N

R C E=48%10°V
i|ifi]1] c{j
E

tan(r + 77) = tant

L=10°h
R=6X10°Q
C =9.17 uf

84. Salto en bungee Una saltadora de cuerda elastica (Ila- 86. Mas férmulas de reduccién: Por el teorema de “dngulo-
mada bungee) se deja caer desde un elevado puente hasta el rio lado-dngulo” de geometria elemental, los tridngulos CDO y
y luego rebota una y otra vez. En el tiempo 7 segundos después AOB de la figura siguiente son congruentes. Explique la forma

de su salto, su altura H (en metros) sobre el rio estd dada por
H(t) = 100 + 75¢ "*cos(% r). Encuentre la altura en que se
encuentre ella en los tiempos indicados en la tabla.

t H(f)

en que esto demuestra que si B tiene coordenadas (x, y), enton-
ces D tiene coordenadas (—y, x). A continuacién, explique c6mo
es que la figura muestra que las férmulas de reduccién siguien-

tes son vélidas:
T
sen(t + 5) = cost

N0 RN~ O

—

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

85. Féormulas de reduccion Una formula de reduccion es
aquella que se puede usar para “reducir” el nimero de términos
en la entrada para una funcién trigonométrica. Explique usted la

5.3 GRAFICAS TRIGONOMETRICAS

Gréficas de las funciones seno y coseno P> Graficas de transformaciones de las
funciones seno y coseno P> Uso de calculadoras graficadoras para graficar
funciones trigonométricas

La gréfica de una funcién nos da una mejor idea de su comportamiento. Entonces, en esta
seccion graficamos las funciones seno y coseno y ciertas transformaciones de estas funcio-
nes. Las otras funciones trigonométricas se grafican en la seccion siguiente.

V Graficas de las funciones seno y coseno

Para ayudarnos a graficar las funciones seno y coseno, primero observamos que estas fun-
ciones repiten sus valores en forma regular. Para ver exactamente como ocurre esto, re-
cuerde que la circunferencia del circulo unitario es 27r. Se deduce que el punto terminal P(x, y)
determinado por el nimero real 7 es el mismo que el determinado por ¢t + 277. Como las
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funciones seno y coseno estdn en términos de las coordenadas de P(x, y), se deduce que sus
valores no cambian con la adicién de cualquier multiplo entero de 27r. En otras palabras,

sen(r + 2nm) =sent  para cualquier entero n

cos(t + 2nm) = cost  para cualquier entero n

Entonces, las funciones seno y coseno son periddicas de acuerdo con la siguiente definicién:
Una funcién f es periddica si hay un nimero positivo p tal que f(z + p) = f(7) para toda 7. El
minimo de tal nimero positivo (si existe) es el periodo de f. Si f tiene periodo p, entonces la
gréafica de f en cualquier intervalo de longitud p se denomina periodo completo de f.

PROPIEDADES PERIODICAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Las funciones seno y coseno tienen periodo 27r:

sen(t + 27r) = sen ¢ cos(t + 2m) = cos ¢
TABLA 1 . . L
Entonces las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de lon-
t sen t cos t gitud 2. Para trazar sus graficas, primero graficamos un periodo. Para trazar las graficas
sobre el intervalo 0 = ¢ =< 27, podriamos tratar de hacer una tabla de valores y usar esos
0" 0—1 150 puntos para trazar la grafica. Como no se puede completar dicha tabla, veamos mds de cerca
2 las definiciones de estas funciones.
K 150 0— —1 Recuerde que sen ¢ es la coordenada y del punto terminal P(x, y) en la circunferencia
2 unitaria determinado por el nimero real f. ;Cémo varia la coordenada y de este punto
R 3 0= —1|-1=0 cuando 7 aumenta? Es facil ver que la coordenada y de P(x, y) aumenta a 1, luego disminuye
& 2 a —1 repetidamente cuando el punto P(x, y) se mueve alrededor del circulo unitario. (Vea
37 Figura 1.) De hecho, cuando 7 aumenta de 0 a 77/2, y = sen ¢ aumenta de 0 a 1. Cuando ¢
o 2r | =10 0—1 aumenta de 77/2 a 77, el valor de y = sen ¢ disminuye de 1 a 0. La Tabla 1 muestra la varia-
cién de las funciones seno y coseno para ¢ entre 0 y 27r.
YA YA
(CO_S E’_Seil Z_U) _____________ y=sent
2
0 x 0 o t
FIGURA 1 ; ; .
Para trazar las graficas en forma mds precisa, encontramos otros pocos valores de sen ¢ y
cos ¢ en la Tabla 2. Podriamos también hallar otros valores con ayuda de una calculadora.
TABLA 2
’ 0 T T T 2 S T 4 37 S 17 )
- - - - - o - — - — - a
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
1 V3 V3 1 1 V3 V3 I
sent | 0 - — 1 — - 0 - - -1 - - 0
2 2 2 2 2 2 2 2
V3| 1 V3 V3 1 1 V3
cost | 1 — - 0 - | —— -1 | —— - 0 - — 1
2 2 2 2 2 2 2 2
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FIGURA 2 Grifica de sen ¢

U

Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria

0=t=2w

periodo de y = cos

0=t=2m

A continuacidn usamos esta informacién para graficar las funciones sen ¢ y cos ¢ para ¢
entre 0y 27 en las Figuras 2 y 3. Estas son las gréficas de un periodo. Usando el dato de
que estas funciones son periddicas con periodo 27, obtenemos sus graficas completas al
continuar la misma configuracién a la izquierda y a la derecha en cada intervalo sucesivo de
longitud 2.

La gréfica de la funcién seno es simétrica con respecto al origen. Esto es como se espe-
raba, porque la funcién seno es una funcién impar. Como la funcién coseno es una funcién
par, su grafica es simétrica con respecto al eje y.

Y
14+ y=sent
N
>T /| »0 T 21 37\/{ 7
[«——Periodo 27
YA
1 y =cost

—r of No / o 37
_1 +

Periodo 27

4r 1

FIGURA 3 Grifica de cos ¢t

V Gréficas de transformaciones de las funciones seno y coseno

A continuacién consideramos graficas de funciones que son transformaciones de las funcio-
nes seno y coseno. Entonces, las técnicas para graficar de la Seccién 2.5 son muy dtiles aqui.
Las gréficas que obtenemos son importantes para entender aplicaciones a situaciones fisicas
tales como movimiento arménico (vea Seccién 5.6), pero algunas de ellas son gréficas de
atractivo aspecto que son interesantes por si solas.

Es tradicional usar la letra x para denotar la variable del dominio de una funcién. Por lo
tanto, de aqui en adelante usamos la letra x y escribimos y = senx, y = cos x, y = tanx y
asi sucesivamente para denotar estas funciones.

EJEMPLO 1 | Curvas de coseno
Trace la gréfica de cada funcidn siguiente.

(@) f(x) =2 + cosx (b) g(x) = —cosx

SOLUCION

(a) Lagraficadey = 2 + cos x es la misma que la grifica de y = cos x, pero desplazada
2 unidades (vea Figura 4(a)).
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(b) La grifica de y = —cos x en la Figura 4(b) es la reflexién de la grafica de y = cos x en
el eje x.

g(x) = —cos x

<
- =

Lé
=

y =cCosx

FIGURA 4 (@) (b)

“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS3Y 5 |

Grafiquemos y = 2 sen x. Empezamos con la grafica de y = sen x y multiplicamos por

2 la coordenada y de cada punto. Esto tiene el efecto de alargar verticalmente la grafica en

un factor de 2. Para graficar y = 1 sen x, empezamos con la grifica de y = sen x y multi-

El alargamiento y contraccion de grafi-  plicamos por 1 la coordenada y de cada punto. Esto tiene el efecto de contraer verticalmente
cas se estudia en la Seccién 2.5. la gréfica en un factor de 5 (vea Figura 5).

FIGURA 5

En general, para las funciones
y =asenx y y = acosx

el nimero | a | se denomina amplitud y es el valor més grande que estas funciones alcanzan.
En la Figura 6 se ilustran gréificas de y = a sen x para varios valores de a.

FIGURA 6



390 CAPITULO 5 | Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria

El alargamiento y contraccion de grafi-
cas se estudia en la Seccion 2.5.

FIGURA 8

EJEMPLO 2 | Alargar una curva coseno
Encuentre la amplitud de y = —3 cos x y trace su gréfica.

SOLUCION  Laamplitud es| —3| = 3, de modo que el valor méds grande que la grafica
alcanza es 3 y el valor mas pequefio es —3. Para trazar la grafica, empezamos con la gra-
fica de y = cos x, alargamos verticalmente la grafica en un factor de 3 y reflejamos en el
eje x, llegando a la grafica de la Figura 7.

FIGURA 7

® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 |

Como las funciones seno y coseno tienen periodos 27, las funciones

y = asen kx y y = acos kx (k>0)

completan un periodo cuando kx varia de 0 a 27, es decir, para 0 =< kx = 2w o para 0 = x
= 2ar/k. Entonces estas funciones completan un periodo cuando x varfa entre 0 y 277/k y por
lo tanto tienen periodo 27r/k. Las graficas de estas funciones se denominan curvas seno y
curvas coseno, respectivamente. (En forma colectiva, las curvas sinusoidales y las cosenoi-
dales se conocen como curvas sinusoidales.

CURVAS SENO Y COSENO
Las curvas seno y coseno

y = asen kx y y = acos kx (k>0)
tienen amplitud | a | y periodo 27/k.

Un intervalo apropiado en el cual graficar un periodo completo es [0, 27 /k].

Para ver cémo afecta el valor de k a la grafica de y = sen kx, grafiquemos la curva seno
y = sen 2x. Como el periodo es 27r/2 = 77, la grifica completa un periodo en el intervalo
0 = x = 7 (vea Figura 8(a)). Para la curva seno y = sen 3x, el periodo es 27 + 3 = 47,
de modo que la grafica completa un periodo en el intervalo 0 = x < 4 (vea Figura 8(b)).
Vemos que el efecto es contraer la grifica horizontalmente si k > 1 o alargar la gréfica
horizontalmente si k < 1.
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Por comparacién, en la Figura 9 mostramos las gréficas de un perfodo de la curva seno
y = a sen kx para varios valores de k.

YA
y =asenx
at
0 3 4ar Sar 6w X
—ar 1 1
y =asen2x y =aseny x y=asenzx
FIGURA 9 B

EJEMPLO 3 | Amplitud y periodo

Encuentre la amplitud y periodo de cada funcién y trace su gréfica.

(@) y =4cos 3x (b) y = —2sen ix

SOLUCION

(a) Obtenemos la amplitud y periodo a partir de la forma de la funcién como sigue:

amplitud = |a| = 4

y = 4 cos 3x
. 27 2
periodo = — = ——
k 3

La amplitud es 4 y el perfodo es 277/3. La gréfica se ilustra en la Figura 10.
(b) Paray = —2sen %x,

amplitud = |a| = | -2| =2

=47

. 2w
periodo = 0
2

y=—2sen;x

2 La gréfica estd en la Figura 11.
“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 19 Y 21 |

Las gréficas de funciones de la forma y = a sen k(x — b) y y = a cos k(x — b) son sim-
plemente curvas seno y coseno desplazadas horizontalmente en una cantidad | b |. Se despla-
zan a la derecha si b > 0 o a la izquierda si b < 0. El nimero b es el desfase. Resumimos
las propiedades de estas funciones en el recuadro siguiente.

CURVAS SENO Y COSENO DESPLAZADAS
Las curvas sinusoidales y cosenoidales

y = asenk(x — b) y y = acosk(x — b) (k>0)
tienen amplitud | a |, periodo 27 /k, y desfase b.

Un intervalo apropiado sobre el cual graficar un periodo completo es
(b, b + 2m/k)].
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T T
Las grificas de y = sen(x - 3) yy = sen(x + 6) se muestran en la Figura 12.
YA
/y = sen(r — 757)
I+ 4m
3 2
0] ™ T Jm X
3 3
y = senx
FIGURA 12

EJEMPLO 4 | Una curva seno desplazada

Encuentre la amplitud, periodo y desfase de y = 3 sen 2{ x — % , y grafique un periodo
completo.

SOLUCION  Obtenemos la amplitud, perfodo y desfase de la forma de la funcién como

sigue:
2 2
amplitud = |a| = 3, periodo = % = 777' =7
3 2( W)
=3sen2| x — —
Y 4
T

desfase = y (ala derecha)
Veamos ahora otra forma de hallar un Como el desfase es /4 y el periodo es 77, un periodo completo ocurre sobre el intervalo
intervalo apropiado sobre el cual grafi-
car un periodo completo. Como el pe- {77 m + ﬂ.} — [77 577}
riodo de y = sen x es 2, la funcién 4’ 4 4> 4

y = 3sen2(x — §) pasard por un pe- . C . .
riodo completo a medida que 2(x — 7) Como ayuda para trazar la grifica, dividimos este intervalo en cuatro partes iguales y a

varie de 0 a 27 continuacién graficamos una curva seno con amplitud 3, como en la Figura 13.
Inicio de periodo Fin de periodo: Y4 Periodo 1
3 4
20— F) =0 20x = §) =27 Des-
T o_ _m fase
x—57=0 xX—F= T
T S5 Z S
X =7 X =7 <> 4
Entonces, graficamos un periodo sobre 0 T é L:f 3m 7 X
el intervalo [T, ST’T] 4, 2 4
Amplitud 3
Ll
=3sen2(x —Z
FIGURA 13 Y (r=5)
@ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 33 |

EJEMPLO 5 | Curva coseno desplazada

Encuentre la amplitud, periodo y desfase de

3 2
y = 4c0s<2)c + 377)

y grafique un periodo completo.



De este modo podemos graficar un pe-
p . 2
riodo sobre el intervalo [— %, 5 ].
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SOLUCION  Primero escribimos esta funcién en la forma y = a cos k(x — b). Para ha-

. L 2
cer esto, factorizamos 2 de la expresion 2x + EY para obtener

jode(3)

Por lo tanto, tenemos

litud = | a | 3
amplitud = |a| = —
P 4
od 27 2w
eriodo = — =——=1m
P ko2
™ T
desfase = b = ——  Desfase — a la izquierda
Podemos encontrar un periodo com- A partir de esta informacion tenemos que un periodo de esta curva coseno comienza y termina
pleto, como sigue: en —r/3. Para trazar la gréfica sobre el intervalo, éste lo dividimos en cuatro partes iguales y
Inicio del perfodo: Fin del perfodo: graficamos la curva coseno con amplitud como se muestra en la Figura 14.
o P y _ 3 27
2w +F =0 2+ =2m y= 7 cos(2x + %)
3
2= — =4 iT

Gy )y
W

3
X = - x=%

wly L
S
3
=

FIGURA 14 Periodo 7
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 =

V Uso de calculadoras graficadoras para graficar funciones
trigonométricas

Cuando use una calculadora graficadora o computadora para graficar una funcién, es impor-

Vea en la Seccién 1.9 las guias sobre tante escoger cuidadosamente el rectdngulo de vista para producir una grafica razonable de
c6mo seleccionar un rectangulo de la funcién. Esto es en especial verdadero para funciones trigonométricas; el siguiente ejem-
vista apropiado. plo muestra que, si no se tiene cuidado, es facil producir una gréafica engafiosa de una fun-

cién trigonométrica.

EJEMPLO 6 | Seleccion de un rectangulo de vista

El aspecto de las graficas de la Figura 15 Grafique la funcidn f(x) = sen 50x en un rectdngulo de vista apropiado.
depende de la maquina que se use. Las

grificas que el lector obtenga con su SOLUCION  La Figura 15(a) muestra la gréfica de f producida por una calculadora gra-
calculadora graficadora podrfan no pa-  ficadora usando el rectdngulo de vista [—12, 12] por [—1.5, 1.5]. A primera vista la grafica
recerse a estas figuras, pero también parece ser razonable, pero si cambiamos el rectdngulo de vista a los que aparecen en la
serdn bastante imprecisas. Figura 15, las graficas se veran muy diferentes. Algo extrafo estd pasando.

1.5 1.5 1.5

—12

—1.5 .
(@ (b)

FIGURA 15 Grificas de f(x) = sen 50x en diferentes rectingulos de vista.

-15
(d
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1.5

—0.25 0.25

-1.5

FIGURA 16 f(x) = sen 50x

La funcién h del Ejemplo 7 es perio-
dica con periodo 2. En general, las
funciones que son sumas de funciones
de la siguiente lista son periddicas:

1, cos kx, cos 2kx, cos 3kx, . ..

sen kx, sen 2kx, sen 3kx, ...

Aun cuando estas funciones pare-
cen ser especiales (notables), son en
realidad fundamentales para describir
todas las funciones periédicas que sur-
gen en la practica. El matematico fran-
cés J. B. J. Fourier (vea pagina 501) des-
cubrié que casi toda funcién periodica
se puede escribir como una suma (por
lo general una suma infinita) de estas
funciones. Esto es notable porque sig-
nifica que cualquier situacién, en la que
se presente una variacion periddica, se
puede describir matematicamente
usando las funciones seno y coseno.
Una aplicacion moderna del descubri-
miento de Fourier es la codificacion di-
gital del sonido en discos compactos.

—1.5 1.5

-2
FIGURA 18 y = x*cos6mx

Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria

Para explicar las grandes diferencias en el aspecto de estas graficas y hallar un rectangulo

de vista apropiado, necesitamos hallar el periodo de la funcién y = sen 50x:
; 2w T
periodo 50 25 0.126

Esto sugiere que debemos trabajar con pequefios valores de x para mostrar s6lo unas pocas
oscilaciones de la gréfica. Si escogemos el rectdngulo de vista[—0.25, 0.25] por[— 1.5, 1.5],
obtenemos la gréfica que se ilustra en la Figura 16.

Ahora vemos lo que estaba mal en la Figura 15. Las oscilaciones de y = sen 50x son tan
rdpidas que cuando la calculadora localiza puntos y los enlaza, se pierden la mayor parte de
los puntos maximo y minimo y, por tanto, da una impresién engafiosa de la gréfica.

“© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 51 |

EJEMPLO 7 | Una suma de curvas seno y coseno

Grafique f(x) = 2 cos x, g(x) = sen 2x, y i(x) = 2 cos x + sen 2x en una pantalla comiin
para ilustrar el método de adicion gréfica.

SOLUCION  Observe que & = f + g, de modo que su gréfica se obtiene sumando las
coordenadas y correspondientes de las graficas de fy g. Las graficas de f, g y & se mues-
tran en la Figura 17.

3
—— y=2cosx
s Im
-3 2 — y=sen2x
— y=2cosx +sen2x
-3
FIGURA 17
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 59 |

EJEMPLO 8 | Una curva coseno con amplitud variable

Grafique las funciones y = x*, y = —x’ y y = x” cos 67rx en una pantalla comin. Comente
y explique sobre la relacién entre las graficas.

SOLUCION  La Figura 18 muestra las tres graficas en el rectdngulo de vista[—1.5, 1.5]
por [—2, 2]. Parece que la grafica de y = x* cos 67 se encuentra entre las graficas de las
funciones y = ¥’y y = —x%

Para entender esto, recuerde que los valores de cos 6x estdn entre —1 y 1, es decir,

—1=cosomx=1

para todos los valores de x. Multiplicando las desigualdades por x* y observando que x* = 0,
obtenemos

—x% =< x?cos 6mrx < x?

Esto explica por qué las funciones y = x* y y = —x” forman una frontera para la grafica de
y = x* cos 6mx. (Observe que las graficas se tocan cuando 67x = *1.)
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |

El Ejemplo 8 muestra que la funcién y = x* controla la amplitud de la grifica de y =
x* cos 67x. En general, si f(x) = a(x) cos kx, la funcién a determina cémo varfa la amplitud
de f, y la gréfica de festd entre las grificas de y = —a(x) y y = a(x). A continuacién veamos
otro ejemplo.



Radio AMy FM

Las transmisiones de radio estan for-
madas por ondas de sonido sobre-
puestas en una forma de onda electro-
magnética llamada sefal portadora.

NSNS

Onda de sonido

VAN

Sefial portadora

Hay dos tipos de transmision de radio,
llamadas amplitud modulada (AM) y
frecuencia modulada (FM). En emiso-
ras de AM, la onda de sonido cambia, o
modula, la amplitud de la portadora,
pero la frecuencia permanece sin cam-
bio.

Senal de AM.

En emisoras de FM, la onda de sonido
modula la frecuencia, pero la amplitud
permanece igual.

Seiial de FM.
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EJEMPLO 9 | Curva coseno con amplitud variable
Grafique la funcién f(x) = cos 27x cos 16mx.

SOLUCION  La gréfica aparece en la Figura 19. Aun cuando est4 trazada por una compu-
tadora, podriamos haberla hecho manualmente trazando primero las curvas de frontera
y =cos 2mxy y = —cos 2mx. La grafica de f es una curva coseno que estd entre las grafi-
cas de estas dos funciones.

1 y = cos 27X

y = —cos 27X

FIGURA 19 f(x) = cos2mx cos 16mx

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65 |

EJEMPLO 10 | Una curva seno con amplitud amortiguada

cn x

. S . . ‘s
La funcién f(x) = es importante en cédlculo. Grafique esta funcién y comente sobre

su comportamiento cuando x es cercana a 0.

SOLUCION  El rectdngulo de vista[—15, 15] por[—0.5, 1.5] que se ilustra en la Figura
20(a) da una buena vista general de la grifica de f. El rectangulo de vista[—1, 1] por
[—0.5, 1.5] de la Figura 20(b) se enfoca en el comportamiento de f cuando x = 0. Observe
que aun cuando f{x) no estd definida cuando x = 0 (en otras palabras, 0 no estd en el do-
minio de f), los valores de f parecen aproximarse a 1 cuando x se acerca a 0. Este dato es
crucial en célculo.

1.5 1.5
— | T
—15 15 -1 ——— ———— 1
—0.5 —0.5
(@) (b)
sen x

FIGURA 20 f(x) =

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 75 |

La funcién del Ejemplo 10 se puede escribir como
() =~
flx) = . sen x

y puede entonces verse como una funcién seno cuya amplitud estd controlada por la funcién
a(x) = 1/x.
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5.3 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Las funciones trigonométricas y = sen x y y = cos x tienen

amplitud y periodo . Trace una gréfica de cada
funcién en el intervalo | 277 |

A A
1+ 14

2. La funcién trigonométrica y = 3 sen 2x tiene amplitud

yperiodo

HABILIDADES

3-16 m Grafique la funcién.
3. f(x) =1+ cosx 4. f(x) =3 + senx
. 5. f(x) = —senx 6. f(x) =2 — cosx

7. f(x) = =2 + senx 8. f(x) = —1+ cosx
. 9. g(x) =3cosx 10. g(x) = 2senx

11. g(x) = —3 senx 12. g(x) = —% cos x
13. g(x) = 3 + 3 cosx 14. g(x) =4 — 2senx
15. h(x) = |cos x| 16. h(x) = |sen x|

17-28 m Encuentre la amplitud y periodo de la funcidn, y trace su
grafica.

17. y = cos 2x 18. y = —sen 2x

19, y = —3sen3x 20. y = 3 cos 4x

21. y = 10senix 22. y = 5cos 4x

23, y = —%cosix 24. y = 4 sen(— 2x)
25. y = —2sen 2mrx 26. y = —3 sen mx
27. y =1+ 3 cos mx 28. y = —2 + cos 4mx

29-42 m Encuentre la amplitud, periodo y desfase de la funcion, y
grafique un periodo completo.

T
29. y = -
y cos(x 5 )

31 2 ( Tr)
. = — X — —
y sen 5

33. y = —4sen 2<x + g)

30. y=2 sen(x - %)

an
32. y = SCos(x + Z)

1 T
4.y =sen—| x + —
34. y senz(x 4)

2
36. y = 2sen(§x - E)

™
35.y=5 3x — —
y cos( X 4) 5

37 L1 (2 ”) 38 1+ (3 +”)
. = —_— — — COoS X — — . = COS X -
YT2 72 3 Y 2

® 51. f(x) = cos 100x

39. y = 3cos m(x + 3) 40. y =3 + 2sen3(x + 1)

2. y= (3—)
-y =cos| - —x

43-50 m Nos dan la gréfica de un periodo completo de una curva
Seno o coseno.

(a) Encuentre la amplitud, periodo y desfase.

(b) Escriba una ecuacidén que represente la curva en la forma

41. y = sen(w + 3x)

y = asen k(x — b) )

y = acosk(x — b)

#= 51-58 m Determine un rectdngulo de vista apropiado para cada fun-
cion, y uselo para trazar la gréfica.

52. f(x) = 3 sen 120x
54, f(x) = cos(x/80)
56. y = csc 40x

58. y = Vian 107

53. f(x) = sen(x/40)
55. y = tan 25x
57. y = sen®20x



>
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L

59, f(x) = x,

.65. y = cos 3mx,

59-60 m Grafique f, g y f + ¢ en una pantalla comun para ilustrar la
adicién gréfica.

g(x) = senx

60. f(x) = senx, ¢g(x) = sen2x

== 61-66 m Grafique las tres funciones en una pantalla comin. ;Cémo

estdn relacionadas las graficas?

61. y=x? y=—x? y=x’senx

62. y =x,

y=—X, y=XCOSX

63.y=Vx, y=—-Vx, y= Vxsen5mx

1 _ 1
1+ x% Y 1+ x2

cos 27X
1 + x?

64. y = , ¥y =

y = —cos 3mx, y = cos 3mx cos 21mx

66. y = sen 2mx, y = —sen 2mx, y = sen 2mx sen 107x
67-70 m Encuentre los valores maximo y minimo de la funcion.
67. y = senx + sen 2x

68. y=x—2senx,0=x=27

69. y = 2 sen x + sen’x

COS x

£ 71-74 m Encuentre todas las soluciones de la ecuacion que estén

sobre el intervalo [0, 7] . Exprese cada respuesta redondeada a dos
lugares decimales.

71. cosx = 0.4
72. tanx = 2
73. cscx =3

74. cos x = x

75-76 m Nos dan una funcion f.

(a) (fes par, impar o ninguna de éstas?

(b) Encuentre los puntos de interseccién x de la grafica de f.

(c) Grafique f'en un rectangulo de vista apropiado.

(d) Describa el comportamiento de la funcion a medida que
x = to0.

(e) Observe que f(x) no estd definida cuando x = 0. ;Qué ocurre
cuando x se aproxima a 0?

1 — cosx
J5. f(x) = Y

sen 4x
76. f(x) = x

APLICACIONES

77. Altura de una ola Cuando pasa una ola por un rompeolas
de pilotes, la altura del agua estd modelada por la funcién

h(t) =3 cos(%t)

donde A(f) es la altura en pies sobre el nivel medio del mar en el
tiempo f segundos.
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(a) Encuentre el periodo de la ola.

(b) Encuentre la altura de la ola, es decir, la distancia vertical
entre el valle y la cresta de la ola.

cresta

valle

78. Vibraciones de sonido Se pulsa un diapasén, produ-
ciendo un tono puro cuando vibran sus puntas. Las vibraciones
son modeladas por la funcién

u(r) = 0.7 sen(8807rt)

donde i(?) es el desplazamiento de las puntas en milimetros en

el tiempo ¢ segundos.

(a) Encuentre el periodo de la vibracion.

(b) Encuentre la frecuencia de la vibracion, es decir, el nimero
de veces que la punta vibra por segundo.

(¢) Grafique la funcién v.

79. Presién sanguinea Cada vez que pulsa nuestro corazén,
la presién sanguinea primero aumenta y después disminuye a
medida que el corazén descansa entre una pulsacion y otra. Las
presiones sanguineas maxima y minima reciben el nombre de
presiones sistdlica y diastolica, respectivamente. Las lecturas
de presion sanguinea se escriben como sistolica/diastélica. Una
lectura de 120/80 se considera normal.

La presion sanguinea de cierta persona estd modelada por la
funcién

p(t) = 115 + 25 sen(16077)

donde p(f) es la presién en mmHg (milimetros de mercurio), en

el tiempo # medida en minutos.

(a) Encuentre el periodo de p.

(b) Encuentre el nimero de pulsaciones por minuto.

(¢) Grafique la funcién p.

(d) Encuentre la lectura de presién sanguinea. ;Cémo se com-
para esto contra la presién sanguinea normal?

80. Estrellas variables Las estrellas variables son aquellas
cuyo brillo varfa periédicamente. Una de las mds visibles es
R Leonis; su brillo estd modelada por la funcién

b(r) =79 — 2.1 (iz)
. .1 CoS 156

donde ¢ se mide en dias.

(a) Encuentre el periodo de R Leonis.

(b) Encuentre el brillo mdximo y minimo.
(c) Grafique la funcién b.
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

81.

82.

Composiciones que contienen funciones trigono-
métricas Este ejercicio explora el efecto de la funcién inte-
rior ¢ en una funcién compuesta y = f(g(x)).

(a) Grafique la funcién y = sen'V/x usando el rectingulo de
vista [0, 400] por [—1.5, 1.5]. (En qué formas difiere esta
gréfica de la gréfica de la funcién seno?

(b) Grafique la funcién y = sen(x?) usando el rectdngulo de
vista[—3, 5] por[— 1.5, 1.5]. (En qué formas difiere esta
gréfica de la grifica de la funcién seno?

Funciones periodicas | Recuerde que una funcién fes

periddica si hay un nimero positivo p tal que f(t + p) = f(t)
para toda ¢, y la mds pequeifia p (si existe) es el periodo de f. La
gréfica de una funcién de periodo p se ve igual en cada inter-
valo de longitud p, de modo que podemos facilmente determi-
nar el periodo a partir de la grafica. Determine si la funcién
cuya grafica se muestra es periddica; si es periddica, encuentre
el periodo.

= 83.

84.

Funciones periddicas Il Use calculadora graficadora para
graficar las siguientes funciones. De la gréfica, determine si la
funcién es periddica; si es periddica, encuentre el periodo. (Vea
pagina 156 para la definicién de [x].)

(a) y = |senx|
(b) y = sen| x|
() yzzcosx

d) y=x—[x]

(e) y = cos(sen x)
(f) y = cos(x?)

Curvas sinusoidales La grifica de y = sen x es la misma
que la grifica de y = cos x desplazada a la derecha 7r/2 unida-
des. Entonces, la curva seno y = sen x es también al mismo
tiempo una curva coseno: y = cos(x — 77'/2). De hecho, cual-
quier curva seno es también una curva coseno con un desfase
diferente, y cualquier curva coseno también es una curva seno.
Las curvas seno y coseno se conocen en forma colectiva como
sinusoidales. Para la curva cuya gréfica se muestra, encuentre
todas las formas posibles de expresarla como curva seno y =
a sen(x — b) 0 como curva coseno y = a cos(x — b). Explique por
qué piensa usted que ha encontrado todas las opciones posibles
para a y b en cada caso.

En este proyecto exploramos el uso de funciones sinusoidales al
modelar la poblacién de un depredador y su presa. Se puede ha-
llar el proyecto en el sitio web acompafante de este libro:
www.stewartmath.com

YA
SAV
—1T,
% % % % —
37 =z 0 s r 3w 2@\ Swm X
2 2 P 2 2
_5A>

PROYECTO DE
D]Vl Modelos depredador/presa
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5.4 MAS GRAFICAS TRIGONOMETRICAS

Gréficas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante P Grafi-
cas de transformaciones de las funciones tangente y cotangente P Graéficas
de transformaciones de las funciones cosecante y secante

En esta seccién graficamos las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante, y trans-
formaciones de estas funciones.

V Graficas de las funciones tangente, cotangente, secante y
cosecante

Empezamos por expresar las propiedades periddicas de estas funciones. Recuerde que las fun-
ciones seno y coseno tienen periodo 27r. Como las funciones cosecante y secante son las
reciprocas de las funciones seno y coseno, respectivamente, también tienen periodo 27 (vea
Ejercicio 55). Las funciones tangente y cotangente, sin embargo, tienen periodo 7 (vea Ejer-
cicio 85 de la Seccidn 5.2).

PROPIEDADES PERIODICAS
Las funciones tangente y cotangente tienen periodo 7r:

tan(x + 7) = tan x cot(x + ) = cotx
Las funciones cosecante y secante tienen periodo 27:

csc(x + 27) = cscx sec(x + 27) = sec x

X tan x

0 0

/6 0.58
/4 1.00
/3 1.73
1.4 5.80
1.5 14.10
1.55 48.08
1.57 1,255.77
1.5707 | 10,381.33

La notacion de flecha se estudia en la

Seccion 3.7.

Las asintotas se estudian en la

Seccion 3.7.

Primero trazamos la grafica de la funcion tangente. Como tiene periodo 7, necesitamos
s6lo trazar la gréfica sobre cualquier intervalo de longitud 77 y luego repetir la configuracién
a izquierda y derecha. Trazamos la gréfica sobre el intervalo (—/2, 7/2). Como tan(mr/2) y
tan(—r/2) no estdn definidas, es necesario tener cuidado trazar la grafica en los puntos cer-
canos a 7/2 y —/2. A medida que x se acerca a 7/2 por medio de valores menores a 77/2,
el valor de tan x se hace grande. Para ver esto, observe que cuando x se acerca a 77/2, CoS X
se aproxima a 0 y sen x se aproxima a 1 y, por lo tanto, tan x = sen x/cos x es grande. Al
margen se muestra una tabla de valores de tan x para x cercana a 7/2 (= 1.570796).

Entonces, al escoger x cercana lo suficiente a 77/2 hasta valores menores a 77/2, podemos
hacer el valor de tan x mayor a cualquier nimero positivo dado. Expresamos esto escri-
biendo

T
tan x — 0o cuando xX— E

Esto se lee “tan x se aproxima al infinito cuando x se aproxima a /2 por la izquierda”.
Anilogamente, al escoger x cercana a —r/2 hasta valores mayores a —/2, podemos
hacer tan x més pequefa que cualquier nimero negativo dado. Escribimos esto como

7T+

tan x — —00 cuando X— ——

2

Esto se lee “tan x se aproxima al infinito negativo cuando x se aproxima a — /2 por la de-
recha”.

Entonces, la gréfica de y = tan x se aproxima a las rectas verticales x = 7/2 y x = — /2.
Por lo tanto, estas rectas son asintotas verticales. Con la informacién que tenemos hasta
ahora, trazamos la grifica de y = tan x para —7/2 < x < /2 en la Figura 1. La gréfica



400 CAPITULO 5 | Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria

completa de tangente (vea Figura 5(a) en la pagina siguiente) se obtiene ahora usando el
dato de que la tangente es periddica con periodo 7.

\ A \

Asintota | \

vertical | \
\ \
\ \
\ \
\ It \

T T T AT X
2 643 T 2
\ \
\ L4 | Asintota
} } vertical
\ \
FIGURA 1 FIGURA 2

Un periodo de y = tan x Un periodo de y = cot x

LAS MATEMATICAS EN
EL MUNDO MODERNO
Evaluacion de funciones

en una calculadora La funcién y = cot x estd graficada sobre el intervalo (0, 7) por un andlisis similar (vea

¢En qué forma su calculadora evalta
sen t,cos t, €', In t,\/t y otras funciones
como éstas? Un método es aproximar

Figura 2). Como cot x no estd definida para x = n# con n un entero, su grifica completa (en
la Figura 5(b) en la pagina siguiente) tiene asintotas verticales en estos valores.
Para graficar las funciones cosecante y secante, usamos las identidades reciprocas

estas funciones por medio de polino-
miales, porque las polinomiales son fa- 1 1
ciles de evaluar. Por ejemplo,

cscx = y secx =
sen x coS X
et
sent=t— —+—— — ,
3507 Por lo tanto, para graficar y = csc x, tomamos las reciprocas de las coordenadas y de los
2 g6 puntos de la grafica de y = sen x. (Vea Figura 3.) Andlogamente, para graficar y = sec x,
WEE=1 =0 0T a tomamos las reciprocas de las coordenadas y de los puntos de la grifica de y = cos x. (Vea

Figura 4.)
donden! = 1-2 - 3 --..-n.Estas nota-
bles formulas fueron encontradas por
el matematico inglés Brook Taylor YA
(1685-1731). Por ejemplo, si usamos los
primeros tres términos de la serie de
Taylor para hallar cos(0.4), obtenemos

(0.4)2 N (0.4)*
2! 4! 0

cos04 =1 —

[\*)
R)
Y
[e]
NIEE S

~ 0.92106667

(Compare esto con el valor que usted
obtiene en su calculadora.) La gréfica
muestra que cuantos mas términos de
la serie utilicemos, las polinomiales se
aproximan mas cercanamente a la fun-
cién cos t.

FIGURA 4
Un periodo de y = csc x

FIGURA 3
Un periodo de y = sec x

Consideremos mds cercanamente la grafica de la funcién y = csc x en el intervalo 0 < x
< 7. Necesitamos examinar los valores de la funcién cerca de 0 y 7, porque en estos valo-
res sen x = 0y csc x estd asi indefinido. Vemos que

€SC X — 00 cuando x—0*

CSC X —> 00 cuando X—a

Por lo tanto, las rectas x = 0 y x = 7 son asintotas verticales. Sobre el intervalo 7 < x <
27 la gréifica se traza en la misma forma. Los valores de csc x sobre ese intervalo son los
mismos que los del intervalo 0 < x < 7 excepto por el signo (vea Figura 3). La grifica
completa de la Figura 5(c) se obtiene ahora del hecho de que la funcién cosecante es peri6-
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dica con periodo 27r. Observe que la gréfica tiene asintotas verticales en los puntos donde
sen x = 0, es decir, en x = nr, para n un entero.

A

\
\
\
\
\
\
\
t
m
2
\
\
\
\
I

(c) y =cscx (d) y =secx
FIGURA 5

La gréfica de y = sec x se traza de un modo semejante. Observe que el dominio de sec x
es el conjunto de todos los nimeros reales que no sean x = (7/2) + nr, para n un entero,
de modo que la gréfica tiene asintotas verticales en esos puntos. La grafica completa se
muestra en la Figura 5(d).

Es evidente que las graficas de y = tan x, y = cot x, y y = csc x son simétricas respecto
del origen, mientras que la de y = sec x es simétrica respecto del eje y. Esto es porque las
funciones tangente, cotangente y cosecante son funciones impares, mientras que la funcién
secante es una funcién par.

V Graéficas de transformaciones de las funciones tangente y
cotangente

A continuacién consideramos graficas de transformaciones de las funciones tangente y co-
tangente.

EJEMPLO 1 | Graficar curvas tangentes

Grafique cada una de las funciones siguientes.

(a) y=2tanx (b) y= —tanx

SOLUCION  Primero graficamos y = tan x y luego la transformamos segiin sea necesario.

(a) Para graficar y = 2 tan x, multiplicamos la coordenada y de cada punto en la grafica
de y = tan x por 2. La gréfica resultante se muestra en la Figura 6(a).

(b) La grificade y = —tan x en la Figura 6(b) se obtiene de la de y = tan x por reflexion
(b) y = —tan x en el eje x.
© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 9 Y 11 |

FIGURA 6
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Como y = tan x completa un periodo
entre x = —% y x = 7, la funcién

y = tan 2(x — 7) completa un periodo
cuando 2(x — ) varfade —75 a 3.
Inicio de periodo: Fin de periodo

Inicio de periodo: Fin de periodo

-3 =-7 2c-3) =3
x—F=-F x-§=}%
x=0 x=73

Entonces graficamos un periodo sobre
el intervalo (0, 7).

Como las funciones tangente y cotangente tienen periodo 7r, las funciones
y=atankx vy y = acot kx (k>0)

completan un periodo cuando kx varia de 0 a 7, es decir, para 0 =< kx = 7. Resolviendo esta
desigualdad, obtenemos 0 < x =< 7/k. Por lo tanto, cada una de ellas tiene periodo 7/k.

CURVAS TANGENTE Y COTANGENTE
Las funciones
y=atankx 'y y = a cot kx (k> 0)

tienen periodo 7/k.

Por lo tanto, un periodo completo de las graficas de estas funciones se presentan sobre
cualquier intervalo de longitud 7 /k. Para trazar un periodo completo de estas graficas, es
conveniente seleccionar un intervalo entre asintotas verticales:

Para graficar un periodo de y = a tan kx, un intervalo apropiado es (— %, ;{)

aa
Para graficar un periodo de y = a cot kx, un intervalo apropiado es <0, k)'

EJEMPLO 2 | Graficar curvas tangentes

Grafique cada una de las funciones siguientes.

(a) y = tan 2x (b) y = tan 2<x - Z)

SOLUCION

(a) El periodo es 7/2 y un intervalo apropiado es (—/4, /4). Los puntos extremos x =
—7/4 y x = /4 son asintotas verticales. De esta manera, graficamos un periodo com-
pleto de la funcién en (—7/4, /4). La gréfica tiene la misma forma que la de la fun-
cién tangente, pero estd contraida horizontalmente en un factor de 3. A continuacién
repetimos esa porcion de la grifica a la izquierda y a la derecha. Vea Figura 7(a).

(b) La grifica es la misma que la del inciso (a), pero est4 desplazada a la derecha /4,
como se ve en la Figura 7(b).

(a) y=tan 2x

FIGURA 7

“ (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 27 Y 39 |




Como y = cot x completa un periodo
entre x = 0 y x = 77, la funcién

y = 2 cot(3x — %) completa un periodo
cuando 3x — 7 varfa de 0 a 7.

Fin de periodo

3x —

Inicio de periodo:
3x—5=0
3x =

=
37

= 3

3

X =

SNERSE]
SERN

X =

Entonces graficamos un perfodo sobre
N T T
el intervalo (g, 5 ).
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EJEMPLO 3 | Un desplazamiento de una curva cotangente

Grafique y = 2 cot(3x - ;T)

Primero ponemos esto en la forma y = a cot k(x — b) al factorizar 3 de la

y = 200t<3x—§) = 2cot3<x—z>

Asf, la grifica es la misma que la de y = 2 cot 3x pero estd desplazada a la derecha /6. El
periodo de y = 2 cot 3x es 7r/3, y un intervalo apropiado es (0, 77/3). Para obtener el intervalo
correspondiente para la grifica deseada, desplazamos este intervalo a la derecha /6. Esto

da
T T T T T
0+ -+—)=-=
( 6 3 6) (6 2)

Finalmente, graficamos un periodo en la forma de cotangente sobre el intervalo (77/6, 7/2)
y repetimos la parte de la gréfica a la izquierda y a la derecha. (Vea Figura 8.)

SOLUCION

. m
expresion 3x — E:

FIGURA 8
T
y = 200t<3x - 5)
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 |

V Graficas de transformaciones de las funciones
cosecante y secante

Ya hemos observado que las funciones cosecante y secante son las reciprocas de las funcio-
nes seno y coseno. Entonces, el siguiente resultado es similar del resultado para curvas seno

y coseno en la Seccidn 5.3.

CURVAS COSECANTE Y SECANTE
Las funciones
(k>0)

y = acsc kx y y = asec kx

tienen periodo 27/k.

Un intervalo apropiado sobre el cual graficar un periodo completo es [0, 277 /k] .

EJEMPLO 4 | Graficar curvas cosecantes

Grafique cada una de las funciones siguientes.

b) y= 1 csc<2x + Z)

1
(a) y=56502x >
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SOLUCION

(a) El periodo es 277/2 = ar. Un intervalo apropiado es [0, 7]y las asintotas se presentan
sobre este intervalo siempre que sen 27 = (. Entonces las asintotas sobre este inter-
valo son x = 0, x = 7/2 y x = 7. Con esta informacién trazamos sobre el intervalo
[0, 7] una gréfica con la misma forma general que la de un periodo de la funcién co-
secante. La grifica completa de la Figura 9(a) se obtiene al repetir esta parte de la
gréfica a la izquierda y a la derecha.

Como y = csc x completa un periodo (b) Primero escribimos

entre x = 0 y x = 27, la funcion

y = s esc(2x -i- %) completa un periodo y = l CSC<2X + 77) - l csc 2<x + 7T>
cuando 2x + 3 varia de 0 a 2. 2 2 2 4

Inicio d fodo:  Find fodo: p . . .
Hicto de petlodo i de periodo De esto vemos que la gréfica es la misma que la del inciso (a) pero desplazada a la iz-

2+3=0 2+ F=2m quierda 77/4. La gréfica se ilustra en la figura 9(b).
2x = —% =7
= T - — 37
X=-3 x=3 T R T e e T T
Entonces graficamos un periodo sobre } } } } } } } } } } } }
el intervalo (— 7, 37). \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ - \ \ \ \ A \ 37! \ T
| | 3T | | | | | 4 | 4 | 4
T ~T  m~7 w27 X dm~| tom e~ Sme~ X
\ 2 2 \ 2 \ 4 \ 4 \ 4 \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ | | \ | \ | \ | | | |
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
| | | | | | I | | | | |
(a) y = % csc 2x ®y=5 csc(2x + %)
FIGURA 9
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 33 Y 45 [ |

EJEMPLO 5 | Graficar una curva secante
Grafique y = 3 sec %x.

SOLUCION  Elperiodo es 277 + 1 = 447. Un intervalo apropiado es [0, 477] y las asinto-
tas se presentan sobre este intervalo en donde cos 3x = 0. Entonces, las asintotas sobre
este intervalo son x = 77, x = 37, Con esta informacién trazamos sobre el intervalo [0, 477]
una grafica con la misma forma general que la de un periodo de la funcién secante. La gra-
fica completa de la Figura 10 se obtiene al repetir esta parte de la gréifica a la izquierda y a
la derecha.

FIGURA 10
y = 3 sec 3x

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |
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5.4 EJERCICIOS

CONCEPTOS 17. y = 3 sec x 18. y = —3secx
1. La funcién trigonométrica y = tan x tiene periodo 19. y = tan( x + %) 20. y = tan( X — %)
y asintotas x = . Trace una grafica de esta funcién so-
bre el intervalo (— /2, 7/2). 21. y = csc(x — g) 2.y = sec(x + %)
2. La funcién trigonométrica y = csc x tiene perfodo - -
y asintotas x = . Trace una grifica de esta funcién sobre el 23 ¥ = €0t (x + Z) M.y=2 Csc(x B ?)
intervalo (—r, ).
25 :lsec(x—z) 26. y = 305c(x+z)
T 6 Y 2
HABILIDADES ® 27, y = tan 4x 28. y =tanix
3-8 m Relacione la funcién trigonométrica con una de las graficas T T
VI 29. y = tan—x 30. y = cot —x
: 4 2
3 ( 7,-) 4 ) ® 31. y = sec 2x 32. y =5csc3x
. =t +— . =
flx) = tan| ¥ 4 flx) = sec 2x & 33, y = csc4x 34. y=cscix
5. f(x) = cot2x 6. f(x) = —tanx
£ £ 35. y = 2 tan 37x 36. y = 2tan zx
7. f(x) = 2secx 8 f(x) =1+ cscx A 2
37. y =5csc 7x 38. y = 5sec2mx
« 39,y =tan2<x+%> 40. y=csc2(x+%)
41. y = tan 2(x — ) 42. y = sec Z(x - %)
> ™ 1
® 43,y = cot<2x - E) 44. y = s tan(mx — )
1
45 y= 205c(7rxfz) 46. y = ZSec(fxfz)
3 2 3
™ 1
47. y = 5sec| 3x — 3 48. y = 53sec(2mx — )
2 1
49. y = tan<§x - %) 50. y = tan E(X + %)
1 T
51. y=3secw x+5 52. y = sec 3x+5

53. y = —2tan(2x - %) 54. y = 2 csc(3x + 3)

55. (a) Demuestre que si f es periédica con periodo p, entonces 1/f
también es periddica con periodo p.
(b) Demuestre que las funciones cosecante y secante tienen
cada una un periodo 2.

56. Demuestre que si fy g son periédicas con periodo p, entonces f/g
es también periddica, pero su periodo podria ser menor que p.

APLICACIONES

9-54 m Encuentre el perfodo y grafique la funcién. 57. Faro El haz luminoso de un faro completa una rotacién cada
dos minutos. En el tiempo ¢, la distancia d mostrada en la figura

& 9. y=4dtanx 10. y = —4 tan x de la pdgina siguiente es
11 y=—ltanx 12. y = Jtanx d(t) = 3 tan 1
13. y = —cotx 14. y = 2 cot x

: donde ¢ se mide en minutos y d en millas.
15. y =2cscx 16. y = jcscx (a) Encuentre d(0.15), d(0.25) y d(0.45).
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(d) Explique lo que ocurre a la sombra a medida que el tiempo

(b) Trace una gréfica de la funcién d para 0 =< r < 3.
se aproxima a las 6 p.m. (es decir, cuando t — 127).

(¢) (Qué ocurre a la distancia d cuando  se aproxima a 5?7

58. Longitud de una sombra En un dia cuando el Sol pasa
directamente encima al mediodia, un hombre de seis pies de es-

tatura proyecta una sombra de longitud DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

S(t) =6 cot ¢ 59. Formulas de reducciéon Use las gréficas de la Figura 5
12 para explicar por qué son verdaderas las siguientes féormulas.
donde S se mide en pies y ¢ es el nimero de horas desde las 6 a.m.
(a) Encuentre la longitud de la sombra a las 8:00 a.m., al me- tan< X — E) = —cot x
diodia, a las 2:00 p.m. y a las 5:45 p.m.
(b) Trace una grafica de la funcién S para 0 < r < 12. T
(¢) De la gréfica determine los valores de 7 en los que la longi- sec(x - *) = osex

tud de la sombra es igual a la estatura del hombre. ;A qué
hora corresponden cada uno de estos valores?

5.5 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS Y SUS GRAFICAS

La funcidn seno inverso P> La funcién coseno inverso B> La funcién tangente
inversa P> Las funciones secante, cosecante y cotangente inversas

En las Secciones 6.4-6.6 estudiamos Recuerde de la Seccién 2.7 que la inversa de una funcién f es una funcién f ' que invierte

aplicaciones de funciones trigonométri-  la regla de f. Para que una funcidn tenga una inversa, debe ser biunivoca. Como las funcio-

cas inversas a tridngulos. nes trigonométricas no son biunivocas, no tienen inversas pero es posible restringir los
dominios de funciones trigonométricas en forma tal que las funciones resultantes sean
biunivocas.

V¥ La funcion seno inverso

Consideremos la funcién seno en primer término. Hay numerosas formas de restringir el
dominio del seno de manera que la nueva funcién sea biunivoca. Una forma natural de hacer
esto es restringir el dominio al intervalo [—/2, 77/2] . La razén para esta opcién es que el
seno es biunivoco sobre este intervalo y ademds alcanza cada uno de los valores en su rango
sobre este intervalo. De la Figura 1 vemos que el seno es biunivoco sobre este dominio res-
tringido (por la Prueba de la Recta Horizontal) y por lo tanto tiene una inversa.

y y

N N

FIGURA 1 Grificas de la funcién

— — m
i 4 o = sen x =senx,—ZL =x=
seno y la funcién seno restringida Y Y > 2

w3
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Relacion con funciones trigonométricas
de numeros reales

Quizé el lector ya haya estudiado funciones
trigonométricas definidas usando la circunfe-
rencia unitaria (Capitulo 5). Para ver como se
relacionan con las funciones trigonométricas
de un dngulo, empecemos con la circunferen-
cia unitaria del plano de coordenadas.

P(x, y) es el punto terminal
determinado por ¢.

Sea P(x, y) el punto terminal determinado por

un arco de longitud t sobre la circunferencia uni-
taria. Entonces t subtiende un dngulo 6 en el centro
de la circunferencia. Si trazamos una perpendicular
de P al punto Q del eje x, entonces el tridngulo
OPQ es un triangulo rectdangulo con catetos de
longitud xy y, como se ve en la figura.

El tridngulo OPQ es
un tridngulo recto

A continuacion, por la definicién de funciones
trigonométricas del ndmero real t tenemos

sent =y
cost=x

Por la definiciéon de las funciones trigonométricas
del dngulo 6 tendremos

opab
sen0=p7=f=y

hip 1
adya®  x

=y

0 =
cos hip 1

Si @ se mide en radianes, entonces 8 = t. (Vea
la figura siguiente.) Comparando las dos formas
de definir las funciones trigonométricas, vemos
que son idénticas. En otras palabras, como
funciones, asignan valores idénticos a un nimero
real determinado. (El nimero real es la medida de
0 en radianes en un caso o la longitud t de un
arco en el otro.)

La medida del dngulo 6
en radianes es 1.

iPor qué, entonces, estudiamos trigonometria
en dos formas diferentes? Porque diferentes
aplicaciones requieren que veamos las funciones
trigonométricas de modo diferente. (Vea Enfoque
sobre modelado, paginas 427,489y 533,y
Secciones 6.2, 6.5y 6.6.)




g
FIGURA 2
VA
P(x", y)
P(x,y) :
| |
| |
| |
| |
4 [ B .
0 (0] Q' X
FIGURA 3
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V Funciones trigonométricas de angulos

Sea POQ un tridngulo rectdngulo con dngulo agudo 6 como se ve en la Figura 1(a). Ponga
0 en posiciéon normal como se muestra en la Figura 1(b).

P r4 P(x,y)

) opuesto
hipotenusa

adyacente

(a) (b)

0

FIGURA 1

Entonces P = P(x, y) es un punto en el lado terminal de 6. En el tridngulo POQ, el lado
opuesto tiene longitud y y el lado adyacente tiene longitud x. Usando el Teorema de Pitdgo-

ras, vemos que la hipotenusa tiene longitud » = Vx? + y Por lo tanto,
x
sen0=X cos = — tan0=X
r r x

Las otras relaciones trigonométricas se pueden hallar en la misma forma.
Estas observaciones nos permiten extender las relaciones trigonométricas a cualquier
angulo. Definimos las funciones trigonométricas de dngulos como sigue (vea Figura 2).

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea 6 un dngulo en posicién normal y sea P(x, y) un punto en el lado terminal.
Sir=Vx>+ y2 es la distancia del origen al punto P(x, y), entonces

sen = > cos§ = = tan § = > (x #0)
r r x

csc(9=§ (y #0) sec6=§ (x # 0) cot0=§ (y #0)

Como la divisién entre 0 no es una operacion definida, ciertas funciones trigonométricas
no estan definidas para ciertos dngulos. Por ejemplo, tan 90° = y/x no estd definida porque
x = 0. Los dngulos para los cuales las funciones trigonométricas pueden no estar definidas
son los dngulos para los cuales la coordenada x o la y de un punto en el lado terminal del
4ngulo es 0. Estos son angulos cuadrantales, es decir, angulos que son coterminales con
los ejes de coordenadas.

Es un dato de la mayor importancia que las funciones trigonométricas no dependen de la
seleccién del punto P(x, y). Esto es porque si P'(x’, y") es cualquier otro punto en el lado
terminal, como en la figura 3, entonces los tridngulos POQ y P'OQ’ son semejantes.

V Evaluacion de funciones trigonométricas de cualquier angulo

De la definicién vemos que los valores de las funciones trigonométricas son todos positivos
si el angulo 6 tiene su lado terminal en el primer cuadrante. Esto es porque x y y son posi-
tivas en este cuadrante. [Por supuesto, r es siempre positiva porque es simplemente la dis-
tancia del origen al punto P(x, y).] Si el lado terminal de 6 estd en el segundo cuadrante, sin
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embargo, entonces x es negativa y y positiva. Por lo tanto, en el segundo cuadrante las fun-
ciones sen 6 y csc 6 son positivas, y todas las otras funciones trigonométricas tienen valores
negativos. Se pueden comprobar las otras entradas de la tabla siguiente.

SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Cuadrante Funciones positivas Funciones negativas

I todas ninguna

1I sen, csc cos, sec, tan, cot
111 tan, cot sen, CSc, oS, Sec
v COs, sec sen, csc, tan, cot

A continuacién llevamos nuestra atencion a hallar los valores de las funciones trigono-
métricas para dngulos que no sean agudos.

EJEMPLO 1 | Hallar funciones trigonométricas de angulos
Encuentre (a) cos 135° y (b) tan 390°.

SOLUCION
(a) De la Figura 4 vemos que cos 135° = —x/r. Pero cos 45° = x/r, y como cos 45° =
V2/2 tenemos NG
cos 135° = R

(b) Los dngulos 390° y 30° son coterminales. De la Figura 5 es evidente que tan 390° =
tan 30° y, como tan 30° = \@/ 3, tenemos

3
tan 390° = i
3
yi YA
/7
—xy / (x,y)
(—x,y) v+ /4({\ 3 yo
| r rsz | |
| nse 27| '
’ 390° |
! 845 | (| 300 0,
} } > 0 X
—X 0 X X \J X
FIGURA 4 FIGURA 5
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 11Y 13 |

Del Ejemplo 1 vemos que las funciones trigonométricas para angulos que no son agudos
tienen el mismo valor, excepto posiblemente por el signo, como las correspondientes fun-
ciones trigonométricas de un dngulo agudo. Ese dngulo agudo recibird el nombre de dngulo
de referencia.

ANGULO DE REFERENCIA

Sea 6 un dngulo en posicién normal. El 4ngulo de referencia 6 asociado con 6 es
el dngulo agudo formado por el lado terminal de 6 y el eje x.




FIGURA 6 Angulo de re-
ferencia 0 para un dngulo 6.

y
57
3
\\ON g

FIGURA 7

FIGURA 8
vi
240%\
5 >
N )
FIGURA 9

sen 240° es negativo.

YA YA YA
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La Figura 6 muestra que para hallar un dngulo de referencia 6, es itil conocer el cua-
drante en el que se encuentre el lado terminal del dngulo 6.

0 0

T N

=Y
(=]
=Y

|
o
=

EJEMPLO 2 | Hallar angulos de referencia
5
Encuentre el dngulo de referencia para (a) 6 = ?ﬂ- y (b) 6 = 870°.

SOLUCION

(a) EI angulo de referencia es el dngulo agudo formado por el lado terminal del dngulo
57/3 y el eje x (vea Figura 7). Como el lado terminal de este dngulo estd en el cuarto
cuadrante, el dngulo de referencia es

g=2 Sm_ow
T3 3

(b) Los dngulos 870° y 150° son coterminales [porque 870 — 2(360) = 150]. Entonces, el
lado terminal de este dngulo estd en el segundo cuadrante (vea Figura 8). Por lo tanto,
el dngulo de referencia es

0 = 180° — 150° = 30°
& _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 3 Y 7 u

EVALUACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA CUALQUIER ANGULO

Para hallar los valores de las funciones trigonométricas para cualquier dngulo 6, da-
mos los siguientes pasos.

1. Hallar el dngulo de referencia 6 asociado con el angulo 6.

2. Determinar el signo de la funcién trigonométrica de 6 observando el cuadrante
en el que se encuentre 6.

3. El valor de la funcién trigonométrica de 6 es el mismo, excepto posiblemente por
el signo, que el valor de la funcién trigonométrica de 6.

EJEMPLO 3 | Uso del dngulo de referencia para evaluar
funciones trigonométricas

Encuentre (a) sen 240° y (b) cot 495°.
SOLUCION

(a) Este dngulo tiene su lado terminal en el tercer cuadrante, como se muestra en la Figura 9.
El dngulo de referencia es, por lo tanto, 240° — 180° = 60° y el valor de sen 240° es
negativo. Entonces

sen 240° = —sen 60° = —?

Signo Angulo de referencia
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YA (b) El dngulo de 495° es coterminal con el dngulo de 135°, y el lado terminal de este 4n-
gulo estd en el segundo cuadrante, como se muestra en la Figura 10. Por lo tanto, el
3 \4950 angulo de referencia es 180° — 135° = 45 y el valor de cot 495° es negativo. Tenemos
0
Q) > cot 495° = cot 135° = —cot45° = —1
Angulos coterminales Signo  Angulo de referencia
FIGURA 10
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 17 Y 19 |

tan 495° es negativa. por
lo tanto. cot 495° es negativa.

EJEMPLO 4 | Uso del 4ngulo de referencia para evaluar
funciones trigonométricas

16
Encuentre (a) senTﬂ- y (b) sec <—Z>

SOLUCION

(a) El dngulo 167/3 es coterminal con 417/3, y estos dngulos estdn en el tercer cuadrante
(vea Figura 11). Entonces, el dngulo de referencia es (47/3) — 7 = /3. Como el va-
lor del seno es negativo en el tercer cuadrante, tenemos

1 4 T V3
sen—— =sen - = —sen - = ——_—
3 3 3 2
Angulos coterminales Signo  Angulo de referencia

(b) El dngulo — /4 esté en el cuarto cuadrante, y su angulo de referencia es /4 (vea fi-
gura 12). Como la secante es positiva en este cuadrante, obtenemos

T i
—— ) =+ 7:\/5
Sec< 4) sec4

Signo  Angulo de referencia

YA VA
4m
3
f\ R g
— 0 X 0 _m X
7 4/9
FIGURA 11 FIGURA 12
sen S s negativo. cos(—7F) es positivo por
lo tanto, sec(—7) es positivo
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 23 Y 25 |

V Identidades trigonométricas

Las funciones trigonométricas de angulos estan relacionadas entre si por medio de varias e
importantes ecuaciones llamadas identidades trigonométricas. Ya hemos encontrado las
identidades reciprocas. Estas identidades contindan cumpliéndose para cualquier angulo 6,
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siempre que ambos lados de la ecuacion estén definidos. Las identidades de Pitdgoras son
una consecuencia del Teorema de Pitdgoras.”

IDENTIDADES FUNDAMENTALES
Identidades reciprocas
0 0 t O !
csc O = sec O = coth =
sen 6 cos 6 tan 0
(an g = sen 6 Gzcose
cos 6 sen 0
Identidades de Pitadgoras
sen’6 + cos’f = 1 tan’0 + 1 = sec?6 1 + cot?6 = csc?6

DEMOSTRACION  Demostremos la primera identidad de Pitagoras. Usando x* + y* = 7

73 (x. ) (el Teorema de Pitdgoras) en la Figura 13, tenemos

s 2 2 2442 2

I sen20+00526=<y> +(x) :72)):%:1

| r r r r

Iy

| Por lo tanto, sen” § + cos” @ = 1. (Aun cuando la figura indica un dngulo agudo, se debe

0 [—: . verificar que la prueba se cumpla para todo angulo 6.) |
0 X
Vea los Ejercicios 61 y 62 para las pruebas de las otras dos identidades de Pitagoras.
FIGURA 13

EJEMPLO 5 | Expresar una funcién trigonométrica en términos
de otra

(a) Expresar sen 6 en términos de cos 6.
(b) Expresar tan 6 en términos de sen 6, donde 6 estd en el segundo cuadrante.
SOLUCION
(a) De la primera identidad de Pitdgoras obtenemos
sen® = +\/1 — cos?0

donde el signo depende del cuadrante. Si 6 estd en el primero o segundo cuadrante,
entonces sen 6 es positivo, y por tanto

sen = V1 — cos’6
mientras que si 6 estd en el tercero o cuarto cuadrante, sen 6 es negativo, y por tanto

sen @ = — V1 — cos’6

(b) Como tan 6 = sen 0/cos 0, necesitamos escribir cos 6 en términos de sen 6. Por la

parte (a),
cos = =V1 — sen’d

y como cos 6 es negativo en el segundo cuadrante, el signo negativo aplica aqui. Por

lo tanto,
tan 6 = senf sen 6
cos  —\/1 — sen’d
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39 |

* Continuamos con la convencién acostumbrada de escribir sen’ por (sen 6)°. En general, escribimos sen” 6
por (sen )" para todos los enteros n excepto n = —1. Al exponente n = —1 se asignard otro significado en la
Seccién 6.4. Por supuesto, la misma convencion aplica a las otras cinco funciones trigonométricas.
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Si se desea racionalizar el denomina-

dor, se puede expresar cos § como

3 VI3 3V3
Vi3 VI3 13

FIGURA 14

1
FIGURA 15

| b
hi
I 6

a

|
b :h
_ I
a 7} o
6 =180°—0
(b)

FIGURA 16

(@)
0

Funciones trigonométricas: método del tridngulo rectdngulo

EJEMPLO 6 | Evaluacion de una funcién trigonométrica
Sitan @ = 3y 6 estd en el tercer cuadrante, hallar cos 6.

SOLUCION 1 Necesitamos escribir cos 6 en términos de tan 6. De la identidad tan® 6
+ 1 = sec’ @ obtenemos sec # = =\Vtan’# + 1. En el tercer cuadrante, sec 0 es nega-
tiva, por lo cual

secd = —Vtan’0 + 1

1 1

Entonces, cos O = =
sec  —\/tan’0 + 1
_ 1 o 3
Ve VR VB
SOLUCION 2  Este problema se puede resolver mds ficilmente usando el método del

Ejemplo 2 de la Seccién 6.2. Recuerde que, excepto por el signo, los valores de las funcio-
nes trigonométricas de cualquier angulo son iguales a las de un dngulo agudo (el dngulo de
referencia). Por lo tanto, ignorando el signo por ahora, tracemos un tridngulo rectdngulo con
un 4ngulo agudo @ que satisfaga 6 = % (vea Figura 14). Por el Teorema de Pitdgoras, la hi-
potenusa de este triangulo tiene longitud \/13. Del tridngulo de la Figura 14 vemos de inme-
diato que cos § = 3/\/13. Como 6 esté en el tercer cuadrante, cos 6 es negativo y por tanto

cosfh = —

<o
W

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |

EJEMPLO 7 | Evaluacién de funciones trigonométricas

Si sec 6 = 2y 6 estd en el cuarto cuadrante, encuentre las otras cinco funciones trigonomé-
tricas de 6.

SOLUCION  Trazamos un tridngulo como en la Figura 15 para que sec 6 = 2. To-
mando en cuenta el hecho de que 6 estd en el cuarto cuadrante, obtenemos

3 1
sen0=—i cosf = — tand = — V3
2 2
6 2 60 =2 t o !
csch = ——— sec § = coth = ———
V3 V3
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 47 |

V Areas de triangulos

Concluimos esta seccién con una aplicacién de las funciones trigonométricas que com-
prende dngulos que no son necesariamente agudos. Aplicaciones mds extensas aparecen en
las siguientes dos secciones.

El drea de un tridngulo es . = 3 X base X altura. Si conocemos dos lados y el dngulo
entre ellos de un tridngulo, entonces podemos hallar la altura usando las funciones trigono-
métricas, y a partir de esto podemos hallar el drea.

Si 6 no es dngulo agudo, entonces la altura del tridngulo de la Figura 16(a) estd dada por
h = b sen 6. Entonces el drea es

A =1 X base X altura = 3ab sen 0

Si el dngulo 6 no es agudo, entonces de la Figura 16(b) vemos que la altura del tridngulo es
h = bsen(180° — 0) = bsen 6
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Esto es asi porque el dngulo de referencia de 6 es el dangulo 180° — 6. Asi, también en este
caso, el area del tridngulo es

s =3 X base X altura = 3ab sen 0

AREA DE UN TRIANGULO

El drea o de un tridngulo con lados de longitudes a y b y con dngulo 6
incluido es

A = yab sen @

EJEMPLO 8 | Hallar el drea de un tridngulo

Cc Encuentre el 4rea del tridngulo ABC que se ve en la Figura 17.
3 SOLUCION  EI tridngulo tiene lados de longitud 10 cm y 3 cm, con 4ngulo incluido de
120° €M 120°. Por lo tanto,
A 10 B
o A = Yab sen

FIGURA 17
=1(10)(3) sen 120°

= 15 sen 60° Angulo de referencia

3
= 15% ~ 13 cm’

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 55 |
6.3 EJERCICIOS
117 17 117
CONCEPTOS ST @ b ——~ © —~
1. Si el dngulo 6 estd en posicién normal, P(x, y) es un punto sobre
el lado terminal de 6 y r es la distancia del origen a P, entonces 4ar 337 23
Y s 8. @ —- b (© =
3 4 6
sen ) = —— cosf = —— tanf = —— 5T
9. (a) el (b) —1l4nw (c) 14
2. El signo de una funcién trigonométrica de 6 depende del 10. (a) 2.37 (b) 2.3 () —10m
en el que se encuentre el lado terminal del dngulo 6. 11-34 m Encuentre el valor exacto de la funcién trigonométrica.
En el segundo cuadrante, sen 6 es (positivo/negativo). @ 11. sen 150° 12. sen 225° ® 13, cos 210°
En el tercer cuadrante, cos 6 es (positivo/negativo). 14. cos(—60°) 15. tan(—60°) 16. sec 300°
En el cuarto cuadrante, sen 6 es (positivo/negativo). « 17. csc(—630°) 18. cot 210° * .19, cos 570°
20. sec 120° 21. tan 750° 22. cos 660°
2 5 3
HABILIDADES *.23 sen 24. sen > ©.25 sen
3-10 m Encuentre el dngulo de referencia para el dngulo dado. Tar Tar 50
Lo 3. (a) 150° (b) 33()° (C) —30° 26. cos ? 27. COS( ?) 28. tan ?
4. (a) 120° (b) —210° (c) 780° 17 5
29. sec 7 30. csc Sl 31. cot(—z)
5. (a) 225° (b) 810° (¢) —105° 3 4
° —199° ° 7 5 11
6. @ 9 (b) —199 (© 359 32. cos - 33. tan S 34. sen =T

4 2 6
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35-38 m Por la informacion dada, encuentre el cuadrante en el que
se encuentra 6.

35.sen<0 y cosf <0
36. tanf <0 y senf <0
37.sec6 >0 y tan0 <0
38. csc6 >0 y cosO <O

39-44 m Escriba la primera funcién trigonométrica en términos de
la segunda para 6 en el cuadrante dado.

©.39. tan 0, cos0; 0 enelcuadrante 111
40. cot 6, sen 6; 0 en el cuadrante I1
41. cos 0, sen 0; 0 en el cuadrante IV
42. sec 6, sen 0; 0 en el cuadrante |
43. sec 6, tan0; 6 en el cuadrante II
44. csc 6, cot@; 0 en el cuadrante IIT
45-52 m Encuentre los valores de las funciones trigonométricas de
0 a partir de la informacién dada.
®.45. sen § =3, 6 enel cuadrante IT
46. cos § = —15, 6 en el cuadrante III
© . 47. tanh = —%, cosf >0
48. secf =5, senf <0
49. csc 6 = 2, 0 enel cuadrante I
50. cotO = %, sen O <0
51. cos§ = —3, tanf <0
52. tanf = —4, sen6 >0
53. Si 6 = /3, encuentre el valor de cada expresion.
(a) sen260, 2sen 6 (b) sen %9, % sen 6
(c) sen’d, sen(h?)
54. Encuentre el drea de un tridngulo con lados de longitud 7y 9y
angulo entre ellos de 72°.
“ (55. Encuentre el drea de un tridngulo con lados de longitud 10y 12

y dngulo entre ellos de 10°.

56. Encuentre el area de un tridngulo equildtero con lados de longi-
tud 10.

57. Un tridngulo tiene un 4rea de 16 pulg.?, y dos de los lados del
triangulo tienen longitudes de 5 pulg. y 7 pulg. Encuentre el dn-
gulo entre ellos por estos dos lados.

58. Un tridngulo isésceles tiene un drea de 24 cm?, y el dngulo entre
los dos lados iguales es 57/6. ;Cudl es la longitud de los dos
lados iguales?

59-60 m Encuentre el drea de la regién sombreada de la figura.

59. 60.
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61. Use la primera identidad de Pitdgoras para demostrar la se-
gunda. [Sugerencia: Divida entre cos® 0.]

62. Use la primera identidad de Pitdgoras para demostrar la tercera.

APLICACIONES

63. Altura de un cohete Un cohete disparado en linea recta
hacia arriba es rastreado por un observador que estd en el suelo
a una milla de distancia.
(a) Demuestre que cuando el dngulo de elevacion es 6, la altura
del cohete en pies es & = 5280 tan 6.
(b) Complete la tabla para hallar la altura del cohete a los an-
gulos de elevacién dados.

20° 60° 80° 85°

-
-
-
-
=
-
- 0
LS

64. Canal para lluvias Un canal de aguas llovedizas se cons-
truye de lamina metalica de 30 cm de ancho, doblando un tercio
de la ldmina a ambos lados en un dngulo 6.
(a) Demuestre que el drea transversal del canal estd modelada
por la funcién

A(6) = 100 sen 6 + 100 sen 0 cos 0
b) Grafique la funcién A para 0 < 0 < /2.

(c) (Para qué angulo 0 se obtiene la méxima area de seccidn
transversal?

1 mi }

10 cm

SN

10 cm

%N

10 cm

65. Viga de madera Una viga rectangular ha de cortarse de un
tronco cilindrico de 20 cm de didmetro. Las figuras siguientes
muestran diferentes formas en que se puede hacer esto.

(a) Exprese el drea de seccion transversal de la viga como fun-
cién del dngulo 6 de las figuras.

b) Grafique la funcién que encontré en el inciso (a).

(¢) Encuentre las dimensiones de la viga con méxima drea de

seccidn transversal.

l<—ancho—|

20 cm 20 cm
profundidad ) J

| 9 =




66.

67.

68.

69.

Resistencia de una viga La resistencia de una viga es
proporcional al ancho y al cuadrado de la profundidad. Se corta
una viga de un tronco como en el Ejercicio 65. Exprese la resis-
tencia de la viga como funcién del dngulo 6 de las figuras.

Lanzamiento de bala El alcance R y altura H de un tiro
de lanzamiento de bala, con una velocidad inicial de v, pies/s a
un 4ngulo 6, estan dados por

v sen(20)
9

v3sen’6

29

En la Tierra, g = 32 pies/s’ y, en la Luna, g = 5.2 pies/s’. En-
cuentre el rango y altura de un lanzamiento de bala bajo las
condiciones dadas.

(a) En la Tierra con v, = 12 pies/sy 6 = 7/6

(b) Enla Luna con v, = 12 pies/s y6= /6

Trineo El tiempo en segundos que tarda un trineo en bajar
deslizdndose por un plano inclinado a un dngulo 6 es

[ = [ d
16 sen 6

donde d es la longitud de la pendiente en pies. Encuentre el tiempo
en deslizarse por una pendiente de 2000 pies inclinada a 30°.

Colmenas En una colmena, cada celda es un prisma hexa-
gonal regular, como se ve en la figura. La cantidad de cera W de
la celda depende del angulo 6 en el vértice, y estd dada por

W =3.02 — 0.38 cot 6 + 0.65 csc 6

Las abejas instintivamente escogen 6 de modo que usan la canti-

dad minima posible de cera.

a) Use calculadora graficadora para graficar W como funcién
de § para 0 < 0 < 7.
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(b) (Para qué valor de 0 tiene W su valor minimo? [Nota:
Unos bidlogos han descubierto que las abejas raras veces se
desvian de este valor en mds de un grado o dos.]

. Dar vuelta en una esquina Un tubo de acero es trans-

portado por un pasillo de 9 pies de ancho. Al final del salén hay

una vuelta en dngulo recto a otro pasillo mds angosto, de 6 pies

de ancho.

(a) Demuestre que la longitud del tubo en la figura estd mode-
lada por la funcién

L(#) =9csch + 6sech

# (b) Grafique la funcién L para 0 < 6 < /2.

(¢) Encuentre el valor minimo de la funcién L.

=7 (d) Explique por qué el valor de L que encontrd en el inciso (c)

es la longitud del tubo mds largo que puede pasarse por la
esquina.

6 pies

l<—9 pies——

71. Arco iris Los arco iris se forman cuando luz solar de longitu-

des de onda diferentes (colores) se refracta y refleja en pequeias
gotas de lluvia. El angulo de elevacion 0 de un arco iris es siem-
pre el mismo. Se puede demostrar que § = 483 — 2«, donde

sen & = k sen 8

y a =59.4°y k = 1.33 es el indice de refraccion del agua. Use la
informacién dada para hallar el dngulo de elevacién 6 de un arco
iris. (Para una explicacién matemdtica del arco iris vea Cdlculos:
Transcendentes Tempranas, 7" edicién, de James Stewart, pagina
282))
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

72.

73.

Uso de una calculadora Para resolver cierto problema
usted necesita hallar el seno de 4 rad. Un compaiiero de grupo
usa la calculadora de él y le dice que

sen 4 = 0.0697565737
En su calculadora, usted obtiene
sen 4 = —0.7568024953

(Qué es lo que estd mal? ;Qué error tuvo su compafiero?

Diagrama trigonométrico de Viéte En el siglo xvi el
matemadtico francés Francois Viete (vea pagina 49) publicé el
sorprendente diagrama que sigue. Cada una de las seis funcio-
nes trigonométricas de 6 es igual a la longitud de un segmento
de recta de la figura. Por ejemplo, sen § = | PR, porque a par-
tir de AOPR vemos que

p O | PR |
sen 0 = =
hip |OR |
| PR|
=T T IR

En este proyecto exploramos la idea de semejanza y algunas de
sus consecuencias para cualquier tipo de figura. Se puede hallar
el proyecto en el sitio web acompaiiante de este libro:
www.stewartmath.com

Para cada una de las otras cinco funciones trigonométricas, en-
cuentre un segmento de recta en la figura cuya longitud sea
igual al valor de la funcién en 6. (Nota: El radio de la circunfe-
rencia es 1, el centro es O, el segmento QS es tangente a la cir-
cunferencia en Ry ZSOQ es un dngulo recto.)

S

PROYECTO DE
DIVl Semejanza

6.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS Y TRIANGULOS RECTANGULOS

Las gréficas de las funciones trigono-
métricas inversas se estudian en la
Seccién 5.5.

Funciones seno inverso, coseno inverso y tangente inversa P Solucién para
dngulos en tridngulos rectdngulos » Evaluacion de expresiones que con-
tienen funciones trigonométricas inversas

Recuerde que para que una funcién tenga una inversa, debe ser biunivoca. Como las funcio-
nes trigonométricas no son biunivocas, no tienen inversas. Por lo tanto, restringimos el do-
minio de cada una de las funciones trigonométricas a intervalos en los que alcanzan todos

sus valores y en los que son biunivocas. Las funciones resultantes tienen el mismo rango
que las funciones originales pero son biunivocas.

V Funciones seno inverso, coseno inverso y tangente inversa

Consideremos primero la funcién seno. Restringimos el dominio de la funcién seno a dngulos
6 con —7/2 < @ < 7/2. De la Figura 1 vemos que en este dominio la funcién seno alcanza
cada uno de los valores sobre el intervalo[—1, 1]exactamente una vez y, por tanto, es biunivoca.
Andlogamente, restringimos los dominios de coseno y tangente como se ve en la Figura 1.

A A A
r 7 r
0 0 0
X X X
X X
o o sen0=¥ cosf = tan 6 = 5
FIGURA 1 Dominios restringidos de - - - -
las funciones seno, coseno y tangente. 2 =0=7 O0=0=m 2 <0<7%
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

44. Funciones trigonométricas inversas en una calcula-

dora La mayor parte de las calculadoras no tienen teclas para
. Demuestre las siguientes identidades y, a
continuacion, use estas identidades y una calculadora para hallar
sec '2,csc '3y cot ! 4.

1

sec™!, csc™! o cot”

6.5 LA LEY DE SENOS

-1 1
sec ' x = cos -, x=1
X

B (1
csc‘x:senl(*, x=1
x

1
cot™'x = tanfl(*), x>0
X

b
A
c
FIGURA 1
’
,
s
s
’
’
A

(a) ALA 0 LAA

FIGURA 2

| La Ley de Senos P> El caso ambiguo

En la Seccién 6.2 usamos las relaciones trigonométricas para resolver tridngulos rectingu-
los. Las funciones trigonométricas también se pueden usar para resolver tridngulos obli-
cudngulos, es decir, tridngulos sin dngulos rectos. Para hacer esto, primero estudiamos la
Ley de Senos aqui y a continuacién la Ley de Cosenos en la siguiente seccion. Para expresar
estas leyes (o formulas) con més facilidad, seguimos la convencién de marcar los dngulos
de un tridngulo como a, b, ¢, como en la Figura 1.

Para resolver un tridngulo, necesitamos conocer cierta informacion acerca de sus lados y
dngulos. Para determinar si tenemos suficiente informacién, con frecuencia es ttil hacer un
diagrama. Por ejemplo, si nos dan dos dngulos y el lado entre ellos, entonces es claro que se
puede formar un tridngulo y sélo uno (vea Figura 2(a)). Andlogamente, si se conocen dos la-
dos y el angulo incluido, entonces se determina un tridngulo dnico (Figura 2(c)). No obstante,
si conocemos los tres dngulos pero ninguno de los lados, no podemos determinar de manera
Unica el tridngulo porque numerosos tridngulos tienen los mismos tres dngulos. (Todos estos
tridngulos serfan semejantes, desde luego.) Por lo tanto, no consideraremos este tltimo caso.

(b) LLA (c) LAL (d) LLL

En general, un tridngulo estd determinado por tres de sus seis partes (dngulos y lados)
mientras al menos una de estas tres partes sea un lado. Por lo tanto, las posibilidades ilus-
tradas en la Figura 2 son como sigue.

Caso 1 Un lado y dos angulos (ALA o LAA)

Caso 2 Dos lados y el dngulo opuesto a uno de esos lados (LLA)
Caso 3 Dos lados y el angulo entre ellos (LAL)

Caso4 Tres lados (LLL)

Los casos 1y 2 se resuelven usando la Ley de Senos; los Casos 3 y 4 requieren la Ley de
Cosenos.

V La Ley de Senos

La Ley de Senos dice que en cualquier tridngulo las longitudes de los lados son proporcio-
nales a los senos de los dngulos opuestos correspondientes.

LA LEY DE SENOS
En el tridngulo ABC tenemos

sen A senB  sen C
a b c
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FIGURA 3

Los Angeles
FIGURA 4

A
FIGURA 5

¢ =340 mi

Phoenix
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DEMOSTRACION  Para ver por qué la Ley de Senos es verdadera, consulte la Figura 3.
Por la férmula en la Seccion 6.3, el drea del tridngulo ABC es %ab sen C. Por la misma
formula, el drea de este tridngulo también es Lac sen B'y 1bc sen A. Entonces,

1 1 1
sbcsen A = jac sen B = ;ab sen C

Multiplicando por 2/(abc) resulta la Ley de Senos. |

EJEMPLO 1 | Rastreo de un satélite (ALA)

Un satélite que gira en Orbita alrededor de la Tierra pasa directamente sobre estaciones de
observacién en Phoenix y Los Angeles, que estdn a 340 millas entre si. En un instante
cuando el satélite esta entre estas dos estaciones, se observa simultineamente que su angulo
de elevacién es 60° en Phoenix y 75° en Los Angeles. ;A qué distancia estd el satélite de
Los Angeles?

SOLUCION  Necesitamos hallar la distancia b en la Figura 4. Como la suma de los 4n-
gulos en cualquier tridgngulo es 180°, vemos que £C = 180° — (75° + 60°) = 45° (vea Fi-
gura 4), de modo que tenemos

sen B sen C
= Ley de Senos

b c
sen 60°  sen 45° )
= Sustituya
b 340
340 60°
= 2SN 416 Despeje b
sen 45°

La distancia del satélite a Los Angeles es aproximadamente 416 millas.
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EJEMPLO 2 | Solucién de un triangulo (LAA)

Resuelva el tridngulo de la Figura 5.

SOLUCION  Primero, ZB = 180° — (20° + 25°) = 135°. Como se conoce el lado c,
para hallar el lado a usamos la relacién

sen A sen C

Ley de Senos
a c €y de dSEenos
csenA  80.4 sen 20° )
a= = ~ 65.1 Despeje a
sen C sen 25°
Andlogamente, para hallar b, usamos
sen B sen C Lovdes
b e ey de Senos
csen B 80.4 sen 135°
b= = =~ 134.5 Despeje b
sen C sen 25° e
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 13 [ |

V El caso ambiguo

En los Ejemplos 1 y 2 se determiné un tridngulo dnico por medio de la informacién dada.
Esto siempre es cierto para el Caso 1 (ALA o LAA). Pero en el Caso 2 (LLA) puede haber
dos tridngulos, un tridngulo o no haber tridngulo con las propiedades dadas. Por esta razon,
el Caso 2 a veces se denomina caso ambiguo. Para ver por qué esto es asi, mostramos en



FIGURA 6 EI caso ambiguo

FIGURA 7

Consideramos sélo dngulos menores a
180°, porque no hay tridngulo que
pueda contener un dngulo de 180° o
mayor.

El suplemento de un dngulo 6 (donde
0 = 60 = 180°) es el dngulo 180° — 6.
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la Figura 6 las posibilidades cuando nos dan el dngulo A y los lados a y b. En el inciso (a)
no es posible una solucién, porque el lado a es demasiado corto para completar el tridngulo.
En el inciso (b) la solucién es un tridngulo rectdngulo. En el inciso (c) son posibles dos
soluciones, y en el inciso (d) hay un tridngulo tnico con las propiedades dadas. Ilustramos
las posibilidades del Caso 2 en los ejemplos siguientes.

(a) (b) (d
EJEMPLO 3 | LLA, el caso de una solucidén
Resuelva el tridngulo ABC, donde LA = 45°, a = 7V?2, yb="17.

SOLUCION  Primero trazamos el tridngulo con la informacién que tenemos (vea Fi-
gura 7). Nuestro dibujo es necesariamente tentativo porque todavia no conocemos los
otros dngulos, pero podemos ver ahora las posibilidades.

Primero hallamos /. B.

sen A senB

Ley de Senos

a b
B — b SenA — 7 450 — L ﬁ — l D . o B
sen b = P = N2 sen = NG > = > espeje sen

(Cudles dngulos B tienen sen B = 3? De la seccién precedente sabemos que hay dos de
estos dngulos menores a 180° (son 30° y 150°). ;Cudl de estos dngulos es compatible con lo
que sabemos acerca del tridngulo ABC? Como ZA = 45°, no podemos tener ZB = 150°
porque 45° + 150° > 180°. Por lo tanto, 2B = 30° y el dngulo restante es £ C = 180° —
(30° + 45°) = 105°.

Ahora podemos hallar el lado c.

sen B sen C

Ley de Senos

b c
bsen C  7sen 105° 7 sen 105° )
c= = = 1 =~ 13.5 Despeje ¢
sen B sen 30 3
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 19 |

En el Ejemplo 3 hay dos posibilidades para el dngulo B y una de éstas no era compatible
con el resto de la informacion. En general, si sen A < 1, debemos comprobar el dngulo y su
suplemento como posibilidades, porque cualquier dngulo menor a 180° puede estar en el
tridngulo. Para determinar si funciona cualquiera de las dos posibilidades, vemos si la suma
resultante de los dngulos excede de 180°. Puede ocurrir, como en la Figura 6(c), que ambas
posibilidades son compatibles con la informacién dada. En ese caso, dos tridngulos diferen-
tes son soluciones al problema.

EJEMPLO 4 | LLA, el caso de dos soluciones
Resuelva el tridngulo ABC si £ZA = 43.1°,a = 186.2 y b = 248.6.
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La topografia es un método de medir
tierras, que se utiliza para hacer mapas.
Los topdgrafos usan un proceso llamado
triangulacion en el que se crea una red
de miles de triangulos entrelazados en la
region de la que se ha de hacer un
mapa. El proceso se inicia al medir la lon-
gitud de una linea de base entre dos es-
taciones de topografia. A continuacion,
con el uso de un instrumento llamado
teodolito, se miden los angulos entre es-

tas dos estaciones y una tercera estacion.

El siguiente paso es usar la Ley de Senos
para calcular los otros dos lados del
triangulo formado por las tres estacio-
nes. Los lados calculados se usan como
lineas de base, y el proceso se repite una
y otra vez para crear una red de triangu-
los. En este método, la Unica distancia
medida es la linea de base inicial; todas
las otras distancias se calculan a partir de
la Ley de Senos. Este método es practico
porque es mucho mas facil medir angu-
los que distancias.

Base de verificacion

Linea de base

Uno de los esfuerzos mas ambicio-
sos de todos los tiempos, para hacer
mapas, fue el Gran Levantamiento To-
pogréfico de la India (vea problema 8,
pagina 492) que requirié de varias ex-
pediciones y tardd mas de un siglo en
completarse. La famosa expedicion de
1823 dirigida por Sir George Everest
duré 20 afos. Pasando sobre terrenos
engafosos y encontrando los temibles
mosquitos portadores del paludismo,
esta expedicion llego a la base de la
cordillera del Himalaya. Una expedicién
posterior, usando triangulacion, calculé
que la altura del pico mas alto de los
Himalaya era de 29,002 pies; ese pico
recibié el nombre de Everest en honor
a Sir George Everest.

Hoy en dia, con el uso de satélites,
se estima que la altura del Monte Eve-
rest es de 29,028 pies. La muy cercana
proximidad de estas dos estimaciones
muestra la gran precisién del método
trigonométrico.

SOLUCION  Con la informacién dada, trazamos el tridngulo que se ve en la Figura 8.
Observe que el lado a puede trazarse en dos posiciones posibles para completar el tridn-
gulo. De la Ley de Senos

bsenA  248.6sen43.1°
a 186.2

sen B = = (0.91225

FIGURA 8

Hay dos posibles dngulos B entre 0° y 180° tales que sen B = 0.91225. Usando una calcu-
ladora, encontramos que uno de los dngulos es sen™'(0.91225) = 65.8°. El otro angulo es
aproximadamente 180° — 65.8° = 114.2°. Denotamos estos dos dngulos por B, y B, de
modo que

/B, ~658° y  /B,~1142°

Entonces dos tridngulos satisfacen las condiciones dadas: el tridngulo AB,C; y el tridn-
gulo AB,C,.

Resuelva el triangulo AB,C;:

£C, =~ 180° — (43.1° + 65.8°) = 71.1°  Encuentre 2 C,

a;sen C;  186.2 sen 71.1°
sen A sen 43.1°

Asi, c = ~ 257.8 Ley de Senos

Resuelva el triangulo AB,C,:

£ C, = 180° — (43.1° + 114.2°) = 22.7°  Encuentre /. C,

aysen C,  186.2 sen 22.7°
sen A sen 43.1°

Asi, Ccy = =~ 105.2 Ley de Senos

Los tridngulos AB,C, y AB,C, se ven en la Figura 9.

a =186.2

43.1°

A B,

0, ~257.8

FIGURA 9
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)

A B
FIGURA 10

6.5 EJERCICIOS
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El siguiente ejemplo presenta una situacién para la cual no hay un tridngulo compatible
con la informacién dada.

EJEMPLO 5 | LLA, el caso sin solucion
Resuelva el tridngulo ABC, donde ZA = 42°,a =70y b = 122.

SOLUCION  Para organizar la informacién dada, trazamos el diagrama de la Figura 10.
Tratemos de hallar el ZB. Tenemos
sen A sen B
= Ley de Senos
a b
bsenA 122 sen42° )
sen B = = =~ 1.17 Despeje sen B

a 70

Como el seno de un dngulo nunca es mayor a 1, concluimos que no hay tridngulo que satis-
faga las condiciones dadas en este problema.
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CONCEPTOS

1. En el tridngulo ABC con lados a, b y ¢ la Ley de Senos dice que

2. (En cudl de los siguientes casos podemos usar la Ley de Senos

para resolver un tridngulo?

9-12 m Resuelva el tridngulo usando la Ley de Senos.

ALA LLL LAL LLA

HABILIDADES

3-8 m Use la Ley de Senos para hallar el lado x o dngulo 6 indicados.

3. C

9. c 10. A
46° o o I
— A 20 B 30
65
B 100° 2
/
Cc
11. c 2. ¢
12
68° 3.4 63
A 80°
C 12 A B
< B
17 13-18 m Trace cada triangulo y a continuacion resuelva el tridngulo
X usando la Ley de Senos.
28.1° & 13. LA=50°, 4B =068° ¢=230
B 14. LA =23° «B=110°, ¢=50
c 15. LA =130°, 2C=65, b=10

N\ 16. LA =22°, /B =95° a=420

s63/ %" 17. ZB=29°, LC=51°, b=44
0/\ p 18. «1B=10°, 2C=100°, c=115
80.2 19-28 m Use la Ley de Senos para despejar todos los posibles tridn-
gulos que satisfacen las condiciones dadas.
©19.a=28, b=15 LA=110°

185 20. a =30, ¢=40, LA=37°
1) 28° & 21.a=20, c=45 LA=125°

X LN B 22. b =45 ¢c=42, LC=3%
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4

.23

24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.
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.b=25 ¢=30, 4B=25
a=75 b=100, 2A=30°
a=150, b=100, £A=50°
a=100, b=280, LA =135°
a=26, ¢c=15 4C=29°
b=173, ¢=82, LB=58

Para el tridngulo mostrado, encuentre
(@) £LBCDy Cc

(b) £DCA.

20

30°

Para el tridngulo C
mostrado, encuentre

la longitud AD.
25°

25°
B 12 D A

En el tridngulo ABC, LA = 40°,a = 15,y b = 20.

(a) Demuestre que hay dos tridngulos, ABC'y A'B'C’, que sa-
tisfacen estas condiciones.

(b) Demuestre que las dreas de los tridngulos en el inciso (a) son
proporcionales a los senos de los dngulos C'y C’, es decir,

dreade AABC
dreade AA'B'C’

sen C

sen C’

Demuestre que, dados los tres dngulos A, B, C de un tridngulo y
un lado, a por ejemplo, el drea del tridngulo es

a’sen B sen C
2sen A

3

area —

APLICACIONES

« .33

. Rastreo de un satélite La trayectoria de un satélite, que
gira en 6rbita alrededor de la Tierra, hace que el satélite pase di-
rectamente sobre dos estaciones de rastreo A y B, que estdn a 50
millas una de otra. Cuando el satélite estd en un lado de las dos
estaciones, los dngulos de elevacién en A y B se miden y resul-
tan de 87.0° y 84.2°, respectivamente.

(a) (A qué distancia estd el satélite de la estacion A?
(b) (Cudl es la altura del satélite sobre la Tierra?

87.0° | 84.2°

=

A

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Funciones trigonométricas: método del tridngulo recténgulo

Vuelo de un avion Un piloto estd volando sobre una ca-
rretera recta. El determina los dngulos de depresién a dos sefia-
les de distancia, colocadas a 5 millas entre si, y encuentra que
son de 32° y 48° como se muestra en la figura.

(a) Encuentre la distancia entre el avién y el punto A.

(b) Encuentre la elevacion del avidn.

[} \‘
A Smi B

Distancia entre margenes de un rio Para hallar la dis-
tancia de una orilla a la otra de un rfo, una experta en topografia
escoge los puntos A y B, que estdn a 200 pies entre si en un
lado del rio (vea la figura). A continuacion, ella escoge un punto
de referencia C en el lado opuesto del rio y encuentra que

/ BAC = 82°y LABC = 52°. Aproxime la distancia de A a C.

A 200 pies B
820 52

=]

J— 4

C

Distancia de una orilla a otra de un lago Los puntos
Ay B estan separados por un lago. Para hallar la distancia entre
ellos, un topdgrafo localiza un punto C en tierra de manera que
£ CAB = 48.6°. También mide CA como 312 pies y CB como
527 pies. Encuentre la distancia entre A y B.

La Torre Inclinada de Pisa El campanario de la catedral
de Pisa, Italia, estd inclinado 5.6° con respecto a la vertical. Una
turista estd de pie a 105 m de su base, con la torre inclinada di-
rectamente hacia ella. Ella mide el dngulo de elevacion a lo alto
de la torre y ve que es de 29.2°. Encuentre la longitud de la to-
rre al metro mas cercano.

Antena de radio Una antena de radio de onda corta estd
sostenida por dos cables de retenida (vientos), de 165 pies y 180
pies de largo. Cada cable estd unido a lo alto de la antena y an-
clado al suelo, en dos puntos de anclaje en lados opuestos de la
antena. El cable mds corto forma un dngulo de 67° con el suelo.
(A qué distancia estdn entre s los puntos de anclaje?

Altura de un arbol Un 4rbol en una ladera proyecta una
sombra de 215 pies ladera abajo. Si el dngulo de inclinacién de
la ladera es 22° con respecto a la horizontal y el dngulo de ele-
vacion del Sol es 52°, encuentre la altura del drbol.




40. Longitud de un alambre de retenida Una torre de co-

municaciones estd situada en lo alto de un empinado cerro,
como se ve en la figura. El dngulo de inclinacién del cerro es
58°. Un alambre de retenida se ha de unir a lo alto de la torre y
al suelo, a 100 metros colina abajo desde la base de la torre. El
dngulo « de la figura estd determinado como de 12°. Encuentre
la longitud del cable requerido para el alambre de retenida.

41. Calculo de una distancia Observadores en Py Q estin
localizados en el costado de un cerro que estd inclinado 32° con
la horizontal, como se muestra. El observador en P determina
que el dngulo de elevacién a un globo de aire caliente es de 62°.
Al mismo tiempo, el observador en Q mide el dngulo de eleva-
cién al globo y ve que es de 71°. Si P estd 60 metros colina
abajo desde Q, encuentre la distancia de Q al globo.

42. Calculo de un angulo Una torre de 30 m para agua estd
situada en lo alto de un cerro. De una distancia de 120 m ba-
jando por el cerro, se observa que el dngulo formado entre lo
alto y la base de la torre es de 8°. Encuentre el dngulo de incli-
nacion del cerro.

/// -~

\ e

43. Distancias a Venus La elongacién « de un planeta es el
angulo formado por el planeta, la Tierra y el Sol (vea la figura).

Se sabe que la distancia del Sol a Venus es 0.723 UA (vea Ejerci-
cio 65 en la Seccién 6.2). En cierto instante, se ve que la elonga-
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cion de Venus es de 39.4°. Encuentre las posibles distancias de la
Tierra a Venus en ese momento en unidades astrondmicas (UA).

44. Burbujas de jabon Cuando dos burbujas de unen entre si
en el aire, su superficie comun es parte de una esfera cuyo cen-
tro D estd en la linea que pasa por los centros de las burbujas
(vea la figura). También, los dngulos ACB y ACD miden 60°
cada uno de ellos.

(a) Demuestre que el radio r de la cara comtin esta dado por

ab
a—>b

[Sugerencia: Use la Ley de Senos junto con el hecho de que
un dngulo 6 y su suplemento 180° — 6 tienen el mismo seno.]
(b) Encuentre el radio de la cara comtin si los radios de las bur-
bujas son 4 cm y 3 cm.
(¢) ;Qué forma toma la cara comun si las dos burbujas tienen
radios iguales?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

45. Nimero de soluciones en el caso ambiguo Hemos
visto que cuando se usa la Ley de Senos para resolver un tridn-
gulo en el caso LLA, puede haber dos soluciones, una solucién
o ninguna. Trace dngulos como los de la Figura 6 para verificar
los criterios de la tabla para el nimero de soluciones, si nos dan
LA ylosladosay b.

Criterio Nuamero de soluciones
a=b 1
b>a>bsen A 2
a=bsen A 1
a<bsen A 0

Si LA = 30°y b = 100, use estos criterios para hallar el
intervalo de valores de a para los cuales el tridngulo ABC tiene
dos soluciones, una solucién o ninguna solucién.
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6.6 LA Ley DE COSENOS

A

FIGURA 1

y

C(bcosA,bsenA)

A(0,0)

FIGURA 2

N
A
G

FIGURA 3

c

B(c, 0)

=Y

La Ley de Cosenos P> Navegacion: orientacién y rumbo > El drea de un
tridngulo

V La Ley de Cosenos

La Ley de Senos no se puede usar directamente para resolver tridngulos si conocemos dos
lados y el dngulo entre ellos, o si conocemos los tres lados (Casos 3 y 4 de la seccion pre-
cedente). En estos dos casos aplica la Ley de Cosenos.

LA LEY DE COSENOS

En cualquier tridngulo ABC (vea Figura 1), tenemos
a* = b* + ¢? — 2bc cos A
b*> =a* + ¢*> — 2accos B

¢ =a*+ b> — 2abcos C

DEMOSTRACION  Para probar la Ley de Cosenos, ponga el tridangulo ABC de modo
que £ A esté en el origen, como se muestra en la Figura 2. Las coordenadas de los vértices
By Cson(c,0)y (b cos A, b sen A), respectivamente. (El lector debe comprobar que las
coordenadas de estos puntos serdn las mismas si trazamos el dngulo A como dngulo
agudo.) Usando la Férmula de Distancias, obtenemos

a*=(bcosA — c¢)* + (bsen A — 0)?
= b?cos’A — 2bccos A + ¢* + b? sen’A
= b*(cos’A + sen’A) — 2bc cos A + ¢*
=b?+ ¢ — 2bccos A Porque sen’A + cos’A = 1
Esto prueba la primera férmula. Las otras dos férmulas se obtienen de la misma forma si

se coloca cada uno de los otros vértices del tridngulo en el origen y se repite el argumento
precedente. |

En palabras, la Ley de Cosenos dice que el cuadrado de cualquier lado de un tridngulo
es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble producto de esos
dos lados por el coseno del dngulo incluido.

Si uno de los dngulos de un tridngulo, por ejemplo £ C, es un angulo recto, entonces
cos C = 0y laLey de Cosenos se reduce al Teorema de Pitagoras, ¢* = a* + b*. Por lo tanto,
el Teorema de Pitdgoras es un caso especial de la Ley de Cosenos.

EJEMPLO 1 | Longitud de un tunel

Un tinel se ha de construir por una montafa. Para estimar la longitud del tinel, un topégrafo
hace las mediciones que se ven en la Figura 3. Use la informacién del topdgrafo para aproxi-
mar la longitud del tinel.

SOLUCION  Para aproximar la longitud ¢ del tinel, usamos la Ley de Cosenos:

c*=a?+ b*— 2abcos C Ley de Cosenos
= 3887 + 212% — 2(388)(212) cos 82.4° Sustituya
=~ 173730.2367 Use calculadora
c =~ V1737302367 =~ 416.8 Tome raices cuadradas

Por lo tanto, el tinel serd de aproximadamente 417 pies de largo.

© (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 3 Y 39 u




b=10.5

46.5°
A

35.3°

FIGURA 4

FIGURA 5

c=18.0
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EJEMPLO 2 | LLL,la Ley de Cosenos

Los lados de un tridngulo son a = 5, b = 8 y ¢ = 12 (vea Figura 4). Encuentre los dngulos
del tridngulo.

SOLUCION  Primero hallamos ZA. De la Ley de Cosenos, a* = b* + ¢* — 2bc cos A.

Despejando cos A, obtenemos

PP+c*—d  §+122-5 183
2be 28)(12) 192

CosA = = 0.953125

Usando una calculadora, encontramos que ZA = cos*1(0.953125) ~ 18° En la misma
forma obtenemos

A+ -b 4122 -8

B= = 0.875
o8 2ac 2(5)(12)
at+ b - 5F4+8-12?
c= - — —0.6875
o8 2ab 2(5)(8)

Usando una calculadora, encontramos que
/B = cos (0.875) = 29° y £.C = cos (—0.6875) = 133°

Desde luego, una vez calculados dos dngulos, el tercero se puede hallar mds facilmente del
hecho de que la suma de los dngulos de un tridngulo es 180°. No obstante, es buena idea
calcular los tres dngulos usando la Ley de Cosenos y sumar los tres dngulos como prueba
en los cdlculos.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 7 |

EJEMPLO 3 | LAL, la Ley de Cosenos
Resuelva el tridngulo ABC, donde ZA = 46.5°, b = 10.5y ¢ = 18.0.
SOLUCION  Podemos hallar a usando la Ley de Cosenos.

a* = b* + ¢* — 2bc cos A

= (10.5)> + (18.0)2 — 2(10.5)(18.0)(cos 46.5°) = 174.05

Entonces, a = V174.05 = 13.2. También usamos la Ley de Cosenos para hallar 2By
£.C, como en el Ejemplo 2.

a+c*— b 132° + 18.0° — 10.5°

B = ~ 0.816477
o8 2ac 2(13.2)(18.0)
P4 —E 1327+ 105 — 18.0°
cos C = = ~ —0.142532
2ab 2(13.2)(10.5)

Usando calculadora, encontramos que
/B = cos '(0.816477) = 35.3° y /.C = cos™ '(—0.142532) =~ 98.2°
Para resumir: /B =~ 35.3°, £ C = 98.2° y a = 13.2. (Vea Figura 5.)
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 13 |

Podriamos haber usado la Ley de Senos para hallar By 2 C en el Ejemplo 3, porque
conocfamos los tres lados y un dngulo del tridngulo. Pero, conocer el seno de un dngulo no
especifica de manera tnica el dngulo, porque un dngulo 6 y su suplemento 180° — 6 tienen
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ambos el mismo seno. Entonces, necesitariamos determinar cudl de los dos dngulos es la
seleccion correcta. Esta ambigiiedad no aparece cuando usamos la Ley de Cosenos, porque
todo dngulo entre 0° y 180° tiene un coseno dnico. Por lo tanto, usar sélo la Ley de Cosenos
es preferible en problemas como el Problema 3.

V Navegacion: orientacion y rumbo

En navegacidn, es frecuente que una direccién se dé como rumbo, es decir, como un angulo
agudo medido directamente del norte o del sur. El rumbo N 30° E, por ejemplo, indica una
direccién que apunta 30° al este del norte (vea Figura 6).

Pl

N 30" E N 60° (6] 70° S 50° E
FIGURA 6

EJEMPLO 4 | Navegacion

Un piloto sale de un aeropuerto y hace rumbo en la direccién N 20° E, volando a 200 mi/h.
Después de una hora, hace una correccion de curso y hace rumbo en la direccién N 40° E
Media hora después de esto, problemas en los motores lo obligan a hacer un aterrizaje de
emergencia.

(a) Encuentre la distancia entre el aeropuerto y su punto final de aterrizaje.

(b) Encuentre el rumbo del aeropuerto a su punto final de aterrizaje.
SOLUCION

(a) En una hora el avién viaja 200 millas y, en media hora, 100 millas, de modo que po-
demos localizar el curso del piloto como en la Figura 7. Cuando hace la correccién de
su curso, vira 20° a la derecha, de modo que el dngulo entre los dos catetos de su viaje
es 180° — 20° = 160°. Entonces, por la Ley de Cosenos, tenemos

FIGURA 7
b* = 200* + 100> — 2-200 - 100 cos 160°
~ 87,587.70
Por lo tanto, b = 295.95. El piloto aterriza a unas 296 millas de su punto de partida.
(b) Primero usamos la Ley de Senos para hallar ZA.
sen A sen 160°
100 295.95
sen 160°
sen A = P
295.95
=~ 0.11557
Otro dngulo con seno 0.11557 es 180° Usando la tecla en una calculadora, hallamos que ZA = 6.636°. De la Figura 7
— 6.636° = 173.364°. Pero éste es cla- vemos que la linea del aeropuerto al punto final de aterrizaje apunta en la direccién
ramente demasiado grande para ser /A 20° + 6.636° = 26.636° al este del norte. En consecuencia, el rumbo es aproximada-
en ZABC. mente N 26.6° E

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |
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V El rea de un tridangulo

Una aplicacioén interesante de la Ley de Cosenos involucra una férmula para hallar el area
de un tridngulo a partir de las longitudes de sus tres lados (vea Figura 8).

B
. FORMULA DE HERON
a
A El drea o de un tridngulo ABC estd dada por

A s c A= Vs(s—a)s — b)(s — c)
dondes = 3(a + b + c) es el semiperimetro del tridngulo; esto es, s es

FIGURA 8 . p
la mitad del perimetro.

DEMOSTRACION  Empezamos con la férmula 54 = 1 ab sen C de la Seccién 6.3.
Asi,

A% = 1a’h* sen>C
= 1a’h*(1 — cos’C) Identidad de Pitdgoras

=1 2b*(1 — cos C)(1 + cos C) Factorice

A continuacion, escribimos las expresiones 1 — cos Cy 1 + cos C en términos de a, b y c.
Por la Ley de Cosenos tenemos

a* + b* — ¢?
cosC=——_—" Ley de Cosenos
2ab

a>+ b?—¢?
l+cosC=1+——T-——"7"— Sume 1
2ab
_2ab-i—a2-|—bz—c2
2ab

Comun denominador

(a+b)*—c?
= Factorice

2ab

(a+b+c)a+b—rc)
= Diferencia de cuadrados

2ab

Andlogamente

(c+a—=>b)c—a+b)
2ab

1 —cosC =

Sustituyendo estas expresiones en la férmula que obtuvimos para $4? resulta
Para ver que los factores de los dltimos

dos productos son iguales, observe por J2a+b+c)a+tb—c) (cta—Db)(c—a+b)

. ‘%2_12
ejemplo que za 2ab 2ab
at+b—c a+b+c
5 = ) —c (a+b+c)(at+tb—c) (cta—>b) (c—a+b)
- 2 2 2 2

=85 —cC

=s(s —c)(s = b)(s — a)

La Férmula de Herdn se obtiene al tomar la raiz cuadrada de cada lado. |
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‘Oj@&
280 Pieg

125 pies

/

FIGURA 9

6.6 EJERCICIOS

EJEMPLO 5 | Areade un lote

Un negociante desea comprar un lote triangular en una zona de gran movimiento en el cen-
tro de una ciudad (vea Figura 9). Los frentes del lote en las tres calles adyacentes miden
125, 280 y 315 pies. Encuentre el drea del lote.

SOLUCION  El semiperimetro del lote es

125 + 280 + 315
2

= 360

N

Por la Formula de Herdn el area es

A = V360360 — 125)(360 — 280)(360 — 315) = 17,451.6

Entonces, el 4rea es aproximadamente 17, 452 pies>.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29 'Y 53 |

CONCEPTOS

1. Para el tridngulo ABC con lados a, b y ¢ la Ley de Cosenos dice

que ¢* =

2. (En cudl de los siguientes casos debe usarse la Ley de Cosenos

para resolver un tridngulo?

ALA LLL LAL LLA

g 10. 4

9. 24
c 'v 10
C
X
30 20 "
A
B

HABILIDADES

3-10 m Use la Ley de Cosenos para determinar el lado x indicado o

el angulo 6.

&3 c
21 X
A 39°
42
5 C
25 25
A 140
X
A A B
68.01
42.15
C
37.83

60.1

11-20 = Resuelva el tridngulo ABC.

11. C 12. c
120° A 40
A B
DX
B

®13.a=30, b=40, LC=53°
14. b =60, ¢=30, £A=70°
15.a=20, b=25 c=22

- C 16. a =10, b=12, c¢=16
N 17. b =125, ¢ =162, 4B =40°
g 18. a =65, ¢=50, LC=52°
88° > B 19. a =50, b=065 LA=155°
2 20. a =735, LB=61°, LC =83
c 21-28 m Encuentre el lado indicado x o, el angulo 6: (Use ya sea la
Ley de Senos o la Ley de Cosenos, segin sea apropiado.)
0 222 21. c 2. c
154.6 B 37 55 \X 10 x
ALY B 5

18



23. Cc 24. C
50 . 4 10
o 1002 0
A ik B 4 11 B
25. C 26. C
DN
A 110 N 10
138 38 A
B 8
B
27. C 28. C
1000
98°
X 48 A 25° B
X
A
38 \

B

29-32 m Encuentre el drea del tridngulo cuyos lados tienen las lon-
gitudes dadas.

©.29.4=9, b=12, ¢c=15 30. a=1, b=2, ¢c=2
31.a=7, b=8, ¢c=9
32. a=11, b=100, c =101

33-36 m Encuentre el drea de la figura sombreada, redondeada a dos
lugares decimales.

33. 34.

\

37. Tres circulos de radios 4, 5 y 6 cm son mutuamente tangentes.
Encuentre el drea sombreada encerrada entre los circulos.
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38. Demuestre que en el triangulo ABC

a=bcosC + ccosB
b=ccosA + acosC
c=acosB + bcosA

Estas reciben el nombre de Leyes de Proyeccion. [Sugerencia:
Para obtener la primera ecuacion, sume las ecuaciones segunda
y tercera en la Ley de Cosenos y despeje a.]

APLICACIONES

. 39. Topografia Para hallar la distancia de un lado a otro de un
pequeiio lago, un topégrafo ha tomado las mediciones que se
ilustran. Encuentre la distancia de un lado a otro del lago
usando esta informacion.

2.82 mi

40.3°
3.56 mi

40. Geometria Un paralelogramo tiene lados de longitudes 3 y
5, y un dngulo es de 50°. Encuentre las longitudes de las diago-

nales.

41. Calculo de una distancia Dos carreteras rectas divergen
en un dngulo de 65°. Dos autos salen del crucero a las 2:00 a.m.
uno de ellos corriendo a 50 mi/h y el otro a 30 mi/h. ;A qué

distancia entre s estdn los autos a las 2:30 p.m.?

42. Calculo de una distancia Un auto viaja por una carretera
recta, dirigiéndose al este durante 1 hora, y luego corre 30 mi-
nutos en otro camino con direccién al noreste. Si el auto ha
mantenido una velocidad constante de 40 mi/h, ;a qué distancia

estd de su posicion inicial?

43. Situacion por estima Una aviadora vuela en una trayec-
toria recta durante 1 h 30 min. Entonces hace una correccién de
curso, dirigiéndose 10° a la derecha de su curso original, y
vuela 2 horas en la nueva direccién. Si ella mantiene una velo-
cidad constante de 625 mi/h, ;a qué distancia estd de su posi-
cién inicial?

44. Navegacion Dos botes salen del mismo puerto al mismo
tiempo. Uno de ellos navega a una velocidad de 30 mi/h en la
direccién N 50° E y, el otro, viaja a una velocidad de 26 mi/h
en una direccién S 70° E (vea la figura). ;A qué distancia estdn

entre si los dos botes después de una hora?
N50°E
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& 45,

46.

47.

48.

Navegacion Un pescador sale de su puerto base y navega

en direcciéon N 70° O. Viaja 30 minutos y llega a Egg Island. Al

dia siguiente navega al N 10° E durante 50 minutos, llegando a

Forrest Island.

(a) Encuentre la distancia entre el puerto base del pescador y
Forrest Island.

(b) Encuentre el rumbo de Forrest Island de regreso a su puerto
base.

Navegacion El aeropuerto B estd a 300 millas del aero-

puerto A a un rumbo N 50° E (vea la figura). Un piloto que

desea volar de A a B erréneamente vuela en direccion al este

a 200 mi/h durante 30 minutos, cuando se da cuenta de su

error.

(a) (A qué distancia estd el piloto de su destino en el momento
en que se percata del error?

(b) ;(Qué rumbo debe tomar su avion para llegar al aeropuer-
to B?

Aeropuerto B

Aeropuerto A © | |

Campo triangular Un campo triangular tiene lados de
longitudes 22, 36 y 44 yardas. Encuentre el dngulo mds grande.

Remolque de una barcaza Dos remolcadores que estdn
a 120 pies uno del otro tiran de una barcaza, como se muestra.
Si la longitud de un cable es 212 pies y la longitud del otro es
230 pies, encuentre el angulo formado por los dos cables.

49.

50.

51.

52.

Cometas en vuelo Un nifio est4 haciendo volar dos come-
tas al mismo tiempo; tiene 380 pies de cuerda a una de las co-
metas y 420 pies para la otra. El estima que el 4ngulo entre las
dos cuerdas es de 30°. Aproxime la distancia entre las cometas.

420 pies

Asegurar una torre Una torre de 125 pies estd situada en
la ladera de una montafia que estd inclinada 32° con la horizon-
tal. Un cable de retenida se ha de sujetar a la parte superior de
la torre y anclarse en un punto a 55 pies debajo de la base de la
torre. Encuentre la longitud mas corta del alambre necesario.

Teleférico Una empinada montafia estd inclinada 74° con la
horizontal y se eleva a 3400 pies sobre la llanura circundante.
Un funicular se ha de instalar desde un punto a 800 pies de la
base hasta lo alto de la montafia, como se muestra. Encuentre la
longitud mds corta del cable necesario.

F 800 pies *l

Torre CN La Torre CN en Toronto, Canadad, es la estructura
libre mds alta de Norteamérica. Una mujer que estd en la plata-
forma de observacion, a 1150 pies sobre el suelo, desea determi-
nar la distancia entre dos puntos de referencia que estan al nivel
del suelo. Ella observa que el dngulo formado por las lineas de
vista a estos dos puntos de referencia es de 43°; también observa
que el dngulo entre la vertical y la linea de vista a uno de los
puntos de referencia es de 62° y el del otro punto de referencia
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es de 54°. Encuentre la distancia entre los dos puntos de referen- © .53. Valor de un terreno Un terreno en el centro de Columbia

cia.

CAPITULO 6 |
W VERIFICACION DE CONCEPTOS

REPASO

estd valuado en $20 el pie cuadrado. ;Cudl es el valor de un lote
triangular con lados de longitudes 112, 148 y 190 pies?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

54. Despejar los angulos de un tridngulo El pérrafo que
sigue la solucidén del ejemplo 3 de la pdgina 477 explica un
método alternativo para hallar 2By 2 C, usando la Ley de Se-
nos. Use este método para resolver el tridngulo del ejemplo, ha-
llando £ B primero y £ C después. Explique cémo escoger el
valor apropiado para la medicion de £ B. ;Cual método prefiere
usted para resolver un problema de tridngulo LAL, el explicado
en el Ejemplo 3 o el que usé en este ejercicio?

1. (a) Explique la diferencia entre un dngulo positivo y un dngulo
negativo.
(b) ;Coémo se forma un dngulo de 1 grado de medida?
(¢) (Coémo se forma un dngulo de 1 radidn de medida?
(d) (Como se define la medida en radianes de un dngulo 6?
(e) (Cdémo se convierte de grados a radianes?
(f) (Coémo se convierte de radianes a grados?

2. (a) (Cuéndo esta un angulo en posicion inicial?
(b) ;Cuando son coterminales dos dngulos?

3. (a) (Cuadl es la longitud s de un arco de circulo con radio r que
subtiende un dngulo central de 0 radianes?
(b) (Cudl es el drea A de un sector de circulo con radio ry dn-
gulo central de 0 radianes?

4. Si 6 es un dngulo agudo en un tridngulo rectdngulo, defina las
seis relaciones trigonométricas en términos de los lados adya-
centes y opuestos a 0 y la hipotenusa.

5. ¢Qué significa resolver un tridngulo?

6. Si 6 es un dngulo en posicién normal, P(x, y) es un punto en el
lado terminal y r es la distancia del origen a P, escriba expresio-
nes para las seis funciones trigonométricas de 6.

W EJERCICIOS

7. (Cudles funciones trigonométricas son positivas en los cuadran-
tes primero, segundo, tercero y cuarto?

8. Si 6 es un dngulo en posicién normal, ;cudl es el dngulo de re-
ferencia 6?

9. (a) Exprese las identidades reciprocas.
(b) Exprese las identidades de Pitdgoras.

10. (a) (Cual es el area de un tridngulo con lados de longitud a y b
y con dngulo entre ellos 6?
(b) (Cudl es el drea de un tridngulo con lados de longitud a, b
yc?

11. Defina la funcién seno inversa sen ' x. ;Cudles son su dominio
y rango?

12. Defina la funcién coseno inversa cos™!
nio y rango?

x. (Cudles son su domi-

13. Defina la funcién tangente inversa tan ' x. ;Cudles son su domi-
nio y rango?

14. (a) Exprese la Ley de Senos.
(b) Exprese la Ley de Cosenos.

15. Explique el caso ambiguo de la Ley de Senos.

1-2 m Encuentre la medida en radianes que corresponda a la me-
dida dada en grados.

1. (a) 60° (b) 330°
2. (a) 24° (b) —330°

(c) —135°
(c) 750°

(d) —90°
d) 5°

3-4 m Encuentre la medida en grados que corresponda a la medida
dada en radianes.

5 9
3. (a) 7“ (b) —% (© Tﬂ (@) 3.1

11 3
4. () 8 O I O @

5. Encuentre la longitud de un arco de una circunferencia de radio
8 m si el arco subtiende un dngulo central de 1 rad.

6. Encuentre la medida de un dngulo central 6 en un circulo de 5 pies de
radio si el dngulo estd subtendido por un arco de 7 pies de longitud.

7. Un arco circular de 100 pies de longitud subtiende un dngulo
central de 70°. Encuentre el radio del circulo.

8. (Cudntas revoluciones hard una rueda de 28 pulg. de un auto en
media hora si el auto estd corriendo a 60 mi/h?
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Segmento de
recta dirigido

Punto inicial

Punto terminal

En la seccion 2.1 se definieron los vectores columna y vectores renglon como conjuntos or-
denados de n nimeros reales o escalares. En el siguiente capitulo se definiran otros tipos de
conjuntos de vectores, denominados espacios vectoriales.

En principio, el estudio de los espacios vectoriales arbitrarios es un tema abstracto. Por
esta razon es util poder contar con un grupo de vectores que se pueden visualizar facilmente
para usarlos como ejemplos.

En el presente capitulo se discutiran las propiedades basicas de los vectores en el plano
xy y en el espacio real de tres dimensiones. Los estudiantes que conocen el calculo de varias
variables ya estan familiarizados con este material, en cuyo caso se podra cubrir rapidamente,
a manera de repaso. Para los que no, el estudio de este capitulo proporcionara ejemplos que
haran mucho mas comprensible el material de los capitulos 5,6y 7.

4.1 \Vectores en el plano

Como se defini6 en la seccidon 2.1, R? es el conjunto de vectores (x,, X,) con X; y X, nimeros
reales. Como cualquier punto en el plano se puede escribir en la forma (x, y), es evidente que
se puede pensar que cualquier punto en el plano es un vector en R?, y viceversa. De este modo,
los términos “el plano™” y “R*” con frecuencia son intercambiables. Sin embargo, para muchas
aplicaciones fisicas (incluyendo las nociones de fuerza, velocidad, aceleracion y momento) es
importante pensar en un vector no como un punto sino como una entidad que tiene “longitud”
y “direccion”. Ahora se vera como se lleva a cabo esto.

S£>an Py Qdos puntos en el plano. Entonces el segmento de recta dirigido de P a Q, denotado
por PQ, es el segmg)lto de recta que va de P a Q (vea la figura 4.1a). Observe que los segmentos
de recta dirigidos PQ y QP son diferentes puesto que tienen direcciones opuestas (figura 4.1b).

" 0 " 0
L X P X
0f i 0f i
a) PO b) OP
Figura 4.1

-
Los segmentos de recta dirigidos PQ y QP apuntan hacia direcciones opuestas.

y

o
i

//O/VX
| /!

Un conjunto de segmentos de recta dirigidos equivalentes.

El punto P en el segmento de recta dirigido PQ se denomina punto inicial del segmento y el
punto Q se denomina punto terminal. Las dos propiedades mas importantes de un segmento
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de recta dirigido ) Son su.I magnitud (longitud) y su direccion. Si dos segmentos de
recta dirigidos PQ y RS tienen la misma magnitud y direccion, se dice que son
equivalentes sin importar en donde se localizan respecto al origen. Los segmentos
de recta dirigidos de la figura 4.2 son todos equivalentes.

(D» pefinicion 4.1.1

Definicion geométrica de un vector

El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de
recta dirigido dado se llama vector. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se

denomina representacion del vector.

De la definicion 4.1.1 se observa que un vector dado v se puede representar de
multiples formas. Observe la figura 4.3: sea PQ una representacion de v; enton-
ces, sin cambiar magnitud ni direccidn, se puede mover PQ en forma paralela de
manera que su punto inicial se traslada al origen. Después se obtiene el segmento
de recta dirigido OR, que es otra representacion del vector v. Ahora suponga que
la R tiene las coordenadas cartesianas (a, b). Entonces se puede_<)iescribir el seg-
mento de recta dirigido OR por las coordenadas (a, b). Es decir, OR es el segmento
de recta dirigido con punto inicial (0, 0) y punto terminal (a, b). Puesto que una
representacion de un vector es tan buena como cualquier otra, se puede escribir
el vector v como (a, b).

Figura 4.3

—
Se puede mover PQ para obtener un

0
» /
segmento de recta dirigido equivalente

con su punto inicial en el origen. * R

-
Observe que OR y PQ son paralelos N
y tienen la misma longitud. 0

@ Definiciéon 4.1.2

Definicién algebraica de un vector

Un vector v en el plano xy es un par ordenado de nimeros reales (a, b). Los
nimeros a y b se denominan elementos o componentes del vector v. El vector
cero es el vector (0, 0).

Puesto que en realidad un vector es un conjunto de segmentos de recta equiva-
lentes, se define la magnitud o longitud de un vector como la longitud de cualquie-
ra de sus representaciones y su direccion como la dire(gc')n de cualquiera de sus
representaciones. Haciendo uso de la representacion OR y escribiendo el vector
v = (a, b) se define a

V| = magnitud de v = \/a* + b?

@.1.1)

Observacion

Los segmentos de recta dirigidos en la
figura 4.2 son todos representaciones
del mismo vector.

Segmentos de
recta dirigidos
equivalentes

Vector

Representacion
del vector

My nota

La forma de la definicion geométrica
de un vector presenta la nocion de una
clase de equivalencias, la cual es Util
para dividir conjuntos en subconjuntos
ajenos. Ademas, es suficiente elegir un
elemento de cada subconjunto para re-
presentar a todos los otros elementos.

Observacion

Con la definicion 4.1.2 es posible pensar
en un punto en el plano xy con coorde-
nadas (a, b) como un vector que co-
mienza en el origen y termina en (g, b).

Observacion

El vector cero tiene magnitud cero. Por
lo tanto, puesto que los puntos inicial y
terminal coinciden, se dice que el vector
cero no tiene direccion.

Observacion

Se hace hincapié en que las definicio-
nes 4.1.1y 4.1.2 describen, precisa-
mente, los mismos objetos. Cada punto
de vista (geométrico o algebraico) tiene
sus ventajas. La definicion 4.1.2 es la
definicién de un vector de dimension 2
que se ha estado utilizando.

Magnitud o
longitud de un
vector
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Esto se deduce del teorema de Pitagoras (vea la figura 4.4). Se ha usado la notacion |v| para
denotar a la magnitud de v. Observe que |v| es un escalar.

y R((l., b)
1 A
1
1
1
2 2 !
a+b !
b
Figura 4.4 1
La magnitud de un vector con coordenada :
xigual a ay coordenada yigual a bes () H
> X
Ja2+b2. 0 a

EJEMPLO 4.1.1 Calculo de la magnitud de seis vectores

Calcule las magnitudes de los vectores 1) v = (2, 2); ii) v = (2,2/3); iii) v = (=23, 2);
v)v=(=3,-3); v)v=(6,—6); vi)v= (0, 3).

ASolucion i) p=22+2>=y8=22

@ Nota i) V=y2° +(2J3)° =4
tan 6 es periodica con periodo 7. i) v =/(-2v/3)* +22 =4

Entonces, si a# 0, siempre exis- .
ten dos niimeros en [0, 27), ta- iv) |V| =4/ (_3)2 + (_3)2 =J18 =32
b
P - _ [ 7 _ _
les que tan 6 > Por ejemplo, ) |V| =62 + (=6 =J72 =642
tan% = tans% =1, Para determinar @ vi) |v| =02 +32=J9=3
de manera tnica es necesario determi- Se define la direccién del vector v = (a, b) como el angulo 6, medido en radianes,

nar el cuadrante de v, como se aprecia-

o g que forma el vector con el lado positivo del eje x. Por convencion, se escoge 6 tal

que 0 = 6 < 2. De la figura 4.4 se deduce que si @ # 0, entonces

Direccion de
un vector

tan 6 = b “4.1.2)

@ EJEMPLO 4.1.2 Calculo de las direcciones de seis vectores
Calcule las direcciones de los vectores en el ejemplo 4.1.1.

A Solucion  Estos seis vectores estan dibujados en la figura 4.5.

. 2
@) v se encuentra en el primer cuadrante y como tan 6 = 3= 1,0 =

RVNE] _
2

NE

b) 6 = tan tan"!'V/3 = % (ya que v esta en el primer cuadrante).
2 ' L7
N R tan N de la figura 4.5¢

¢) v esta en el segundo cuadrante y como tan ™!

B A
qued = (6) e

d) v esta en el tercer cuadrante, y como tan™! 1 = %, se encuentra que 6 = 7 + (%) =

S

7
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y
, (2,2v3) y
2.2) (—2v3,2)
T S5
T — T el
7 3 3 6
5 X 5 X — o] > X
b)

<)

T :\I > X T X (0, 3)
1 g
4

(—3,-3) (6, —6) 0
d) e) )

Figura 4.5

Direcciones de seis vectores.
¢) Como v esta en el cuarto cuadrante y tan™ ' (—1) = — %, se obtiene 0 = 27 — G) = 7777.
f) No se puede usar la ecuacion (4.1.2) porque g no esta definido. No obstante, en la figu-

rad.5f)sevequeb = g
En general, sib > 0
Direccion de (0, b) = g y direccion de (0, —b) = 3777 b>0

En la seccion 2.1 se definio la suma de vectores y la multiplicacion por un escalar. ;Qué sig-
nifican en términos geométricos estos conceptos? Se comienza con la multiplicacién por un
escalar. Siv = (a, b), entonces av = (aa, ab). Se encuentra que

lav] = \/aQaz +a’b? =|of \/az +b? =laf]v 4.1.3)

es decir,

Magnitud de av

Multiplicar un vector por un escalar diferente de cero tiene el efecto de multiplicar la
longitud del vector por el valor absoluto de ese escalar.

Mas aun, si a > 0, entonces av esta en el mismo cuadrante que vy, por lo tanto, la direccion de

. . ., _1(ab _1(b . .
av es la misma que la direccion de v ya que tan™' (%aj = tan™! (;) Si @ < 0, entonces av tiene
direccidn opuesta a la de v. En otras palabras,

Direccion de av

Direccion de av = direccion de v, sia > 0 (4.14)

Direccion de av = (direccion de v) + 7 sia < 0

235
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Desigualdad
del triangulo

y
y y } ! S > X
N e Nk
o (1, 1) 2/ 11 \/
o ot 2D
a) El vector original v b) 2v ¢) —2v
Figura 4.6

El vector 2v tiene la misma direccion que v y el doble de su magnitud. El vector —2v tiene
direccion opuesta a v y el doble de su magnitud.

(a) + ay, by + by)

(aa, by)

> X

Figura 4.7

La regla del paralelogramo para sumar vectores.

@ EJEMPLO 4.1.3 Multiplicacion de un vector por un escalar

Seav=(1,1). Entonces [v|= T+ 1 =2 y 2v| = (2, 2)| = /2% + 2% = /8 =242 = 2}v|. Todavia

mas, |[-2v| = /(—2)> + (—2)> =22 =2Jv|. Asi, la direccion de 2v es %, mientras que la direc-
. 5

cion de —2v es Tﬂ (vea la figura 4.6).

Ahora suponga que se suman dos vectores: u = (a;, b;) y v = (a,, b,) como en la figura
4.7. De la figura se puede apreciar que el vector u + v = (a, + a,, b, + b,) se puede obtener
trasladando la representacion del vector v de manera que su punto inicial coincida con el punto
terminal (a,, b,) del vector u. Por lo tanto, se puede obtener el vector u + v dibujando un para-
lelogramo con un vértice en el origen y lados u 'y v. Entonces u + v es el vector que va del origen
a lo largo de la diagonal del paralelogramo.

Nota. Al igual que un segmento de recta es la distancia mas corta entre dos puntos, se deduce
de inmediato, de la figura 4.7, que

Desigualdad del tridngulo
4.1.5)

[u+ v <|u| + |v|

Por razones que resultan obvias en la figura 4.7, la desigualdad (4.1.5) se denomina desigualdad
del triangulo.

También se puede utilizar la figura 4.7 para obtener una representacion geométrica del vec-
toru —v. Comou =u — v + v, el vector u — v es el vector que se debe sumar a v para obtener
u. Este hecho se ilustra en la figura 4.8a. Un hecho similar se ilustra en la figura 4.8b.
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Existen dos vectores especiales en R? que nos permiten representar a cualquier otro vector
en el plano de una forma conveniente. Se denota el vector (1, 0) por el simbolo iy el vector (0, 1) Vectores iy j
por el simbolo j (vea la figura 4.9). Si v = (a, b) es cualquier vector en el plano, entonces como
(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1), se puede escribir

&

- (0, 1)
|

-4
a) b) oF 1 (1,0
Figura 4.9

Los vectores iy j.

Figura 4.8

Los vectores u — vy v — u tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas.

v = (a, b) = ai + bj (4.1.6) @ Nota historica

Hamilton utilizé por primera vez
los simbolos iy j. Definié su cua-
ternién como una cantidad de la
forma a + bi + cj + dk, donde
aes la "parte escalar” y bi + cj
+ dk es la “parte vectorial”. En
la seccion 4.3 se escribiran los

Con esta representacion se dice que v esta expresado en sus componentes horizontal
y vertical. Los vectores iy j tienen dos propiedades:

i) Ninguno de ellos es multiplo del otro. (En la terminologia del capitulo 5,
son linealmente independientes.)

ii) Cualquier vector v se puede escribir en términos de iy j como en la ecua- vectores en el espacio en la for-
cion (4.1.6) " ma bi + cj + dk.
Bajo estas dos condiciones se dice que i y j forman una base en R%. En el capitulo 5 se estudiaran Base

las bases en espacios vectoriales arbitrarios.
Ahora se definira un tipo de vector que es muy util en ciertas aplicaciones.

(D> pefinicion 4.1.3

Vector unitario

Un vector unitario es un vector con longitud 1.

C EJEMPLO 4.1.4 Un vector unitario

1). 3. o
El vector u = (5)1 + (%j j es un vector unitario ya que

Y|

.
1

En la ecuacion (4.1.6) se dice que v se puede escribir como una combinacion lineal de iy j. Se estudiara el concepto
de combinacion lineal en la seccion 5.5.
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X

Figura 4.10

El punto terminal de un vector unitario que tiene su punto inicial en el origen se
encuentra sobre el circulo unitario (circulo centrado en el origen con radio 1).

Sea u = ai + bj un vector unitario. Entonces |u| = \/a® + b* =1, de manera que > + b* = 1 yu
se puede representar por un punto en el circulo unitario (vea la figura 4.10). Si 0 es la direccion
de u, es claro que ¢ = cos 0 y b = sen 6. De este modo, cualquier vector unitario u se puede
escribir en la forma

Representaciéon de un vector unitario
4.1.7)

u = (cos 0)i + (sen 0)j

donde 6 es la direccion de u.

C EJEMPLO 4.1.5 Coémo escribir un vector unitario como (cos 0)i + (sen 6)j

El vector unitario u = (l)i + [?]] del ejemplo 4.1.4 se puede escribir en la forma de (4.1.7)

2
1 T
= 71 _ = —
con 6 = cos (2) 3

También se tiene (vea el problema 4.1.26).

. v
Sea v un vector diferente de cero. Entonces u = o es un
v

vector unitario que tiene la misma direccion que v.

C EJEMPLO 4.1.6 Como encontrar un vector unitario con la misma direcciéon
que un vector dado diferente de cero

Encuentre un vector unitario que tiene la misma direccion que v = 2i — 3j.

ic { = _ Cov (2 (2
A Solucion  Aqui [v|=/4+9 =13, por lo que u = o [\/ﬁ)l (\/ﬁ]) es el vector
que se busca.
Se concluye esta seccion con un resumen de las propiedades de los vectores.
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Tabla 4.1

4-04 Expresion en términos de componentes si
Definicion
intuitiva

u=ui+ wj, v=vi+ v,y
u = (g, 1), V= (v, 1)

Un objeto que tiene

: . ., i+ v,
Vectory magnitud y direcciéon vitvd o (v, 1)
vl Magnitud (o longitud) de v Jvi +v3
ayv % A4 /av avi+ av)j o (av,, av,)

(en este dibujo a = 2)

ﬂv Z—V —vi—vi o (=v,=v) o —(v, 1)

utv . .

u-+v v (u +v)i+ (u,+v)ji o (u+v,u+v)
V u _V . .

u-—yv (=i + (= v)i 0 (U —vi,uy =)

R» Resumen 4.1

H
El segmento de recta dirigido que se extiende de P a Q en R? denotado por PQ es el segmento de
recta que vade Pa Q.

Dos segmentos de recta dirigidos en R? son equivalentes si tienen la misma magnitud (longitud) y
direccion.

Definicion geométrica de un vector

Un vector en R? es el conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos en R? equivalentes a un
segmento de recta dirigido dado. Una representacion de un vector tiene su punto inicial en el ori-

%
gen y se denota por OR.
Definicion algebraica de un vector

Un vector v en el plano xy (R?) es un par ordenado de numeros reales (@, b). Los nimeros a 'y b se
llaman componentes del vector v. El vector cero es el vector (0, 0).

Las definiciones geométrica y algebraica de un vector en R? se relacionan de la siguiente manera:
—>
siv = (a, b), entonces una representacion de ves OR , donde R = (a, b).

Si v = (a, b), entonces la magnitud de v, denotada por |v|, esta dada por |v| = \/a* +b?.

Si v es un vector en R?, entonces la direccion de v es el angulo en [0, 277] que forma cualquier repre-
sentacion de v con el lado positivo del eje x.

239

(p. 232)

(p. 233)

(p. 233)

(p. 233)

(p. 233)
(p. 233)

(p. 234)
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* Desigualdad del triangulo
En R?
[u+ v <[ul + |v| (p- 236)
* EnR%seani=(1,0)yj= (0, 1); entonces v = (a, b) se puede escribir como v = ai + bj. (p. 237)

+ Un vector unitario u en R? es un vector que satisface [ul = 1. En R? un vector unitario se puede
escribir como

u = (cos 0)i + (sen 0)j (p. 238)

donde 6 es la direccion de u.

® AuTOEVALUACION 4.1

I) Un vector es

a) dos puntos en el plano xy.

b) un segmento de recta entre dos puntos.

¢) un segmento de recta dirigido de un punto a otro.

d) una coleccion de segmentos de recta dirigidos equivalentes.

I SiP=(3,—-4)yQ=(8,06),el vector P_Q) tiene longitud

a) |3|+|—4] b) (3) + (—4)
&) (3= 8) + (—4 — 6) d) \JB—3) +(6—(—4)
I1I) La direccion del vector (4, 8) es
s 8 (8
a) b) tan™'(8 — 4) ) (4)77 d) tan (4)

IV) Siu=(3,4)yv=(5,8), entoncesu + v
a) (7, 13) b) (8,12) o) (2,4 d) (15,32)

V) Siu= (4, 3), entonces el vector unitario con la misma direccion que u es

a) (0.4,0.3) b) (0.8, 0.6) c) (%,%j d) (g,%)

@ Respuestas a la autoevaluacion
I) d) II) d) I10) d) 1V) b) V)b=c¢

MANEJO DE LA CALCULADORA 4.1

Se puede trabajar con vectores en la calculadora HP50g. Primero seleccionamos el
modo de coordenadas rectangulares para la representacion de vectores, con la bandera
177 del sistema en la posicidn de eleccion, y al oprimir MIH_ se presenta la siguiente
ventana:
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RAD
B [AATH_HET

el |1 VECTOE.. T
?: 2.HATRIN..

&% |z LIsT.

5% |Y.HYFEREOLIC..

4 |5.REAL..

o1 |&.ERSE.

S |7.PROBREILITY..

1: |2.FFT.

[ N N N T TN T

El ment de VECTOR contiene las siguientes funciones:

RAD [GECT

RAD  [VECTOR HEND (&
i [2pat

25 |2 cross

I [T

4: |5+

S |6z

2: |7 dd -

T: [2.CVLIN =

[ | ] |  [cancL| oH

Y hay que asegurarse que la opcion 7 esté seleccionada (esto se vera como texto blanco
sobre fondo negro).

RAD

RAD  [VECTOR WENU |

?f 1.REZ i
" |a.poT

&5 |7.CRoss

- T

4: |5.+3

=TI Rk

% 2.CYLIN

[ | | |  [CAnCL] oH

Se pueden escribir vectores directamente en la pila utilizando la secuencia G y
escribiendo los nimeros separados por comas o espacios, finalizando con la tecla GIE ,
por ejemplo el vector (3, 5).

[ < Jim 3 | sc] 5 Jave
EAD #YZ HEX E= 'R’
THOHE
.
=
S
-
=H
=
1: 33

g
[
I
]
]
-
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Se pueden guardar en memoria vectores como cualquier otro objeto utilizando el co-
mando , esto es, se escribe el vector a guardar en la pila, se escribe el nombre de la
variable donde se quiere guardar el vector,

Do
EAD HY2 HEW K= "' ALG
LHOHEZ
=
5:
43
=E
25
1: [3:
1 H 1
casor]l [ [ [ | |
y por ultimo se oprime .
EAD BY2 HEW R= 'H'
LHOHEZ
s
=
o
4z
ot
%:
A Jesorl ] | |

Observe que ahora se tiene un nueva variable con etiqueta A.
Para obtener la magnitud de un vector se utiliza el comando @ @ @ ; por ejemplo,
encontrar la magnitud del vector guardado en A, AaAAaEDR, se obtiene:

ERAD HYZ HEX E= '3¥°'

LHOHE>

o

=

=l

i

=

aH

1: 2
I (T35 I I I

Si se quiere expresar un vector en forma de magnitud y angulo, se tiene que cambiar
el sistema de coordenadas de la calculadora; esto se puede hacer siguiendo los pasos
mostrados al inicio de esta seccion, pero eligiendo la opcion 8 en la figura 2 de la pagina
anterior. [Observacion: Asegurese de incluir un punto decimal en las cantidades de los
vectores, de lo contrario la conversion no se efectuara en forma automatica.]

También se pueden describir vectores en forma polar y la calculadora hara la con-
version adecuada con respecto al sistema de coordenadas que se esté utilizando. Para
especificar un vector en forma de magnitud-angulo se abren corchetes con I se-
guido de la magnitud y el simbolo de angulo €70 D @ scguido del angulo, es decir,
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Si queremos escribir un vector con magnitud 5 y angulo de 3 radianes, la secuencia de
teclas es la siguiente:

D OBDEGOEND

;E HEX E= '®'

L LR Co ) T |

[-4.249962453 . PHIG
(A Jeaspzl [ | | |

La suma entre vectores y la multiplicacion por un escalar se realiza de modo transparen-
te para el usuario siempre y cuando las dimensiones sean compatibles. En los problemas
59 al 71 utilice la calculadora para encontrar la magnitud y direccién (en radianes y
grados) de cada vector en R>.

® Problemas 4.1

De los problemas 1 al 19 encuentre la magnitud y direccion del vector dado.

1.

5.

13.

17.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

v=(—4,4) 2. v=(/3,-2) 3. v=(7,9) 4. v=(-4,-4
v=(—/3,-2) 6. v=1(-8,9) 7. v=(1,3) 8. v=(-2,/3)

. v=(3, -8 10. v=(1,—/3) 11. v=(3,2) 12. v=(-5,1)
v={(1,2) 14. v=(-5,8) 15. v = (10, 10) 16. v=(-7,10)
v = (10, 0) 18. v= (6, —8) 19. v=(-2,9)
Seau=(2,3)yv=1(—5,4). Encuentre: a) 3u; b)u + v;c) v —u; d) 2u — 7v. Bosqueje estos

vectores.

Seau = —3i + 2jyv=4i+ 5j. Encuentre: a) u + v;b)u — v, c) v —u; d) —2u + 3v;
e)2u — 3v; /) u + 2v. Bosqueje estos vectores.

Seau = 2i — 3jyv = —4i + 6j. Encuentre: @) u + v; b)) u — v; ¢) 3u; d) —7v; ¢) 8u — 3v;
1) 4v — 6u. Bosqueje estos vectores.

3 4 S
Demuestre que el vector 5+ 5 © un vector unitario.
Muestre que los vectores i y j son vectores unitarios.

1, 2, o
Demuestre que el vector ﬁl - \g ] €s un vector unitario.

Demuestre que si v = ai + bj # 0, entonces u =
que tiene la misma direccidon que v.

b . o
———] €s un vector unitario
a*+b

a .
\/a2+b2]+ \/
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De los problemas 27 al 34 encuentre un vector unitario que tenga la misma direccién que el
vector dado.

27.
31.

33.

3s.

36.
37.

v = 6i + 10j 28. v =4i— 6j 29. v=i—j 30. v=3i— 10j
v=-3i—§j 32. v=adi+daj;, a#0
v="Ti+9j 34. v=4i+5j

a b
Siv = ai + bj, demuestre que ————= = cos § y ———= = sen 6, donde 6 es la direc-
[2 1 2 [2 12
cién de v. az+b a-+b

Siv = 2i — 3j, encuentre sen 0 y cos 6.

Siv = 4i — j, encuentre sen 6 y cos 6.

Un vector v tiene direccion opuesta a la del vector u si la direccion de v es igual a la direccion de
u mas 7 radianes. De los problemas 38 al 45 encuentre un vector unitario v que tenga direccion
opuesta a la direccion del vector dado u.

38.
42.
46.

47.
48.

u=>5—2u 39. u=2i—3j 40. u = 4i — 6 41. u=3i — 7u
u= —2i-+3j 43. u= —3i — §j 44. u = 4i — 10j 45. u= —5i — 10j
Sea u = 2i — 3jy v =—i + 2j. Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion

que: a)u + v; b) 2u — 3v; ¢) 3u + 8v.
Sea P =(c,d)y O = (¢ + a,d+ b). Muestre que la magnitud de P_Q) es \Ja> +b’.

Demuestre que la direccion de P_Q) en el problema 47 es la misma que la direccion del
vector (a, b). [Sugerencia: Si R = (a, b), demuestre que la recta que pasa por los puntos P
y Q es paralela a la recta que pasa por los puntos 0y R.]

De los problemas 49 al 56 encuentre un vector v que tenga la magnitud y direccion dadas.

49.

52.

55.

*57.

58.

59.
62.
65.
68.
70.

|v|=3,0=% 50. v =1,0=-7F 51. M| =8,0=17%
2 2
M=16=7 53. v =9,0="F 54. v = 6,0 =7
2
M=70=-3 56. v =3,0= -
Demuestre de manera algebraica (es decir, estrictamente de las definiciones de suma y

magnitud de vectores) que para cualesquiera dos vectoresuy v, [u + v| = |u| + |v|.
Demuestre que si u 'y v son diferentes del vector cero, entonces |u + v| = |u| + |v| si y s6lo

si u es un multiplo escalar positivo de v.

En los problemas 59 al 71 utilice la calculadora para encontrar la magnitud y direccion
(en radianes y grados) de cada vector en R

(1.735, 2.437) 60. (0.9502, 0.0344) 61. (—1.735,2.437)
(—1.735, —2.437) 63. (0.4387,0.3861) 64. (—58, —99)

(58, 99) 66. (0.3192,0.3129) 67. (0.01468, —0.08517)
(0.01468, 0.08517) 69. (—0.8649, —0.0301)

(—0.01468, 0.08517) 71. (—0.1649, 0.6277)
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7 ) EJErcicios con MATLAB 4.1

Informacién de MATLAB

Introduzca un vector como una matriz de 2 X 1 o de 3 X 1. La suma y multiplicacion por un
escalar es la misma que para las matrices.

Producto escalar deuyv: u’ xv
Magnitud (longitud) de v: sqrt (v’ «v) onorm(v)

Direccién de v: vea el ejemplo 4.1.2 y use el hecho de que tan™!(c) se encuentra con atan (c).
También se puede utilizar el comando atan2 (x,y) (ver doc atan2)

Grdficas: varios problemas utilizan graficas. Se proporcionan instrucciones especificas en cada
problema.

1. a) Utilice MATLAB para verificar los resultados obtenidos con lapiz y papel para la mag-
nitud y direccion de los vectores de los problemas impares 1 al 12 de esta seccion.

Nota. \/§ se encuentra con sqrt (3).

b) Utilice MATLAB para encontrar la magnitud y direccion de los vectores en los proble-
mas pares 38 al 48 en esta seccion.

2. Las combinaciones lineales de vectores seran importantes en el trabajo futuro. Este pro-
blema describe una manera de visualizar las combinaciones lineales de vectores en el plano
(vea también el problema 3 siguiente).

a) Se quieren graficar varias combinaciones lineales de dos vectores dados en el mismo
conjunto de ejes. Cada vector sera representado por un recta de (0, 0) al punto terminal
del vector. Sean u y v dos matrices (vectores) de 2 X 1 dadas. Se quieren graficar varios
vectores z, donde z = qu + bv con —1 = a, b = 1 para ayudar a la comprension de la
geometria de una combinacion lineal. Lea la nota sobre grdficas que se presento antes
de estos problemas de MATLAB.

Introduzca u 'y v como vectores columna, elegidos por usted tales que no sean paralelos.
Dé lo siguiente:

w=Uu+V;ww=u-v;aa=[u',v',w',ww'] ;M=max (abs (aa))
axis('square') ;axis([-M M -M M])

plot ([0 v(1)1,[0,v(2)],[0,u(1)],[0,u(2)])
hold on

grid

Con esto vera uy v graficados. Los siguientes comandos de MATLAB grafican la com-
binacion lineal entre los vectoresuy v

a=1; b=1;

Z=a*u+b*v;

plot ([0 z(1)]1,[0 z(2)],'c', " 'linewidth',5")

Repita cinco veces los tres renglones de comandos anteriores, pero modifique la eleccion
deaybcon0<a,b<1 (recuerde que puede usar las flechas hacia arriba). Observe la
geometria de cada combinacion lineal conforme obtenga cada una de las graficas.
[ Como se vera la pantalla de graficas si se grafican multiples casos de a y b?
Repita seis veces los tltimos tres renglones de comandos con los siguientes cambios:
cambie 'c' a 'r' yelijjaal menosotrasseisaybpara0=a=1y—-1=h=0.Seaa
= 1y b = —1 la primera eleccion. Observe la geometria y conteste la pregunta anterior.
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el

Repita los ultimos tres renglones de comandos seis veces con los siguientes movi-
mientos: cambie 'c' a 'm' y elija por lo menos otras seisay b para —1 =a =0y
0<h<l. Seana = —1y b =1 los primeros valores. Observe la geometria y conteste la
pregunta anterior.

Repita seis veces mas los ultimos tres renglones de comandos con los siguientes
movimientos: cambie 'c' a 'k' y elija por lo menos otros seis valores de a y b para
—l=a,b=1. Seana = —1y b = —1 los primeros valores. Observe la geometria y
responda la pregunta, igual que antes.

(Como se veria la pantalla de graficas si se graficaran cada vez mas combinaciones
lineales?

Al terminar este problema dé el comando hold off.

b) Siguiendo las instrucciones anteriores, explore lo que ocurre si comienza con uy v para-
lelos.
Al terminar este problema, dé el comando hold off.

(Este problema usa el archivo lincomb.m) Dados dos vectores no paralelos en el plano, se
puede escribir otro vector en el plano como una combinacion lineal de estos dos vectores.
El archivo lincomb.m se presenta a continuacion.

function lincomb (u,v,w

LINCOMB funcidén que grafica los vectores u,v,w y
se expresa w como la combinacion lineal
del u,v es decir
wW=au+ b v, con a,b reales

vector de 2x1
vector de 2x1
w: vector de 2x1

< e

o° o° o° o° o° o° o° o°

o°

define el origen

origen=[0;0];

se encuentran los valores de las constantes

de la combinacion lineal

A=[u,v];

xx=A\w;

Ou=[origen,ul ;

Ov=[origen,v];

Ow= [origen, w] ;

PPl=[origen,xx (1) *u,xx (1) *u+xx (2) *v,xx (2) *v,origen] ;

%$Grafica de vectores

plot (Ou(l,:),0u(2,:),"'-*b',0v(1l,:),0v(2,:),"'-*b", ...
Ow(l,:),0w(2,:),'-*g")

text (u(l)/2,u(2)/2, " '\bf u'")

text (v (1) /2,v(2) /2, '\bEf v'")

text (w(l)/2,w(2)/2, '\bf w')

o° o

hold on

plot (PP1(1,:),PP1(2,:),"':x")

grid on

title(['u=[',num2str(u(l)),';"',num2str(u(2)),'l, ',...
'v=[',num2str(v(1)),';"',num2str(v(2)),'l, ', ...
'w=[',num2str(w(1)),';"',num2str(w(2)),'1'])

xlabel (['w = (',num2str(xx(1),2),...
") u o+ (',num2str(xx(2),2),') v'])

°
5

axis square
a=axis;
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axis([min(a([1,3])),max(a([2,4])),min(a([1,3])) ,max(a([2,4]1))])

°
°

hold off

Una vez que se haya escrito la funcion en un archivo con nombre lincomb.m, dé el comando
doc lincomb para tener una descripcion de este archivo con extension m.

Sean uy v dos vectores de 2 X 1 que no son paralelos. Sea w=5* (2*rand (2,1—1).
Dé lincomb (u, v, w) . Primero vera graficados u, v y w. Oprima cualquier tecla y apa-
recera la geometria de w escrita como una combinacion lineal de u y v. Repita para dife-
rentes vectores w, u y v.

4.2 El producto escalar y las proyecciones
en R?

En la seccion 2.2 se defini6 el producto escalar de dos vectores. Siu = (¢, b,) y v (a,, b,), entonces

u-v=aa,+ bb, 4.2.1)

Ahora se vera la interpretacion geométrica del producto escalar.

@ Definicion 4.2.1

Angulo entre vectores

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces el angulo ¢ entre u y v esta definido
como el 4ngulo no negativo mas pequeiio’ entre las representaciones de u 'y v que tienen
el origen como punto inicial. Si u = av para algun escalar «, entonces ¢ = 0sia >0y
o=msia<0.

Esta definicion se ilustra en la figura 4.11. Observe que ¢ siempre se puede elegir para que sea
un angulo no negativo en el intervalo [0, 7r].

Cr} Teorema 4.2.1 La magnitud de un vector en términos

del producto escalar
@ Demostracién

Sea v un vector. Entonces

VP=v-v 4.2.2)

@ Demostracion

Sea v = (a, b). Entonces
[V[> = a* + b?

v-v=(a,b) - (a,b)=a-a+b-b=ad+ b =|v

Y|

T Este angulo estara en el intervalo [0, 7).
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y
y y A u
3 y u
v
¢
b 0 > X
u / N
G 0
0 * v v
a) b) ¢)
y Y
/ v 3 v
=0
p=m
4 .
u 0
5 > X
u
d) e)
Figura 4.11

Angulo ¢ entre dos vectores.

G’) Teorema 4.2.2

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Si ¢ es el angulo entre ellos, entonces

u-v

COS = —
© = ulv]

4.2.3)

@ Demostracion

La ley de los cosenos (vea el problema 3.4.10, pagina 223) establece que en el triangulo
de la figura 4.12

=a>+ b>—2abcos C

y
A
(ala bl)
(ay by) 1) vou u
v
> X
0

Figura 4.12 Figura 4.13
Triangulo con lados &, by c. Tridngulo con lados |ul, [v|] y [v — u].

Ahora se colocan las representaciones de u y v con los puntos iniciales en el origen de
manera que u = (a,, b)) y v = (a,, b,) (vea la figura 4.13). Entonces de la ley de los cose-
nos, | v —u? = v + |uf’ — 2Ju| |v] cos ¢. Pero
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de (4.2.2) teorema 2.2.1iii), pagina 64

: :

vV—ul=Fv—-—uw:(v-—u=v-v—2u-v+u-u
=V —2u-v+ |u?

Asi, después de restar |[v> + |u]> en ambos lados de la igualdad, se obtiene
—2u - v = —2|u||v| cos ¢, y el teorema queda demostrado.

Observacion. Haciendo uso del teorema 4.2.1 se puede definir el producto escalar u - v como

u-v=|ul|vcos ¢

@ EJEMPLO 4.2.1 Calculo del angulo entre dos vectores

Encuentre el angulo entre los vectoresu = 2i + 3jyv = —7i +j.
ASolucion w-v=—14+3=—11u/=v2’+3’ =13y |[v|=/(-7) + I =+/50. Asi,
u-v -11 —11

—0.431455497"

cos ¢ = = = =
? 7 IV VI3V50 650
de manera que
¢ = cos 1(=0.431455497) = 2.0169* (=~ 115.6°)

Nota. Como 0 = ¢ = 7, cos” !(cos ¢) = ¢.

@ Definicién 4.2.2

Vectores paralelos

Dos vectores diferentes de cero u y v son paralelos si el angulo entre ellos es cero o .
Observe que los vectores paralelos tienen la misma direccion o direcciones opuestas.

@ EJEMPLO 4.2.2 Dos vectores paralelos

Demuestre que los vectores u = (2, —3) y v = (—4, 6) son paralelos.
u-v —8-18 —26 _ =26
v V1352 J13(2V13)  2(13)

Por lo tanto, ¢ = 7 (de manera que u y v tienen direcciones opuestas).

@ Teorema 4.2.3

Siu# 0, entonces v = au para alguna constante « si 'y solo si u'y v son paralelos.

@ Demostracion

La prueba se deja como ejercicio (vea el problema 42 de esta seccion).

A Solucion  cos @ =

' Estas cifras, al igual que otras en el libro, se obtuvieron con una calculadora.
* Al hacer este célculo, asegurese de que su calculadora esté en modo de radianes.
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(D> pefinicion 4.2.3

Vectores ortogonales
Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales (o perpendiculares) si el angulo

entre ellos es g

C EJEMPLO 4.2.3 Dos vectores ortogonales

Demuestre que los vectores u = 3i + 4jy v = —4i + 3j son ortogonales.

(u-v)
(lullvD

ASolucion u-v=3-4-4-3=0.Esto implica que cos ¢ =

en el intervalo [0, 7], ¢ = g

G’) Teorema 4.2.4

Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales siy sélosiu - v = 0.

@ Demostracion

Esta prueba también se deja como ejercicio (vea el problema 43 de esta seccion).

= 0, y como ¢ esta

Muchos problemas interesantes se refieren a la nocion de la proyeccion de un vector sobre otro.
Antes de definir esto se demuestra el siguiente teorema.

(T» Teorema a.2.5

Sea v un vector diferente de cero. Entonces para cualquier otro vector u el vector

(u-v)

\k

w=u-— v

es ortogonal a v.

@ Demostracion

W.vz[u_(“'VW]VZU.V_M
v’ v

2
u-v)yv
\

=u-v

Los vectores u, vy w se ilustran en la figura 4.14.

y
1 u-v
u-— —|v=w
Iv|
-
u ,/’
’/
. - u.
Figura 4.14 v -V =proy u
uy — W
El vector w=u—Wv es ortogonal a v. 5 > X
v
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(D> pefinicion 4.2.4

Proyeccion
Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyeccion de u sobre v es un vec-
tor denotado por proy, u, que se define por

proy u= lll |2v v 4.2.4)
v

La componente de u en la direccion

u-v 2.

deves ﬁ, y es un escalar. 4.2.5)
v

v o o o o
Observe que o es un vector unitario en la direccion de v.

u-v

Observacion 1. De las figuras 4.14 y 4.15 y del hecho de que cos ¢ = se deduce que

[uf[v]

VvV y proy, u tienen:
i) la misma direcciéonsiu-v> 0y
ii) direcciones opuestas siu - v < 0.

a) b)
Figura 4.15

a) vy proy, u tienen la misma direccion siu - v >0,
b) v y proy, u tienen direcciones opuestas siu - v < 0.

Observacion 2. Se puede pensar en la proy,u como la componente de v del vector u.
Observacion 3. Siuy v son ortogonales, entonces u - v = 0, de manera que proy,u = 0.

Observacion 4. Una definicion alternativa de la proyeccion es: siuy v son vectores diferentes de
cero, entonces proy, u es el tnico vector con las siguientes propiedades:

i) proy,u es paralelo a v.
ii) u — proy, u es ortogonal a v.

@ EJEMPLO 4.2.4 Calculo de una proyeccion

Seanu = 2i + 3jyv =1+ j. Calcule proy,u.
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A Solucion Proy,u = (ul'lvz)v = { > }v = @)1 + G)] (vea la figura 4.16).
A

(V2)

y
Y

Figura 4.16
La proyeccion de (2, 3) sobre (1, 1) es (% %)

@ EJEMPLO 4.2.5 Calculo de una proyeccion

Seanu = 2i — 3jyv =i + j. Calcule proy,u.

A Solucion  En este caso u—zv = —l; asi, proy,u = —%i - %j (vea la figura 4.17).

\ 2
y
Y
— v=i+j
| 0 | |
I I I
. /
RELIRE IRON|
u = 2i — 3j
Figura 4.17
La proyeccion de 2i — 3j sobre 1T /
i+jes—1i—1j. Zi— 2

(R» Resumen 4.2

* Seanu = (4, b)) y v = (a,, b,); entonces el producto escalar o producto punto de u y v, denotado
por u - v, estd dado por (p- 247)

u-v=aa,+ bb,
Siu = (a;, by,c,)yv = (ay, by, ¢;), entonces

u-v=aa,+ bb,+ cc,
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+ El 4angulo ¢ entre dos vectores u'y v en R? es el inico niamero en [0, 7] que satisface (p. 247)
u-v
ullv|

+ Dos vectores en R?son paralelos si el angulo entre ellos es 0 o 7. Son paralelos si uno es un mul-
tiplo escalar del otro. (p. 249)

+ Dos vectores R? son ortogonales si el angulo entre ellos es g Son ortogonales si y so6lo si su pro-
ducto escalar es cero. (p- 251)

+ Sean uy v dos vectores diferentes de cero en R La proyeccion de u sobre v es un vector, denotado
por proy,u, que esta definido por (p. 251)

u-v

proy,u=———v

Ivl

u-v Y

El escalar ﬁ se llama la componente de u en la direccion de v.
v

* proy,ues paralelo a vy u — proy,u es ortogonal a v. (p. 251)

® AUTOEVALUACION 4.2

Di-j=
a) 1 b) J(0—1)> +(1—0)?
¢) 0 d) i+ j

Inm 3,49-32)=__ .

a) 3+3)4+2)=36 b) 3)3) + (4)(2) =17
) 3-32-49=0 d) 3)3)-M@ER =1
I1I) El coseno del angulo entrei + jei — jes
a) 0i + Oj b) 0 o 2 d)\/leo
IV) Los vectores 2i — 12jy 3i + Gj, son
a) Ni paralelos ni ortogonales b) Paralelos
¢) Ortogonales d) Idénticos
V) Proy,u =
a) u-w b) w u-ww ) u-wu
[l Wl Wl |wl Jul [ul

@ Respuestas a la autoevaluacion
D ¢ ) 5 II) b) IV) ¢ V) ¢)
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MANEJO DE LA CALCULADORA 4.2

Se puede obtener el producto punto entre dos vectores utilizando el comando @ @ @ .
Se necesita tener dos vectores de dimensiones compatibles en las posiciones 1 y 2 de
la pila y escribir el comando DOT seguido de la tecla @B, esto si se quiere obtener el
producto punto entre los vectores v, con magnitud 5 y angulo 3 radianes y el vector v,
con magnitud 3 y angulo 5 radianes

D OBDEGOEND
D SBDEOED
CDEDeAG

RdZ HER R= '"H'
EX

[5: £3.1]
[3. £-1.283183536v 18]

HEHNUJ-&LH!T-
-]

que da por resultado v, - v, = —6.2422025.
Si queremos obtener el vector unitario asociado a v, (magnitud 4 y angulo 3 radia-
nes) podemos proceder como sigue:

D DG E DD
DD 0 6 6 CD O3 €D

que da por resultado

Z HER R= 'R’

ms

¥
he

e
=
-
=

L LN E ) [0 Al

[ —.9899924966 .14..
T

Para calcular el operador proy,u, si tenemos guardados vectores u 'y v:
O GDGOEEIDA
D BDEOGBEJ

FAD HYZ HER K= "d°
LHOHEZ>

l-"Nl'.l.'l&UIIT-“\ll

T T i ey e

Observe que aparecen las variables V y U. Finalmente, para encontrar la proyeccion

G0 DIDeEdGEDE € IDEIDeJG D E G €
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® Problemas 4.2

De los problemas 1 al 11 calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del angulo
entre ellos.

(7). (-8 L e

1. u= 9],v—[ 9j 2. u=i+jv=i—j 3. u=3i;v=-7j

3 =5 . . . .
4. u= X V=L 5. u=-5i;v=18j 6. u= ai; v = Bj; a, B reales
7. u= 10 V= 7 8. u=2i+5jv=>5i+2j 9. u=2i+55v=>5i—-2j

10 s 10 s s

6

10. u= 18j,v=( 8] 11. u=4i+5jv=>5i-4j

12. Demuestre que para cualesquiera numeros reales a y 3, los vectoresu = ai + Bjy v =
Bi — aj son ortogonales.

13. Sean u, v y w tres vectores arbitrarios. Explique por qué el producto u - v - w no estd defi-
nido.

De los problemas 14 al 20 determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguno
de los dos. Después esboce cada par.

)
14. w=3i+5v=—6i—10j 15. u=[ 9]”:(18)

16. u=2i—-3j;v=—9i+ 6 17. w=2i + 3j; v = 6i + 4

2
18. u=[ 9]’V=(1(6)j 19. u=Ti;v = —23f

20. u=2i —4j;v=—i+ 3j
21. Seanu = —3i + 6jyv = 2i + ¢j. Determine « tal que:

a) uy v son ortogonales. b) uy vson paralelos.
¢) Elangulo entreuy ves % d) El angulo entreuy ves %4.

22. Seanu =i+ ajyv = 2i + Bj. Determine a y B tales que:

@) uy v son ortogonales. b) uy vson paralelos.
¢) Elangulo entreuy ves %. d) El angulo entreuy ves %4.

23. Encel problema 21 demuestre que no existe un valor de « para el que u y v tienen direcciones
opuestas.

24. Encuentre condiciones para a y B del problema 22 para que u y v tengan la misma direc-
cion.

En los problemas 25 al 38 calcule proy, u.

25. u=3i;v=1i+j 26. u=[2],v=[ ZJ
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27.

29.

31.

33.
34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
45.
46.
47.

48.

Desigualdad de *49,
Cauchy-Schwarz

u=2i-3jv=—9 + 6 28, u=2i+jv=1i- 2

3 4
u= ,V= 30 u=—i—2v=>5+7j
-7 -10

=5 -8
u=i+jv=2—3j 32. uz[ 10],v=[ 7]

u=4i—jv=-2i+3j

u=ai+ Bjv=1i+j;aypreales positivos

()

u="7i+25v=14i— 6

u=ai— Bj;v=1i-+j; ay Breales positivos con o > 3

-1 v 6

-2) 6
Seanu = ¢,i + b,jy v = a,i + b,j. Establezca una condicién sobre «a,, b, a,y b, que ase-
gure que v y proy,u tengan la misma direccion.

=
Il

En el problema 39 establezca una condicion que asegure que v y proy, u tengan direccio-
nes opuestas.

— —
Sean P =(2,3),0=(5,2), R=(2, =5y S = (1, —2). Calcule proy z RSy proy z PQ.

%
Sean P: -1,4),0=@G,-1),R=(=7,-5y S = (1, 1). Calcule proy;; OS'y
proy s PR.

Pruebe que los vectores diferentes de cero u 'y v son paralelos si y solo si v = au para al-
guna constante «. [Sugerencia: Demuestre que cos ¢ = *1 siy sélo siv = au.]

Pruebe que u 'y v son ortogonales siy s6lo siu - v = 0.

Demuestre que el vector v = ai + bj es ortogonal a la recta ax + by + ¢ = 0.

Demuestre que el vector u = bi + gj es paralelo a la recta ax + by + ¢ = 0.

Un triangulo tiene vértices (—1, 3), (4, —22) y (23, —6). Encuentre el coseno de cada
angulo.

Un triangulo tiene vértices (a,, b,), (ay, b,) v (a5, b;). Encuentre el coseno de cada angulo.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para cualesquiera nimeros reales «,, a,,

b,y b,
= 22: 2 ib?
- .7]61, —~ i

Utilice el producto escalar para probar esta formula. ;Bajo qué circunstancias se puede
sustituir la desigualdad por una igualdad?

2
Zaibi
i=1
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*50. Pruebe que la distancia mas corta entre un punto y una recta se mide por una linea que
pasa por el punto y es perpendicular a la recta.

51. Encuentre la distancia entre P = (2, 3) y la recta que pasa por los puntos Q@ = (—1,7)y
R=(3,5).

52. Encuentre la distancia entre (3, 7) y la recta que va a lo largo del vector v = 2i — 3j que
pasa por el origen.

53. Sea A una matriz de 2 X 2 tal que cada columna es un vector unitario y que las dos
columnas son ortogonales. Demuestre que A4 es invertible y que 4~' = A" (A4 se conoce
como matriz ortogonal). Matriz ortogonal

En los problemas 54 al 58 utilice una calculadora para encontrar un vector unitario que
#l tenga la misma direccion que el vector dado.

. (0.231,0.816) 55. (=91, 48) 56. (1295, —7238)
57. (—5.2361, —18.6163) 58. (—20192, 58 116)

En los problemas 59 al 62 utilice una calculadora para encontrar la proyeccion de u sobre
# vy esboceu, vy proy, u.

59. u = (3.28, —5.19), v =(—6.17, —11.526)
60. u = (—0.8649, —0.0301), v = (—0.1649, 0.6277)
61. u=(—5723,4296),v = (17171,-9816)
62. u = (37155,42136), v = (25516, 72385)

7 ) EJErcicios con MATLAB 4.2

1. Para los pares de vectores de los problemas 24 a 32, verifique los vectores proyeccion
calculados con lapiz y papel usando MATLAB (consulte la informacién de manejo de
MATLAB anterior a los problemas de MATLAB 4.1).

2. (Este problema usa el archivo prjtn.m) El problema se refiere a la visualizacion de las pro- @
yecciones. A continuacion se presenta la funcion prjtn.m.

function prijtn(u,v)
PRJTN funcion proyeccion. Grafica la proyeccion del vector u
en la direccion del vector v

o° o° o°

o\©

u: vector de 2x1
v: vector de 2x1
origen=[0;0];

o°

P=(u'*v)/(v'*Vv) *v;

Ou= [origen,ul ;
Ov=[origen,Vv];
OP=[origen, P];

uMP= [u, P] ;
plot (Ou(l,:),0u(2,:),'22b*',0v(1l,:),0v(2,:),'22b*", ...
OP(1,:),0P(2,:),'-go',uMP (1, :),uMP(2,:),"':m")

text (u(1l)/2,u(2)/2,'\bf u');
text (u(1l),u(2),'1")
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Terna ordenada

R3
Origen
eje x
ejey
eje z

Sistema derecho

Sistema izquierdo

text (v (1) /2,v(2)/2,'\bEf v');
text (v(1),v(2),'2")

text (P(1)/2,P(2)/2,'\bf P");
text (P(1),P(2),'3")

a=axis;

axis([min(a([1,3]))-1,max(a([2,4]))+1
min(a([1,3]))-1,max(a([2,4]))+1])

axis square

grid on

title('P es la proyeccion de u en v')

xlabel ('u termina en 1, v termina en 2, P termina en 3')

Una vez que se ha escrito la funcioén en un archivo con nombre prjtn dé el comando doc
prjtn para tener una descripcion de este archivo con extension m.
Para los pares de vectores u 'y v dados en seguida:

a) Introduzca u'y v como matrices de 2 X 1y calcule p = proyeccion de u sobre v.

b) D¢ el comando prjtn(u, wv) (este archivo despliega uy v en la pantalla de graficas.
Oprima cualquier tecla y bajara una perpendicular del punto terminal de u hasta la
recta determinada por v. Oprima cualquier tecla y se indicara el vector proyeccion).

¢) Mientras observa las graficas en la pantalla, verifique que el vector p graficado sea el
vector calculado en a). Localice el vector (paralelo a) u — p. ;Cual es la relacion geomé-
trica entreu — py v?

i) u=1[2;1] v=1[3;0] ii) u =[2; 3] v=[-3;0]
iii) u=[2;1] v=[—-1;2] iv) u =[2; 3] v=[—-1; =2]

v) Elija sus propios vectores u y v (al menos tres pares).

4.3 Vectores en el espacio

Se ha visto que cualquier punto en el plano se puede representar como un par ordenado de
numeros reales. De manera analoga, cualquier punto en el espacio se puede representar por una
terna ordenada de nimeros reales

(a, b, ¢) @4.3.1)

Los vectores de la forma (4.3.1) constituyen el espacio R*. Para representar un punto en el es-
pacio, se comienza por elegir un punto en R*. A este punto se le denomina el origen, denotado
por 0. Después se dibujan tres rectas perpendiculares entre si, a las que se llama el eje x, el eje
» y el eje z. Dichos ejes se pueden seleccionar de diferentes formas, pero la mas comun tiene
los ejes x y y horizontales y el eje z vertical. Sobre cada eje se elige una direccion positiva y la
distancia a lo largo de cada eje se mide como el numero de unidades en esta direccion positiva
a partir del origen.

Los dos sistemas basicos para dibujar estos ejes se describen en la figura 4.18. Si los ejes se
colocan como en la figura 4.18a), entonces el sistema se denomina sistema derecho; si se colo-
can como en la figura 4.18b), se trata de un sistema izquierdo. En las figuras, las flechas indican
la direccion positiva de los ejes. La razon para la eleccion de estos términos es la siguiente: en
un sistema derecho, si coloca su mano derecha de manera que el dedo indice senale en la direc-
cion positiva del eje x mientras que el medio apunta en la direccion positiva del eje y, entonces
su pulgar apuntara en la direccion positiva del eje z. Este concepto se ilustra en la figura 4.19.
La misma regla funciona para el sistema izquierdo con los dedos de la mano izquierda. En el
resto de este libro se seguira la practica comun de describir los ejes de coordenadas usando un
sistema derecho.
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>y >y
0 0 Figura 4.18
a) Un sistema derecho;

X X b) Un sistema izquierdo.

Figura 4.19

La mano derecha indica las
direcciones de un sistema
derecho.

Los tres ejes en nuestro sistema determinan tres planos coordenados, que se denominan Planos
plano xy, plano xz y plano yz. El plano xy contiene los ejes x y y y es simplemente el plano con coordenados
el que se ha venido trabajando hasta ahora en la mayor parte del libro. Se puede pensar en los -
planos xz y yz de modo similar.

Al tener nuestra estructura construida de ejes coordenados y planos, podemos describir
cualquier punto P en R® de una sola manera:

P=(x,y,2) 4.3.2)

en donde la primera coordenada x es la distancia dirigida del plano yz a P (medida en la direc-
cion positiva del eje x a lo largo de una recta paralela al eje x), la segunda coordenada y es la
distancia dirigida desde el plano xz hasta P (medida en la direccion positiva del eje y y a lo largo
de una recta paralela al eje y), y la tercera coordenada z es la distancia dirigida desde el plano
xy hasta P (medida en la direccion positiva del eje z y a 1o largo de una recta paralela al eje z).

En este sistema, los tres planos coordenados dividen al espacio R en ocho octantes, de la
misma forma que en R? los ejes coordenados dividen al plano en cuatro cuadrantes. El octante
en el que los tres ejes coordenados son positivos siempre se selecciona como el primero.

El sistema coordenado que acaba de establecerse con frecuencia se conoce como sistema Sistema de
de coordenadas rectangulares o sistema de coordenadas cartesianas. Una vez que la nocion de coordenadas
describir un punto en este sistema le resulte familiar, pueden extenderse muchas de las ideas a cartesianas en R’
partir del plano.

G’) Teorema 4.3.1

Sean P = (x;, 1, 21) Yy O = (X, ¥, z,) dos puntos en el espacio. Entonces la distancia PO
entre Py Q esta dada por

PO=\(x —x)* + (3 — 1) +(z — 2,)? 4.3.3)

Se pide al lector que pruebe este resultado en el problema 49.
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EJEMPLO 4.3.1 Calculo de la distancia entre dos puntos en R?

Calcule la distancia entre los puntos (3, —1, 6) y (=2, 3, 5).

A Solucion P_Q=\/[3 —(=2)P + (=132 +(6—5)* - J12

En las secciones 4.1 y 4.2 se desarrollaron las propiedades geométricas de los vectores en el

plano. Dada la similitud entre los sistemas de coordenadas en R? y R®, no es una sorpresa que

los vectores en R? y R® tengan estructuras muy similares. Ahora se desarrollara el concepto de

un vector en el espacio. El desarrollo seguird de cerca los avances de las ultimas dos secciones

y, por lo tanto, se omitiran algunos detalles. N
Segmento de Sean Py Q dos puntos distintos en R>. Entonces el segmento de recta dirigido PQ es el
recta dirigido  segmento de recta que se extiende de P a Q. Dos segmentos de recta dirigidos son equivalentes
si tienen la misma magnitud y direccion. Un vector en R? es el conjunto de todos los segmentos
de recta cﬁ{igidos equivalentes a un segmento de recta dirigido dado, y cualquier segmento
Representacion  dirigido PQ en ese conjunto se llama una representacion del vector.

Vector en R3

de un vector Hasta aqui las definiciones son idénticas. Por conveniencia, se elige P en el origen para
poder describir el vector v = 0Q mediante las coordenadas (x, y, z) del punto Q.
Magnitud de Entonces la magnitud de v =|v|= /x> + > + z2 (del teorema 4.3.1).
un vector

@ EJEMPLO 4.3.2 Calculo de la magnitud de un vector en R?

Sea v = (1, 3, —2). Encuentre |v|.

y | SO|UCIOI’1 |v| =12 +3% + (_2)2 — \/ﬁ

(D> pefinicion 4.3.1

Sean u = (x,, yy, 2,) Y V= (X5, 5, 2,) dos vectores, y sea & un numero real (escalar). En-
tonces se define

Suma de vectores y multiplicacion por un escalar en R*

y utv=0;+t x5, + ¥zt 2,)

au = (ax,, ay,, az,)

Esta es la misma definicion de suma de vectores y multiplicacién por un escalar que se tenia; se
ilustra en la figura 4.20.

Figura 4.20

llustracién de la suma de vectores y la multiplicacion por un escalar en R,



4.3 Vectores en el espacio 261

Un vector unitario u es un vector con magnitud 1. Si v es un vector diferente de cero, entonces Vector unitario

v . . . . . .,
u=esun vector unitario que tiene la misma direccion que v.

@ EJEMPLO 4.3.3 Calculo de un vector unitario en R3

Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion que v = (2, 4, —3).

A Solucion Comov = 22 +42 +(=3)? =+/29 se tiene N

2 4 3
u = s R p—
(\/E V29 @j
0
Ahora se puede definir formalmente la direccion de un vector en R’. No se puede v
definir como el angulo 0 que forma el vector con el eje x positivo ya que, por ejemplo, si ‘
X

0<6< %, por lo que existe un numero infinito de vectores que forman un angulo 6 con
el lado positivo del eje x, y estos vectores juntos forman un cono (vea la figura 4.21).

Figura 4.21
Todos los vectores que estan
@ Definicién 4.3.2 ?n este cono forman un B
angulo 6 con la parte positi-
Direccién en R? va del eje x.
. .r . . v
La direccion de un vector v en R? se define como el vector unitario u = L
z
A
(03 05 Z(Jz‘;,_\_\ _______________ 7i
’ T~ 0
Re S~ R
(e — = —mmmmm—— === - = P(xg, ¥y, 20)
! Y v—""" 1°C 1
1 AL
.0 — 2P Loy >y -
! «“_-- L 70, 3, 0) Observacion
- 1,7
e v’ Se pudo haber definido la direccion
(%0, 0, 0) de un vector v en R? de esta manera,
x v
ya que siu = —, entonces
Figura 4.22 \

u = (cos 0, sen 6), donde

El vector v forma un angulo & con el lado positivo del eje x, B con el lado positivo . .
9 P ex, B P 0 es la direccion de v.

del eje 'y y con el eje positivo del eje z.

Es cglveniente definir la direccion de un vector v en términos de algunos angulos. Sea v el vec-
tor OP descrito en la figura 4.22. Definimos « como el angulo entre v y el eje x positivo, B el
angulo entre v y el eje y positivo, y y el angulo entre v y el eje z positivo. Los angulos «, By y se

denominan angulos directores del vector v. Entonces, de la figura 4.22, Angulos
directores
X z
cosa =2 cos B= Yo cosy=-"2 4.3.4)
|v] |v] \]

Si v es un vector unitario, entonces [v| = 1y
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CoS & = X, cos B =y, Cos y = z, 4.3.5)

Por definicion, cada uno de estos tres angulos cae en el intervalo de [0, 77]. Los cosenos de estos

Cosenos  angulos se denominan cosenos directores del vector v. Observe, de la ecuacion (4.3.4), que
directores

242 2 24 0 o
Xo TV Tz Xo tyo Tz
cos® a+cos® B+cos? y="2 T H0TE0 M TNTH (4.3.6)

[vf? X5+ vtz

Si«, By 7y son tres numeros cualesquiera entre cero y 7 tales que satisfacen la condicion (4.3.6),
entonces determinan de manera tnica un vector unitario dado por u = (cos «, cos 3, cos 7y).

Numeros  Observacion. Siv = (a, b, ¢) y [v| # 1, entonces los numeros a, b y ¢ se llaman nameros directores
directores  de] vector v.

C EJEMPLO 4.3.4 Calculo de los cosenos directores de un vector en R3

Encuentre los cosenos directores del vector v = (4, —1, 6).
4 S Vv (4 _ L 6 .
A Solucion  La direccion de v es M 73 (\@ Nk 53). Entonces cos « Ned)
-1 6
=~ 0.5494, cos B = 75 —0.1374ycosy = 5= 0. 8242. Con estos valores se usan tablas

o una calculadora para obtener @ = 56.7° = 0.989 rad, B = 97.9° = 1.71rad y y = 34.5° =
0.602 rad. En la figura 4.23 se presenta un esbozo del vector, junto con los angulos a, By .

Figura 4.23 EJEMPLO 4.3.5 Calculo de un vector en R3 dados su magnitud

Los cosenos directores de y cosenos directores

(4, —1, 6) son cos «, cos B . . |

ycosy. i i Ly —
Encuentre un vector v de magnitud 7 cuyos cosenos directores son o BY 3

. 111 o ,
A Solucion  Seau = (ﬁ’ 7Y f) Entonces u es un vector unitario ya que |u| = 1. Asi,

la direccion de v esta dada poruy v = |vju = 7u = (% % %)

1 2 1 2 1 2 B
Nota. Este problema se puede resolver porque (ﬁ) + (ﬁj + (ﬁ) = 1.

Es interesante observar que si v en R es un vector unitario, se puede escribir v = (cos 0)i
+ (sen 0)j, donde 6 es la direccion de v, y entonces cos 6 y sen 0 son los cosenos directores
de v. En este caso, « = 6y se define 8 como el angulo que forma v con el eje y (vea la

figura 4.24). Por lo tanto, 8 = (%) — a, de manera que cos 8 = cos [ﬁ) =senayvse
puede escribir en la forma de “cosenos directores”
v = cos ai + cos Bj
Figura 4.24
Sp=T_g-T En la seccion 4.1 se observo que cualquier vector en el plano se puede escribir en términos de
T =" _, /
2 2 los vectores base i y j. Para extender esta idea a R® se define
Yy V es un vector unitario,
entonces
v = cosi+ sendj= i=(1,0,0) i=(0,1,0) k=1(0,0,1) 4.3.7)
cos i + cos Bj.
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Aqui, i, j y k son vectores unitarios. El vector i esta sobre el eje x, j sobre el eje y y k
sobre el eje z. En la figura 4.25 se puede ver un bosquejo. Si v = (x, y, z) es cualquier
vector en R3, entonces

v=(x,2=(x0,0)+(0,y,0) +(0,0,2) = xi +yj + zk

Esto es, cualquier vector v en R® se puede escribir de manera unica en términos de los
vectoresi, jy k.

La definicion de producto escalar en R? es la definicion que se presento en la sec-
cion 2.2. Observequei-i=1,j-j=1,k-k=1,i-j=0,j-k=0ci-k=0. X

(T» Teorema 4.3.2

Si ¢ denota el angulo positivo mas pequeno entre dos vectores u y v diferentes de cero,
se tiene

4.3.8)

@ Demostracion

La prueba es casi idéntica a la prueba del teorema 4.2.2 de la pagina 248 y se deja al
lector como ejercicio (vea el problema 53 de esta seccion).

@ EJEMPLO 4.3.6 Calculo del coseno del angulo entre dos vectores en R3
Calcule el coseno del angulo entreu = 3i — j + 2k y v =4i + 3j — k.

7 7
Jaa26) 364

A Solucion u-v=7, [u] = /14 y |v] = /26, por lo que cos ¢
y ¢ = 68.5°= 1.2 rad.

=~ 0.3669

@ Definicién 4.3.3

Vectores paralelos y ortogonales

Dos vectores u y v diferentes de cero son:

i) Paralelos si el angulo entre ellos es cero o .

ii) Ortogonales (o perpendiculares) si ¢l angulo entre ellos es g

G’) Teorema 4.3.3

i) Siu# 0, entonces uy v son paralelos siy solo si v = au para algun escalar « # 0.

ii) Siuy vson diferentes de cero, entonces uy v son ortogonales siy sélosiu - v = 0.

@ Demostracion

De nuevo la prueba es sencilla y se deja como ejercicio (vea el problema 54).

(0,0, 1)

i
0 (0,1,0)
(1,0,0)

Figura 4.25

Los vectores base i, j y k
en R3,
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Ahora se dara la definicidon de la proyeccion de un vector sobre otro. Primero se establece el
teorema analogo al teorema 4.2.5 (y cuya demostracion es idéntica).

G’) Teorema 4.3.4

Sea v un vector diferente de cero. Entonces, para cualquier otro vector u,

u-v
= — > v
Ivl
es ortogonal a v.
(D) pefinicién 4.3.4
Proyeccion
Proyeccion Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyeccion de u sobre v, denotada
de u sobre v por proy, u, esta definida por
u-v
proyu=——v 4.3.9)
Ivl
. . 2 u-v
Componente La componente de u en la direccion de v esta dada por W 4.3.10)

@ELEMPLO 4.3.7 Calculo de una proyeccion en R3

Seanu = 2i + 3j + ky v =1 + 2j — 6k. Encuentre proy,u.

‘2 . 2 12
A Solucion  En este caso, (lllvlzv) = 4 yproy,u = %i + %j — ﬂk‘ La componente de u
en la direccion v es v _ L.
[v| V41

Observe que, igual que en el plano, proy, u es un vector que tiene la misma direccion que v si
u - v>0yladireccion opuestaaladevsiu-v<O0.

(R» Resumen 4.3

H
+ El segmento de recta dirigido que se extiende de P a Q en R* denotado por PQ es el segmento de
recta que vade P a Q. (p- 260)

+ Dos segmentos de recta dirigidos en R? son equivalentes si tienen la misma magnitud (longitud)
y direccion. (p. 260)
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Definicion geométrica de un vector

Un vector en R? es el conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos en R? equivalentes a un
segmento de recta dirigido dado. Una representacion de un vector tiene su punto inicial en el

) —
origen y se denota por OR.
Definicion algebraica de un vector

El vector cero es el vector (0, 0). En R*, un vector v es una terna ordenada de numeros reales
(a, b, ¢); los nimeros a, by ¢ son las componentes del vector v. El vector cero en R3 es el vector
(0,0, 0).

Las definiciones geométrica y algebraica de un vector en R* se relacionan de la siguiente manera:

siv = (a, b, ¢), entonces una representacion de v es 0_)R, donde R = (a, b, ¢).
Siv = (a, b, ¢), entonces la magnitud de v esta dada por \/m .
Desigualdad del triangulo
En R}
[u+ v <|ul + |v|
En R? seani = (1,0,0),j=(0,1,0) yk = (0, 0, 1); entonces v = (a, b, ¢) se puede escribir como
v=ai+ bj+ ck
Un vector unitario u en R? es un vector que satisface Ju| = 1.
Siu= (a,, by,c;)yVv = (ay, by, ¢,), entonces
u-v=aa,+ bb,+ cc,
El 4angulo ¢ entre dos vectores u 'y v en R? es el tinico niimero en [0, 7] que satisface

u-v
|u|v]

Dos vectores en R*son paralelos si el Angulo entre ellos es 0 o 77. Son paralelos si uno es un mul-

tiplo escalar del otro.

. , au . ’ o
Dos vectores R* son ortogonales si el angulo entre ellos es 3 Son ortogonales si y s6lo si su pro-
ducto escalar es cero.

Sean uy v dos vectores diferentes de cero en R®. La proyeccion de u sobre v es un vector, denotado
por proy,u, que esta definido por

u-v
proy,u = v

A

u-v .,
El escalar W se llama la componente de u en la direccion de v.

proy,u es paralelo a vy u — proy,u es ortogonal a v.

La direccion de un vector v R es el vector unitario

a

Siv = (a, b, ¢), entonces cos o = mE
V

b @ .
cos B = v ycosy = M se llaman cosenos directores de v.
M M
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(p. 260)

(p. 252)

(p. 252)

(p. 261)

(p. 264)

(p- 264)

(p. 264)

(p. 264)
(p. 261)

(p. 262)
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® AUTOEVALUACION 4.3

I) Responda si la afirmacion siguiente es falsa o verdadera. La practica comun se-
guida en este libro es desplegar los ejes xyz para R* como un sistema derecho.

Respuesta:

II) La distancia entre los puntos (1, 2, 3) y (3, 5, —1) es .

@) JA+2+32 +(B+5-1) b) J22+32+22
22 +3%2 4+ 47 d) 4>+ 7% +2?

I1I) El punto (0.3, 0.5, 0.2) esta la esfera unitaria.
a) en la tangente a b) sobre
¢) dentro de d) fuera de

IV) (x —3)*> + (y + 5)* + z2 = 81 es la ecuacion de la esfera con
a) centro 81 y radio (—3, 5, 0) b) radio 81 y centro (—3, 5, 0)
¢) radio —9 y centro (3, —5, 0) d) radio 9y centro (3, —5,0)

V)ji—(@k —-3))=___

a) (1, -4, -3) b) (1,-4,3)
0 (=3,1,-4 d) 3,1,-4)

VI) (i + 3k —j) - (k —4j + 2i) =
a)2+4+3=9 h) 1 +3—-1)(1—-4+2)=-3
¢1+12-2=-13 d) 2—-4-3=-5

VII) El vector unitario en la misma direccion que i + 3k — jes
a) i—-j+k b) 1(2i-2j+k)
o 1(2i-2j+k) d) 1(2i+2j+k)

VIII) El componente de u en la direccion w es

u-w w u-ww u-wu
a) |— b) —
vl

[wl

@ Respuestas a la autoevaluacion

IV 1) ¢ 1) ¢ V) d)
V) d) VI) a) VII) ¢) VIII) a)

MANEJO DE LA CALCULADORA 4.3

Las instrucciones para calculadora presentadas en las secciones 4.1 y 4.2 para vectores
en R? se extienden a R?, con la observacion que ahora se tienen coordenadas esféricas
ademas de cilindricas y cartesianas para representar vectores.
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® Problemas 4.3

De los problemas 1 al 6 encuentre la distancia entre los puntos:

1.

3.

5.

(3, —4,7);(3, —4,9) 2. (3,-4,1);(3, 4,4
(_2» 1> 3)3 (47 1’ 3) 4- P= 9 b Q:

-8 -8

-5 10 10 -8

P=| 1} 0=|-7 6. P=| 0(,0=|-2

10 10 6 9

En los problemas 7 al 26 encuentre la magnitud y los cosenos directores del vector dado.

7.

10.

13.

16.

19.

22,

25.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

*33.

34.

35.

v = 6i + 10j + 3k 8. v=3j 9. v=—10i + 7j + 9k
v=-3i 1. v=4i—2j+k 12. v=4i—j

v =4i+ 5§+ 5k 14. v=—-3i - 5§ — 3k 15. v=i—-j+k
v=2i+3—-7k 17. v=1i+ 5§+ 2k 18. v=—i+j+k

v =4i— 10j — 5k 20. v=06i + 7j 2. v=—-i+j—k
v=—10i — 8 + 7k 23. v=—-i—j—k 24. v=2i+ 5j— 7k

v =4i — 4j + 9k 26. v=—10i —j— 2k

Los tres angulos directores de cierto vector unitario son los mismos y estan entre cero y

g. (Cual es el vector?

Encuentre un vector de magnitud 12 que tenga la misma direccion que el vector del pro-
blema 27.

Demuestre que no existe un vector unitario cuyos angulos directores sean y

[l

SR
B
&1

Sea P=(—2,1,4)y Q = (3,5, —8). Encuentre un vector unitario en la misma direccién
ﬁ
de PO.

Sea P = Q, 1, —3)y O = (3, 6, —3). Encuentre un vector unitario cuya direccion es opuesta
alade PQ.

—> >
Utilizando Py Q del problema 31, encuentre todos los puntos R tales que PR L PQ.

Demuestre que el conjunto de puntos que satisfacen la condicién del problema 32 y la
.. =
condicién |P| = [ forman un circulo.

Desigualdad del triangulo Siuy v estan en R, demuestre que ju—+ v| < |[u| + |v|.

(Bajo qué circunstancias puede sustituirse la desigualdad en el problema 34 por un signo
de igualdad?

267

Desigualdad
del triangulo
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En los problemas 36 al 51, seau =3i —4j —k,v=—4i +2j+ 4k, w= i— 7] + 0k, t =
—4i + 3j — Sk.

36. Calculeu +v 37. Calcule 2u — 3v

38. Calcule 3u — 2v 39. Calculet + 3w — v

40. Calcule 2u + 7w + 5Sv 41. Calcule w - (u + v)

42. Calcule 2v + 7t — w 43. Calculeu - v

44. Calcule (3t — 2u) - (5v + 2w) 45. Calcule |w|

46. Calculeu-w —w-t 47. Calcule el angulo entreuy w
48. Calcule el angulo entre ty w 49. Calcule proy, v

50. Calcule proy, w 51. Calcule w - proy, v

52. Pruebe el teorema 4.3.1. [Sugerencia: Utilice el teorema de Pitagoras dos veces en la figura
4.26.]

z P(x,, y,, z

( 1 yl _l)_ ________ ,S(Xlsyzy Z])

’ s 1

7z ~ 7 1

’ S ’ .

// > /, 1

SRR EELNEED S CHED
Jom=doedanns;

X O(x3, ¥2, 7))

Figura 4.26

53. Pruebe el teorema 4.3.2.
54. Pruebe el teorema 4.3.3.

55. Pruebe el teorema 4.3.4.

@ Resuelva los siguientes problemas en una calculadora.

En los problemas 56 al 59 encuentre la magnitud y direccion de cada vector.
56. (0.2316, 0.4179, —0.5213) 57. (1.0933, 1.1093, —0.8637)
58. (17.3, 78.4, 28.6) 59. (0.0136, —0.0217, —0.0448)

En los problemas 60 al 63 calcule proy, u.

60. u = (—15,27,83); v= (-84, —77,51)

61. u=(0.3192,0.3129, —0.8649); v = (—0.0301, —0.1649, 0.6277)
62. u= (5241, —3199,2386); v= (1742, 8233,9416)

63. u = (0.24, 0.036, 0.055); v = (0.088, —0.064, 0.037)
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4.4 El producto cruz de dos vectores PP
@ Nota histérica

Hasta el momento el tnico producto de vectores que se ha considerado ha sido el El producto cruz fue definido por

producto escalar o producto punto. Ahora se define un nuevo producto, llamado Hamilton en uno de una serie

producto cruz (o producto vectorial), que esta definido sélo en R>. de articulos publicados en Phifo-
sophical Magazine entre 1844 y
1850.

@ Definicién 4.4.1

Producto cruz

Seanu = gi + b|j + ¢, kyv = a, + b,j + c,k. Entonces el producto cruz (cruz vectorial)
de uy v, denotado por u X v, es un nuevo vector definido por

u X v = (b, — c;hyi + (c,a, — a,c,)j + (a,b, — bia,)k 4.4.1)

Aqui el producto cruz parece estar definido de manera arbitraria. Es evidente que

existen muchas maneras de definir un producto vectorial. ;Por qué se escogio esta ® Nota

definicion? La respuesta a esta pregunta se da en la presente seccion demostrando Note que el resultado del producto cruz

algunas propiedades del producto cruz e ilustrando algunas de sus aplicaciones. es un vector, mientras que el resultado
del producto escalar es un escalar.

QIM Calculo del producto cruz de dos vectores
Seanu=1i—j+ 2kyv=2i+ 3j—4k. Calculew = u X v.
A Solucion  Usando la formula (4.4.1) se obtiene

[(=D(=4) — 2)A)i + [2)(2) — (H(=D]i + [(DB3) — (=D(©2)k
= —2i + 8 + 5k

w

Nota. En este ejemplo, u - w = (i — j + 2k) - (=2i + 8 + 5k)= =2 — 8 + 10 = 0.
De manera similar, v - w = 0. Es decir, u X v es ortogonal tanto a u como a v. Como se vera en
breve, el producto cruz de u y v es siempre ortogonalauy v.

Antes de continuar el estudio de las aplicaciones del producto cruz se observa que existe
una forma sencilla de calcular u X v usando determinantes.

G’) Teorema 4.4.1 @ Nota

K En realidad no se tiene un determi-
L nante porque i, j y k no son ndmeros.
uXxXv=|a, b ¢ Sin embargo, al usar la notacién de
b determinantes, el teorema 4.4.1 ayuda
ad D GO .
a recordar cémo calcular un producto

., cruz.
@ Demostracion

i k
! b« |4 G a, b
al bl Cl =1 _J +k
b, ¢ a, & a, b,
a, b, o

=(bic, —c1by)i+(ay —acy)j + (b, — bjay )k
que es igual a u X v segtn la definicion 4.4.1.
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EJEMPLO 4.4.2 Uso del teorema 4.4.1 para calcular un producto cruz

Calculeu X v, dondeu = 2i + 4j — Skyv = —3i — 2j + k.

i i kK
ASolucion uxv=| 2 4 —5[=(4-10)i—(2—-15)j+(-4+12)k
-3 -2 1

= —6i+13j+ 8k

El siguiente teorema resume algunas propiedades del producto cruz. Su demostracion se deja
como ejercicio (vea los problemas 41 al 44 de esta seccion).

C'D Teorema 4.4.2

Sean u, vy w tres vectores en R* y sea a un escalar, entonces:

HDuxX0=0XxXu=0

ii) u X v= —(v X u) (propiedad anticonmutativa para el producto vectorial).

iii) (au) X v = a(u X v)

iv) u X (v + w) = (u X v) + (u X w) (propiedad distributiva para el producto vectorial).
V) (uXv)-w=u-(vXw) (esto se llama triple producto escalar de u, vy w).

vi) u-(uXv)=v-(uXv)=0 (esdecir,u X vesortogonalauyav).

vii) Siuniv son el vector cero, entonces u y v son paralelos siy s6lo siu X v = 0.

El inciso vi) del teorema 4.4.2 es el que se usa con mas frecuencia. Se vuelve a establecer como
sigue:

El producto cruz u X v es ortogonal tanto a u como a v.

Se sabe que u X v es un vector ortogonal a u y v, pero siempre habra dos vectores unitarios

Vector normal  ortogonales a uy v (vea la figura 4.27). Los vectores n y —n (n por la letra inicial de normal)

— sonambos ortogonales a u y v. ;Cudl tiene la direccion de u X v? La respuesta esta dada por

Regladela laregla de la mano derecha. Si se coloca la mano derecha de manera que el indice apunte en la

mano derecha  direccion de u y el dedo medio en la direccion de v, entonces el pulgar apuntara en la direccion
de u X v (vea la figura 4.28).

Una vez que se ha estudiado la direccidén del vector u X v, la atencion se dirige a su mag-

nitud.

z u Xy

A A

y 4 '

0

X .
u Figura 4.28

Figura 4.27 La direccion de u X v se puede
Existen exactamente dos vectores, ny —n, ortogonales a \ determinar usando la regla de la

dos vectores no paralelos uy v en R, vXu mano derecha.
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G’) Teorema 4.4.3

Si ¢ es un angulo entre u y v, entonces

[u X v| = |u| |v] sen ¢ (4.4.2)

@ Demostracion

No es dificil demostrar (comparando coordenadas) que [u X v|* = |uf* [v]> — (u - v)* (vea
el problema 40). Entonces, como (u - v)*> = [uf? |v|* cos’ ¢ (del teorema 4.3.2, pagina 263),

Ju < v? = [uf® IV — [u? [v* cos? @ = [uf* |v}* (1 — cos® )

= ul® VP sen’ @

y el teorema queda demostrado después de sacar la raiz cuadrada a ambos lados de la
ecuacion. Observe que sen ¢ = 0 porque 0 = ¢ = 77.

Existe una interpretacion geométrica interesante del teorema 4.4.3. Los vectores u y v estan di-
bujados en la figura 4.29 y se puede pensar que son dos lados adyacentes de un paralelogramo.
Entonces de la geometria elemental se ve que

El area del paralelogramo que tiene lados adyacentes d.43)
uyvesigual alul|v]sen ¢ = |u X v| o

R(=3,1,6)
z
A
02,1,4)
0 y
0

x * P(1,3,-2)
Figura 4.29 Figura 4.30

. h Un paralelogramo en R?
¢@eselanguloentreuyv. — =sen ¢, P 9 :

Iv|
de manera que h = |v| sen ¢.

@ EJEMPLO 4.4.3 (Calculo del area de un paralelogramo en R?

Encuentre el area del paralelogramo con vértices consecutivosen P = (1,3, —=2), 0 = (2, 1, 4)
y R = (-3, 1, 6) (vea la figura 4.30).

A Solucion  El paralelogramo.
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Area generada

. —> >
Area = [PO X OR| = |(i — 2j + 6k) X (—5i + 2K)|

i jk
=| 1 =2 6|=|-4i—32j—10k|=,/1140 unidades cuadradas.
-5 0 2

Interpretacion geométrica de los determinantes de 2 X 2 (otra vez)

En la seccion 3.1 se estudid el significado geométrico de un determinante de 2 X 2 (pagina 183).
Ahora se observara el mismo problema. Haciendo uso del producto cruz se obtiene el resulta-
do de la seccion 3.1 en forma mas sencilla. Sea 4 una matriz de 2 X 2 y sean u'y v dos vectores
u v
de dos componentes. Sean u = l yv= "|. Estos vectores estan dados en la figura 4.31.
U &)
Elarea generada poruy vse define como el area del paralelogramo dado en la figura. Se puede
U Vi

pensar que u 'y v son vectores en R® que estan en el plano xy. Entonces u=|u, |, v=| v, |,y

.. 0 0
i j k
area generada por uy v = |u X v| =luy u, 0
v v, 0
:|(“1"2 - “2V1)k| :|“1V2 — WV
ay dp , , , ayu + apy
Ahorasea 4= ,u'=Auy v = Av. Entonces u’ =
ay Ay Ayt + aniy
, apvy +apy,
v = .
ay vy + ayv,
z
A
e Area
v
V= ! u
v, u= 1
vZ
> X
0
Figura 4.31
El rea de la regién sombreada es el area generada
poruyv.
(Cual es el area generada por u’ y v'? Se calcula siguiendo los pasos anteriores.
4

U v
" Observe que este es el valor absoluto de det [u1 u‘].
2 2
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i i k
Area generada poru’ yv' =0’y V| = ||ayu + apiy  ayuy + apu, 0
ayvy T apy,  dyvp tapv, 0
= |(ayuy + apu)(ay vy + apv,) = (ayuy + any)(ay vy = apv))|
La manipulacién algebraica verifica que la ultima expresion es igual a
[(ay @y — ayyay,) (U v, — uyv))| = =det 4 (area generada poruy v)

Entonces (en este contexto): e/ determinante tiene el efecto de multiplicar el drea. En el problema
48 se pide al lector que demuestre que de cierta forma un determinante de 3 X 3 tiene el efecto
de multiplicar el volumen.

Interpretacion geométrica del triple producto escalar

Sean u, vy w tres vectores que no estan en el mismo plano. Entonces forman los lados de un
paralelepipedo en el espacio (vea la figura 4.32). Calculemos su volumen. La base del paralele-
pipedo es un paralelogramo. Su area, de (3), es igual a [u X v|.

A
w
u Xy i v
0 .
Figura 4.32
Tres vectores u, vy w, que no estan en el mismo
A u plano, determinaran un paralelepipedo en [,

El vector u X v es ortogonal tanto a u como a v, y por ello es ortogonal al paralelogramo
determinado por uy v. La altura del paralelepipedo, /, se mide a lo largo del vector ortogonal
al paralelogramo.

Del analisis de la proyeccion en la pagina 251, se ve que / es el valor absoluto de la com-
ponente de w en la direccion (ortogonal) u X v. Asi, de la ecuacion (4.3.10) en la pagina 264:

. ., w-(uXy
h = componente de w en la direcciéon u X v = w-(uxv)
[u Xv|
Entonces
Volumen del paralelepipedo = area de base X altura
[w - (uXv)|
=luXyv||————|=|w-(uXv)
[u Xv|
Es decir,

El volumen del paralelepipedo determinado por los tres
vectores u, vy w es igual a |[(u X v) - w|. Dicho de otro modo, “4.44)
valor absoluto del triple producto escalar de u, vy w.
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Semblanza de...

Josiah Willard Gibbs y los origenes
del analisis vectorial (1839-1903)

Como se ha observado anteriormente, el estudio de los vectores
se origind con la invencién de los cuaterniones de Hamilton. Ha-
milton y otros desarrollaron los cuaterniones como herramientas
matematicas para la exploracién del espacio fisico. Pero los resul-
tados fueron decepcionantes porque vieron que los cuaternio-
nes eran demasiado complicados para entenderlos con rapidez y
aplicarlos facilmente. Los cientificos se dieron cuenta de que mu-
chos problemas se podian manejar considerando la parte vecto-
rial por separado y de este modo comenzé el analisis vectorial.

Este trabajo se debe principalmente al fisico estadounidense
Josiah Willard Gibbs (1839-1903). Como nativo de New Haven,
Connecticut, Gibbs estudié matematicas y fisica en la Universi-
dad de Yale y recibio el grado de doctor en 1863. Posteriormen-
te estudié matematicas y fisica en Paris, Berlin y Heidelberg. En
1871, fue nombrado profesor de fisica en Yale. Era un fisico origi-
nal que realizé muchas publicaciones en el area fisicomatemati-
ca. El libro de Gibbs Vector Analysis aparecié en 1881 y de nuevo
en 1884. En 1902 publicé Elementary Principles of Statistical Me-
chanics. Los estudiantes de matematicas aplicadas se encontra-
ron con el singular fenémeno de Gibbs en las series de Fourier.

El libro pionero de Gibbs, Vector Analysis era en realidad un
panfleto pequeiio impreso para la distribucién privada—en prin-
cipio para que sus estudiantes lo usaran—. De cualquier forma,
cred un gran entusiasmo entre aquellos que veian una alternati-
va a los cuaterniones, por lo que pronto el libro fue ampliamente
difundido. Finalmente, el material se convirtié en un libro formal
escrito por E. B. Wilson. El libro Vector Analysis de Gibbs y Wilson
se basaba en la catedra de Gibbs, y se publicé en 1901.

Todos los estudiantes de fisica elemental se encuentran con
el trabajo de Gibbs. En la introduccion a la fisica, un espacio vec-
torial se ve como un segmento de recta dirigido, o flecha. Gibbs
dio definiciones de igualdad, suma y multiplicacién de vectores;
éstas son esencialmente las definiciones dadas en este capitulo.
En particular, la parte vectorial de un cuaternién se escribia como
ai + bj + ck, y ésta es la forma en que ahora se describen los
vectores en R3,

Gibbs definié el producto escalar, inicialmente sélo para los
vectores i, j, k:

iri=j-j=k-k=1
i-j=j-i=i-k=k-i=j-k=k-j=0
Siguid a esto la definicion mas general. Gibbs aplic el producto

escalar en problemas referentes a la fuerza (recuerde, primero
era fisico). Si F es un vector de fuerza de magnitud |F| que actua
en la direccion del segmento 0Q (vea la figura 4.33), entonces,
la efectividad de esta fuerza al empujar un objeto a lo largo del
segmento @) (es decir, alo largo del vector u) estd dada por F - u.
Si Ju| = 1, entonces F - u es la componente de F en la direc-
cién de u. También el producto cruz tiene un significado fisico.

ofAH WILLARD GIBBS

THERMODYNAMIGIS

Josiah Willard Gibbs
(The Granger Collection, Nueva York)

(=)
]
A

X
Figura 4.33

—
La efectividad de F en la direccion de OP es la

—
componente de F en la direccion de OP (= u) siu = 1.

Suponga que un vector de fuerza F actia en un punto P en el
H
espacio en la direccion de PQ. Si u es el vector representado por

ﬁ
0P, entonces el momento de fuerza ejercido por F alrededor del
origen es el vector u X F (vea la figura 4.34).

z Q
F
m P
0 >y
X
Figura 4.34

El vector u X F es el momento de la
fuerza alrededor del origen.

Tanto el producto escalar como el producto cruz entre vecto-
res aparecen frecuentemente en las aplicaciones fisicas que in-
volucran el calculo de varias variables. Estas incluyen las famosas
ecuaciones de Maxwell en electromagnetismo.

Al estudiar matematicas al final del siglo xx, no debemos per-
der de vista el hecho de que la mayor parte de las matematicas
modernas se desarrollaron para resolver problemas del mundo
real. Los vectores fueron desarrollados por Gibbs y otros para fa-
cilitar el andlisis de los fenémenos fisicos. En ese sentido tuvieron
un gran éxito.



4.4 El producto cruz de dos vectores

Resumen 4.4

Seau = aji + bjj + c;ky v = a,i + b,j + ¢,k. Entonces el producto cruz o producto vectorial de u
y v, denotado por u X v, esta dado por

uXv=|aq b ¢
a b o
Propiedades del producto cruz
i) uX0=0xXu=0.
i) uXv=—vXu.
iii) (au) Xv=a(uXv).
iv) uX(v+w)=(uXv)+(uXxXw).
v) (uXv-w)=u-(vXw) (el triple producto escalar).
vi) u X ves ortogonal tanto a u como a v.
vii) Siuni v son el vector cero, entonces u'y v son paralelos siy solo siu X v = 0.

Si ¢ es el angulo entre u y v, entonces |u X v| = |u||[v] sen ¢ = area del paralelogramo con
ladosuyv.

AUTOEVALUACION 4.4
I) ixk—kXi=
a) 0 b) j c) 2j d) —2j

M i-(jxXk)=

a) 0 b) 0 c) 1 d)i—j+k
D) ixjxk
a) 0 b) 0 o 1 d) no esta definido

IV) G+ XG+k) =
a) 0 b) 0 0 1 d) i—j+k

V) Elseno del angulo entre los vectores u'y w es

Jux wl Jux wl
a) b)
Juf[w ju- wl
©) |u-w| d) |u><w|—|u~w|
]
VI) uXu=

a) |uf? b) 1 ¢ 0 d) 0
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@ Respuestas a la autoevaluacion

I) d) 1))

V) d) V)

9)

III) b) = vector cero [Nota. i X j X k esta definido

porque (i X j) X k=0=1iX][jXKk)

a)

VI) ¢) = vector cero

MANEJO DE LA CALCULADORA 4.4

El producto cruz de dos vectores se puede encontrar directamente utilizando el coman-
do CROSS; esto es, encuentreu X v,conu = (5,6,3)yv=(—1,7,2)

D SOOEED
<
CDEDEAA6d

que da por resultadou X v = (=9, —13, 41).

RAD HYZ HER R= *
HOHEZ

:.Ull LLREL R TRCT T Y s

DO L R LA R ) [ ]

055

C

[ D6 2

=3 e

]
1

wsoxl L | | |

® Problemas 4.4

En los problemas 1 al 27 encuentre el producto cruzu X v.

.u=i—7j—3k;

.u=2i—jtk;

. u=3i—4j + 2k;

u = 6i + 10j + 3k;

u = ai+ bj + ck;

. u=4i — 10j — 5k;
v=4i+2j+2k
.u=adai+a+ dk;
. u= —4i— 3j+ 5k;
. u=4i+ 55— 5k;

v = 9i + 3j — 8k

v=ci+d

.u=3i—Tv=i+k
.u=—Ti+ 9j— 8k;
.u=2i—T7k;v=—3i — 4j
u = ai + bj;

u = 10i + 10k;

v=—8 —2j+9k

v =6i — 3j + 5k
v=—10i + 7j + 9k

v=—i+7 -3k

v=i+j+k
v=—10i — & + 7k

v = bi + bj + bk
v=—i—3j—-3k
v=4i+3j— 7k

2.
.u= —Tk;
. u=—5i+ 1j — 10k;

u=2i—-35 v=

cu=10i + 7§ — 3k;
. u= —i—2j+ 5k;
. u=4i—4j+9k;
. u=di+ bj+ ck;

. u=6i + 6j — 7k;

—9i + 6

v=j+ 2k

v=10i — 7j + 10k

.u=ag+bk; v=ci+dk
.u=2i—3j+k v=i+2j+k
.u=it+2i+k v=—-i+6j—k
.u=i+7 -3k v=-i—7j+3k
.u=4i+ 5 +5k; v=-2i+3—7k

v=—3i+4j- 3k
v=—2i+4j+ 8k
v=—10i —j— 2k
v =ai+ bj — ck

v=—j+3k



28.

29.

30.

31.

4.4 El producto cruz de dos vectores

Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tantoau =i — 3j + 6k comoav = —2i —
i+ 2k

Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tanto au = —4i — 3j + Skcomoav = —2i —
itk

Ultilice el producto cruz para encontrar el seno del angulo ¢ entre los vectores u = 2i + j

—kyv=-3i - 2j + 4k.

Ultilice el producto escalar para calcular el coseno del angulo ¢ entre los vectores del
problema 30. Después demuestre que para los valores calculados, sen? ¢ + cos?> ¢ = 1.

En los problemas 32 al 39 encuentre el area del paralelogramo con los vértices adyacentes dados.

32.
34.
36.
38.
40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

**48.

(1, -2,3);(2,0,1); (0,4, 0) 33. (—8,0,10),(—3,2, —6), (5, —5,0)
(—2,1,0)(1,4,2);(=3,1,5) 35. (7, -2, -3);(—4,1,6); (5, =2, 3)

(a, 0, 0); (0, b, 0); (0,0, ¢) 37. (a, b, 0); (a, 0, b); (0, a, b)

4,8,10); (1, =8, =7); (— 5,7, —95) 39. (7, —5,9);(—3, -6, =5); (2, -1, =3)

Demuestre que ju X v|* = |[ul* |v]* — (u - v)>. [Sugerencia: Escribalo en términos de compo-
nentes.]

Utilice las propiedades 3.2.1, 3.2.4, 3.2.2 y 3.2.3 (en ese orden) para probar los incisos 1),
il), 1ii) y iv) del teorema 4.4.2.

Pruebe el teorema 4.4.2 inciso v) escribiendo las componentes de cada lado de la igual-
dad.

Pruebe el teorema 4.4.2 inciso vi). [Sugerencia: Utilice los incisos i) y v) y la propiedad
de que el producto escalar es conmutativo para demostrar queu - (uX v) = —u - (u X v).]

Pruebe el teorema 4.4.2 inciso vii). [Sugerencia: Use el teorema 4.3.3, pagina 263, la pro-
piedad 3.2.6, pagina 199, y la ecuacion (4.4.2).]

Demuestre que siu = (a,, by, ¢|), V= (a,, by, ¢;) Y W = (a3, b5, c5), entonces
a b ¢
u-(vXw)=|a, b ¢
a, by
Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectoresi — j, 3i + 2k, —7j+ 3k.

- = -
Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores PQ, PR y PS', don-
deP=2,1,-1),0=(-3,1,4),R=(—-1,0,2)y S = (-3, —1,5).

El volumen generado por tres vectores u, vy w en R* esta definido como el volumen del
paralelepipedo cuyos lados son u, vy w (como en la figura 4.32). Sea 4 una matriz de 3 X
3yseanu, = Au, v, = Avy w; = Aw. Demuestre que

Volumen generado por u,, v;, w; = (det 4)(volumen generado por u, v, w).

Esto muestra que el determinante de una matriz de 2 X 2 multiplica el area; el determi-
nante de una matriz de 3 X 3 multiplica el volumen.
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Triple producto
cruz

2 31 2 1 -1
49. Sea A={4 —1 5|, u=|—-1|, v=|0| y w=| 3|
1 0 6 0 4

a) Calcule el volumen generado poru, vy w.

b) Calcule el volumen generado por Au, Avy Aw.

¢) Calcule det 4.

d) Demuestre que [volumen en el inciso »)] = (*det 4) X [volumen en el inciso «)].

50.

El triple producto cruz de tres vectores en R? esta definido como el vector u X (v X w). De-
muestre que

uX (vXw)=(@-wy-—(u-v)w

&2 En los problemas 51 al 54 calcule u X v con calculadora.

51. u=(—0.346, —0.517, —0.824); v = (—0.517,0.811, 0.723)
52. u=(—15,27,83); v=(—84,—77,51)

53. u = (1.4193, 0.2916, 0.1978); v = (1.5877, —0.8045, 0.6966)
54. u= (5241, —3199,2386); v = (1742, 8233, 9416)

O EJercicios con MATLAB 4.4

1. Utilice MATLAB para calcular el producto cruz de los vectores dados en los problemas 1,
2, 3,4y 10 de esta seccion. Verifique sus respuestas calculando los productos escalares de
los resultados con los vectores individuales (;qué valor deben tener estos productos escala-
res?). El producto cruz u X v esta definido como un vector de 3 X 1 dado por

[u(2)*v(3)-u(3)*v(2); -u(l)*v(3)+u(3)*v(l);
u(l)*v(2)=v(1l)*u(2)].

También puede utilizar el comando cross. Para mas informacién utilice doc cross
desde la pantalla de comandos de MATLAB.

2. a) Dé tres vectores aleatorios de 3 X 1, u, vy w (use 2*rand (3, 1) -1). Calcule u - (v X
w), el producto escalar de u con v X w (esto es u' *cross (v,w)). Sea B = [u v w].
Encuentre det(B). Compare det(B) con el producto escalar. Haga lo mismo para varios
juegos de u, vy w. Formule una conclusion y después pruébela (lapiz y papel).

b) Sean u, vy w tres vectores aleatorios de 3 X 1y sea 4 una matriz aleatoria de 3 X 3. Sea
A = round (10* (2*rand (3)-1)). Calcule ju - (v X w)|, |[4u - (4Av X Aw)| y |det(A4).
(En MATLAB, abs (a) dé |al.) Haga esto para varias matrices 4 hasta que pueda
formular una conclusion respecto a las tres cantidades calculadas. Pruebe sus conclu-
siones para otras matrices aleatorias A.

Segun sus conclusiones, ;qué significado geométrico tiene |det(A)[?

¢) (Lapiz y papel) Usando a) demuestre que Au - (4v X Aw) = det ([4u Av Aw]), donde

A es una matriz de 3 X 3. Argumente por qué [Au Av Aw] = AB, donde B = [uv w].
Ahora pruebe la conclusion obtenida en el inciso b).
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4.5 Rectas y planos en el espacio

En el plano R? se puede encontrar la ecuacion de una recta si se conocen dos puntos sobre la
recta, o bien un punto y la pendiente de la misma. En R? la intuicién dice que las ideas bésicas
son las mismas. Como dos puntos determinan una recta, debe poderse calcular la ecuacion de
una recta en el espacio si se conocen dos puntos sobre ella. De manera alternativa, si se conoce
un punto y la direccion de una recta, también debe ser posible encontrar su ecuacion.
Comenzamos con dos puntos P = (xl,_y>1, z,)y O = (x,, 5, z,) sobre una recta L. Un vector

paralelo a L es aquel con representacién PQ. Entonces,
ﬁ
v=PO = (x; = x)i+ (, —y)i +(z — 2k 4.5.1)
_)
es un vector paralelo a L. Ahora sea R = (x, y, z) otro punto sobre la recta. Entonces PR es
%
paralelo a PO, que a su vez es paralelo a v, de manera que por el teorema 4.3.3 en la pagina 263,
H
PR =tv 4.5.2)

para algin namero real z. Ahora vea la figura 4.35. Se tiene (en cada uno de los tres casos po-
sibles)

- —>
OR =0P + PR 4.5.3)
y al combinar (4.5.2) y (4.5.3) se obtiene

—> —>
OR = 0P + tv 454
z z R z
0 0
P, P,

R » P R )

0 0 4 0
X X X

a) b) c)

Figura 4.35
- -
En los tres casos OR = 0P + PR.

Laecuacion (4.5.4) se denomina ecuacion vectorial de larecta L. Si Resta sobre L, entonces (4.5.4)
se satisface para algiin numero real 7. Inversamente, si (4.5.4) se cumple, entonces invirtiendo los
ﬁ
pasos, se ve que PR es paralelo a v, lo que significa que R esta sobre L.
Si se extienden las componentes de la ecuacion (4.5.4) se obtiene

xi+tyj+tzk=xji+yj+zk+ 0, —x)i+ty,—py)ittz—z)k

x=x;+ t(x, — xy)

O sea y=y i — ) 4.5.5)
z=1z,+ tz, — zy)

Las ecuaciones (4.5.5) se denominan ecuaciones paramétricas de una recta.

Ecuacion vectorial
de la recta

Ecuaciones
paramétricas
de una recta
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Ecuaciones
simétricas

de una recta

Por ultimo, al despejar ¢ en (4.5.5) y definir x, — x, = a,y, =y, =byz, — z; = ¢, se en-
cuentra que sia, b, ¢ # 0,

AT _ YT _f274

4.5.6
a b c ( )

Las ecuaciones (4.5.6) se llaman ecuaciones simétricas de una recta. Aqui a, b y ¢ son numeros
directores del vector v. Por supuesto, las ecuaciones (4.5.6) son validas solo si a, b y ¢ son dife-
rentes de cero.

C EJEMPLO 4.5.1 Determinacion de las ecuaciones de una recta

Encuentre las ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por los
puntos P=(2,—-1,6)y O = (3,1, =2).
A Solucion  Primero se calcula v = (3 — 2)i + [1 — (= 1)]j + (=2 — 6)k =i + 2j — 8k.
—> —>

Después, de (4.5.4), si R = (x, y, z) esta sobre la recta, se obtiene OR = xi + yj + zk = 0P + 1v
=2i—j+ 6k + #«(i + 2j — 8k), o sea,

x=2+1t y=-1+2t z=6— 8t ecuaciones paramétricas
Por ultimo, como a = 1, b = 2y ¢ = —8§, las ecuaciones simétricas son

x—=2 y+l z-6
1 2 -8

ecuaciones simétricas 4.5.7)

Para verificar estas ecuaciones, se comprueba que (2, —1, 6) y (3, 1, —2) estén en realidad en la
recta. Se tiene [después de insertar estos puntos en (4.5.7)]

2-2 —1+1_6-6_
=

3-2 1+1_-2-6
1 2 -8

0

=1

Se pueden encontrar otros puntos en la recta. Por ejemplo, si 7 = 3, se obtiene

_x—2 y+l z-6
1 2 -8

3

lo que lleva al punto (5, 5, —18).

C EJEMPLO 4.5.2 Obtencion de las ecuaciones simétricas de una recta

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos (1, —2, 4) y es paralela
al vectorv=1i+j— k.

A Solucion  Se usa la formula (4.5.6) con P = (x, y, z;) = (1, =2, 4) y v como se dio, de
maneraquea = 1,b=1yc= —1.Estollevaa

x—1 _y+2 z—-4
1 1 -1

(Qué pasa si uno de los nimeros directores a, b y ¢ es cero?
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EJEMPLO 4.5.3 Determinacion de las ecuaciones simétricas de una recta cuando
un numero director es cero

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que contiene los puntos P = (3,4, —1)y Q =
(=2,4,6).

A Soluciéon Aquiv= -5+ T7kya= —5,b=0,c="7. Entonces una representacion

paramétrica de larectaes x = 3 — 5¢, y =4y z = —1 + 7¢ Despejando 7 se encuentra que
x—3 z+1
= = 4
3 7 y vy

La ecuacion y = 4 es la ecuacion de un plano paralelo al plano xz, asi que se obtuvo una ecua-
cion de una recta en ese plano.

EJEMPLO 4.5.4 Determinacion de las ecuaciones simétricas de una recta cuando
dos numeros directores son cero

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos P = (2, 3,
-2)y0=(2,-1,-2). G} Advertencia

Solucic ; . Las ecuaciones paramétricas o simétri-
A 501UCion  Aqui v = —4j de manera que a = 0, b = =4y ¢ = 0. Una cas de una recta no son Unicas. Para ver

representacién paramétrica de la recta es, por la ecuacidén (4.5.5), dada por esto, simplemente comience con otros
x=2,y=23—41z= —2 Ahora x = 2 es la ecuacion de un plano paralelo dos puntos arbitrarios sobre la recta.
al plano yz, mientras que z = —2 es la ecuacién de un plano paralelo al plano

xy. Su interseccion es la recta x = 2, z = —2, que es paralela al eje y y pasa por los puntos

(2,0, —2). De hecho, la ecuacién y = 3 — 4¢ dice, en esencia, que y puede tomar cualquier valor
(mientras que x y z permanecen fijos).

C EJEMPLO 4.5.5 |lustracion de la falta de unicidad en las ecuaciones
simétricas de una recta

En el ejemplo 4.5.1 la recta cuyas ecuaciones se encontraron contiene al pun-
to (5,5, —18). Al elegir P = (5,5, —18) y O = (3, 1, —2), se encuentra que
v=—2i —4j+ 16k, demaneraque x =5 — 2,y =5 —4tyz= —18 +
16¢. (Observe que si t = % se obtiene (x, y, z) = (2, —1, 6).) Las ecuaciones
simétricas son ahora

P > b
x—=5 y—5 z+18 G Yo Z0)

-2 —4 16 X

Note que (=2, —4, 16) = —2(1, 2, —8). Figura 4.36

Asi como la ecuacidn de una recta en el espacio se obtiene especificando un punto sobrela  Elvector n es ortogonal
recta y un vector paralelo a esta recta, pueden derivarse ecuaciones de un plano en el espacio algﬁos los vectores en el
especificando un punto en el plano y un vector ortogonal a todos los vectores en el plano. Este plane
vector ortogonal se llama vector normal al plano y se denota por n (vea la figura 4.36). Vector normal

Sea P un punto en el espacio y sea n un vector dado diferente de cero. Entonces el con-
junto de todos los puntos Q para los que PQ - n = 0 constituye un plano en R>.
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Notacion. Por lo general, un plano se denota por el simbolo 7r.

Sea P = (x,, Yo, Z,) un punto fijo sobre un plano con vector normal n = ai + bj + ck. Si
_)
0 = (x, y, z) es otro punto en el plano, entonces PO = (x — x)i + (y — yo)i + (z — zp)k.
— —>
Como PQ L n, tenemos que PO - n = 0. Pero esto implica que

alx —xg) +b(y —yy) +c(z—2z5) =0 4.5.8)

Una manera mas comun de escribir la ecuacion de un plano se deriva de (4.5.8):

Ecuacion cartesiana de un plano

ax +by +cz=d 4.5.9)
ﬁ
donde d = ax, + by, + cz,=0P - n

@ EJEMPLO 4.5.6 Determinacion de la ecuaciéon de un plano que pasa por un punto
dado y tiene un vector normal dado

Encuentre un plano 7 que pasa por el punto (2, 5, 1) y que tiene un vector normaln = i — 2j
+ 3k.
A Solucion  De (4.5.8) se obtiene directamente (x — 2) — 2(y — 5) + 3(z — 1) = 0, es decir,
xX—=2y+3z=-5 (4.5.10)
Los tres planos coordenados se representan de la siguiente manera:

i) El plano xy pasa por el origen (0, 0, 0) y cualquier vector a lo largo del eje z es normal
a él. El vector mas simple es k. Asi, de (4.5.8) se obtiene O(x — 0) + 0(y — 0) + 1(z — 0)
=0, lo que lleva a

z=0 4.5.11)
como la ecuacion del plano xy. (Este resultado no debe sorprender.)
ii) El plano xz tiene la ecuacion
y=0 4.5.12)

iii) El plano yz tiene la ecuacion

w
Il
o

4.5.13)

El dibujo de un plano
No es dificil dibujar un plano.

Caso 1. El plano es paralelo a un plano coordenado. Si el plano es paralelo a uno de los planos
coordenados, entonces la ecuacion del plano es una de las siguientes:
x = a (paralelo al plano yz)
y = b (paralelo al plano xz)
z = ¢ (paralelo al plano xy)

Cada plano se dibuja como un rectangulo con lados paralelos a los otros dos ejes coor-
denados. La figura 4.37 presenta un bosquejo de estos tres planos.
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Caso 2. El plano interseca a cada eje coordenado. Suponga que una ecuacion del plano es

ax t+by+cz=d con abc # 0.
z z z
A
/7
7 >y 0 y D
a
X

X X

a) b) €)
Figura 4.37

Tres planos paralelos a algtn plano coordenado.

El cruce con el eje x es el punto (i, 0, 0), el cruce con el eje y es el punto (O, %, Oj y el cruce

con el eje z es el punto [0, 0, ﬁj
c

Paso 1. Grafique los tres puntos de cruce.

Paso 2. Una los tres puntos de cruce para formar un triangulo.

Paso 3. Trace dos lineas paralelas, dibuje un paralelogramo cuya diagonal es el tercer lado del
triangulo.

Paso 4. Extienda el paralelogramo dibujando cuatro lineas paralelas.

Este proceso se ilustra con la grafica del plano x + 2y + 3z = 6 en la figura 4.38. Los cruces
son (6, 0, 0), (0, 3,0)y (0, 0, 2).

Tres puntos no colineales determinan un plano ya que determinan dos vectores no para-
lelos que se intersecan en un punto (vea la figura 4.39).

Figura 4.38

Dibujo del plano x + 2y + 3z = 6 en cuatro pasos.
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My wota

Observe que dos planos paralelos pue-
den ser coincidentes. Por ejemplo, los 0
planos x + y+ z= 1y 2x + 2y + 2z

CariTuLo 4 Vectores en R? y R?

EJEMPLO 4.5.7 Determinacion de la ecuacién de un plano que pasa

por tres puntos dados

Encuentre la ecuacion del plano que pasa por los puntos P = (1,2,1), 0 =(=2,3, -1)yR =
(1,0, 4).

X
Figura 4.39 Figura 4.40
Los puntos P, Q y R determinan un plano El plano —x + 9y + 6z = 23.

siempre que no sean colineales.

. — —
A Solucion  Los vectores PO =-3i+j—2ky QR =3i—3j+ Skestanen el plano y
por lo tanto son ortogonales al vector normal, de manera que

. . i i k
n= PO X OR=|-3 1 —2|=—i+9j+6k
3 -3 5

y se obtiene, usando el punto P en la ecuacion (4.5.8),
m—(x—1)+9(y—-2)+6(z—1)=0
es decir,
—x+ 9y + 6z=23

Observe que si se escoge otro punto, digamos Q, se obtiene la ecuacion —(x + 2) + 9(y — 3)
+ 6(z + 1) = 0, que se reduce a —x + 9y + 6z = 23. La figura 4.40 presenta un bosquejo de

este plano.

@Definicién 4.5.2

Planos paralelos

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos, es decir, si el producto
cruz de sus vectores normales es cero.
En la figura 4.41 se dibujaron dos planos paralelos.

z

> Q.,

o= y
Figura 4.41

= 2 son coincidentes (son el mismo). X Se dibujaron dos planos paralelos.
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C EJEMPLO 4.5.8 Dos planos paralelos
Los planos 7r: 2x + 3y — z = 3y m,: —4x — 6y + 2z = 8 son paralelos ya que n, = 2i + 3j — k,
n, = —4i — 6j + 2k = —2n, (yn, X n, = 0).
Si dos planos no son paralelos, entonces se intersecan en una linea recta.

@ EJEMPLO 4.5.9 Puntos de interseccion de planos

Encuentre todos los puntos de interseccidon de los planos 2x — y —z=3yx + 2y + 3z =17.

A Solucion  Las coordenadas de cualquier punto (x, y, z) sobre la recta de interseccion
de estos dos planos deben satisfacer las ecuaciones x + 2y + 3z = 7y 2x — y — z = 3. Resol-
viendo este sistema de dos ecuaciones con tres incognitas mediante reduccion por renglones se
obtiene, sucesivamente,

1 3 7 R —>R,—2R, (1 2 3 7
2 -1 3 0o -5 =7 | -1
R,—>—1R, 2 3 7| R->R-2r, (1 O % | %
7 11 7 11
2 1 < | < 01 ¢ | %
5 5 5 5
11 7 13 1 S 1es .
Por lo tanto, y = 5 (5)2 yx=-4 - (g)z. Por ultimo, con z = ¢ se obtiene una representa-
cion paramétrica de la recta de interseccion: x = ? - %t. y= 15—1 - %l yz=1.

A partir del teorema 4.4.2, inciso vi), en la pagina 270, se puede derivar un hecho intere-
sante: si w esta en el plano de u y v, entonces w es perpendicular a u X v, lo que significa que
w - (u X v) = 0. Inversamente, si (u X v) - w = 0, entonces w es perpendicular a (u X v), de
manera que w se encuentra en el plano determinado por uy v. De lo anterior se concluye que

Tres vectores u, vy w son coplanares si y
s6lo si su producto triple escalar es cero.

(R» Resumen 4.5

« Sean P = (x;, ¥;, 2;) Y O = (X5, 5, 2,) dos puntos sobre una recta L en R®. Sea v = (x, — x))i +
D =yit (@ —zpkyseaa=x, —x, b=y, =y yc=z,—z.

o r . H ﬁ
Ecuacion vectorial de una recta: OR = 0P + ¢v.

Ecuaciones paramétricas de una recta: x=x; tat
y=y + bt
z=2z t+ct

X™8_Y7h_z274
a b
+ Sea P un punto en R*y sea n un vector dado diferentes de cero; entonces el conjunto de todos los

Ecuaciones simétricas de una recta: ,sia, by cson diferentes de cero.

ﬁ
puntos Q para los que PQ - n = 0 constituye un plano en R*. El vector n se llama vector normal
al plano.

285
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* Sin=udai+ bj+ cky P = (xy ¥y 2p), €ntonces la ecuacion del plano se puede escribir (p. 282)
ax +by +cz=d
donde
_)
d=axy,+ by, + czy=0P - n
» El plano xy tiene la ecuacion z = 0; el plano xz tiene la ecuacion y = 0; el plano yz tiene la ecua-
cion x = 0. (p. 282)

* Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Si los dos planos no son para-
lelos, entonces se intersecan en una linea recta. (p. 284)

® AUTOEVALUACION 4.5

I) Larecta que pasa por los puntos (1, 2,4)y (5, 10, 15) satisface la ecuacion

x-1 y-2 z-1
,v,2)=(1,2,4)+1(4,8,11 b = =
@) (x,2.2)=(12,4)+1(4,81) ) o=l

x-=5 y-10 z-15
4 8 11

¢) (x,»,z)=(510,15)+s(4,8,11) d)

IT) La recta que pasa por el punto (7, 3, —4) y es paralela al vector i + 5j + 2k satis-
face la ecuacion .

x=7 y-3 z+4

& 1 5 2 b) (x,5,2)=(1,52)+1(7,3,-4)
C) xg7=y;3=2+24 d) (x’y’z):(7933_4)+S(8,8,—2)

I1I) La ecuacion vectorial (x, y, z) — (3, 5, =7) = t(—1, 4, 8) describe

a) la recta que pasa por (—1, 4, 8) y es paralela a 3i + 5§ — 7k

b) la recta que pasa por (—3, —5, 7) y es paralela a —i + 4j + 8k

¢) la recta que pasa por (3, 5, —7) y es perpendicular a —i + 4j + 8k
d) la recta que pasa por (3, 5, —7) y es paralela a —i + 4j + 8k

IV) El plano que pasa por (5, —4, 3) que es ortogonal a j satisface

@) y=—4 B (x=5+(=3)=0
) x+y+z=4 d) 5x —4y +3z=—4

V) Elplano que pasa por (5, —4, 3) quees ortogonal ai + j + k satisface

a) y=—4 b) (x =51 = +4d/l=(-3)1
x+ty+tz=4 d) Sx —4y +3z=—4

VI) Elvector ___ esortogonal al plano que satisface 2(x — 3) — 3(y + 2) +
5(z—=5)=0.
a) —3i+2j— 5k b) 2i — 3j+ 5k

¢) 2-3)i+(-3+2)j+ (G —-95k d) 2)(=3)i + (=3)2)j + O)(—k



VII) El plano que satisface 6x + 18y — 12z = 17 es

4.5 Rectasy planos en el espacio

al plano —5x — 15y +

10z = 29.
a) idéntico b) paralelo
¢) ortogonal d) ni paralelo ni ortogonal

@ Respuestas a la autoevaluacion

1) a), b), ¢), d) 1) a) 1) d)
V) o) VI) b) VII) b)

IV) a)

® Problemas 4.5

En los problemas 1 al 19 encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas y las

simétricas de la recta indicada.

Contienea (1, -1, 1)y (—1,1, —1)
Contienea (1, 1, 1)y (1, —1, 1)

Contiene a (7,9, —8) y (9, 3, —8)
Contienea (2,3, —4)y (3,2, 1)

Contienea (1,2,3)y (3,2, 1)

Contiene a (—5, 1, 10) y (10, —7, 10)
Contienea (1,2,3)y (—1,2, —2)

Contiene a (2, 2, 1) y es paralelaa 2i — j — k

I A L

Contiene a (—1, —6, 2) y es paralela a 4i + j — 3k

o
=

Contiene a (10, 0, 6) y es paralela a —8i — 2j + 9k

[a—y
-

. Contiene a (=2, 3, —2) y es paralela a 4k

—
N

. Contiene a (—2, 3, 7) y es paralela a 3j
. Contiene a (6, 10, 3) y es paralela a —10i + 7j + 9k

ke
= W

. Contiene a (a, b, ¢) y es paralela a di

[a—y
9]

. Contiene a (a, b, ¢) y es paralela a dj + ek

o
[=))

. Contiene a (a, b, ¢) y es paralela a dk

—
~

Contiene a (—2, 3, 7) y es ortogonal a 3j

18. Contiene a (4, 1, —6) y es paralela a (x—;z) = (y—HJ = (

19. Contiene a (4, 5, 5) y es paralela a _—_2 =2 -=-Tc
20. Sea L, la recta dada por

y sea L, la recta dada por

T N | I |

a b, (&)

2—5)
2

Demuestre que L, es ortogonal a L, siy solo si a,a, + bb, + ¢,c, = 0.

287
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21. Demuestre que las rectas

L.x—3_y+1_z—2
" 4 -1 s -2 2

son ortogonales.
22. Demuestre que las rectas

x—1:y+3:z—3 x—3 y—-1 z-8
1 2 3 -3 6 9

L;:

son paralelas.
La rectas en R* que no tienen la misma direccion no necesitan tener un punto en comun.

23. Demuestre que lasrectas Li: x = 1 + ¢,y = =3 + 2t,z= =2 —ty L,y x = 17 + 3s,
y=4+s,z=—8 — stienen el punto (2, —1, —3) en comun.

24. Demuestre que lasrectas Li: x =2 —t,y =1+ t,z= =2ty L,y x =1+ s,y = —2s,
z = 3 + 2s no tienen un punto en comun.

—> > —>
25. Sea L dada en forma vectorial OR = OP + tv. Encuentre un namero ¢ tal que OR sea per-
pendicular a v.

De los problemas 26 al 29, utilice el resultado del problema 25 para encontrar la distancia entre
la recta L (que contiene a Py es paralela a v) y el origen.

26. P=(2,1,-4); v=i—j+k
27. P=(-3,1,2); v=2i+4j—3k
28. P=(=5,3,1); v=7i+3j+4k
29. P=(-2,—5 —4); v=3j+2k

De los problemas 30 al 35, encuentre una recta L ortogonal a las dos rectas dadas y que pase
por el punto dado.

x+1 y—-2 z+1 x—1_ y+2 z+43

30. :(0,0,0)
2 4 -3 =2 5 6

b

x—=2 y+3 z+1 x+2 y-5 z+3

31. ; ;(—4,7,3)
—4 -7 3 3 —4 -2

32, x=3-2t,y=4+3t,z=—T+5%,x=—2+4s,y=3—-2s5,z=3+5;(—2,3,4)

33. x=4+10t,y=—4—-8t,z=3+Tt;x=-"2t,y=1+4t,z=—7—-3t;,(4,6,0)

+2 y—7 z-1 x+1
3q, XF2_y7T7_zolxrl v 2 g0 o5
10 -8 7 4 -4 9
+ — — J—
35, XF2_y77 1;x=4,2—y=—231;(—10,—1,—2)

6 6 -7
*36. Calcule la distancia entre las rectas

x—2 y—5 z-—1

L: X—4_y—-5_z+2

L:
3 S Y T 1

[Sugerencia: Ladistanciasemidealolargo del vectorvquees perpendiculara L, ya L,. Sea P

un punto en L, y Q un punto en L,. Entonces la longitud de la proyeccion de PQ sobre v
es la distancia entre las rectas, medida a lo largo del vector que es perpendicular a ambas.]
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*37. Encuentre la distancia entre las rectas

x+2 y=7 z-=2 x—1 y+2 z+1
: = = L, = =

L :
T I 3 4 1

De los problemas 38 al 55, encuentre la ecuacion del plano.

38. P=(0,0,0; n=i 39. P=(0,0,0; n=j

40. P=(4,5,—5); n=4i+3j-7k 41. P=(1,2,3); n=i+j

42. P=(1,2,3):; n=i+k 43. P=(—8,0,10); n= —3i+2j— 6k
44. P=(1,2,3); n=j+k 45. P=(2,-1,6); n=3i—j+2k
46. P=(5,-5,0); n=4i+ 8j+ 10k 47. P=(-3,11,2); n=4i+j— 7k
48. P=(0,—1,-2); n= 4j— 3k 49. P=(1,-8,-7):; n=—5i+7j— 5k

50. Contienea (1,2, —4),(2,3,7)y (@4, —1,3)
51. Contienea (1, =2, —4), (3,3,3)y (0,0, —1)
52. (7,-5,9), (=3, =6, =5), (2, -1, —3)

53. Contiene a (1,0, 0), (0, 1, 0) y (0,0, 1)

54. Contiene a (1,0, —4), (3,4,0)y (0, -2, 1)
55. (7,2, 1), (9, —4,5), (5, =3, 1)

Dos planos son ortogonales si sus vectores normales son ortogonales. De los problemas 56 al Planos
62 determine si los planos dados son paralelos, ortogonales, coincidentes (es decir, el mismo) o ortogonales

ninguno de los anteriores.

56. mi x+y+z=2; myu 2x+2p+2z=4

57w x+ 2y +3z=1; m 2x+4y+6z=2
58. m: O x+9y —z=143; 7 x—y— 10z = —-56
5. mi2x—y+z=3 wmyxty—z=17

60. m: 2x —y+z=3; myyx+y+z=3

6l. m: 4x—y+7z=34; m,y 4x+ 5y —z=-75
62. m: 3x—2y+5z=0; m: x+4y—6z=0

De los problemas 63 al 66, encuentre la ecuacion del conjunto de todos los puntos de intersec-
cion de los dos planos.

63. m: Ix—Ty—z=134; a,: 8 — 10y + 10z = 58
64. m: 3x—y+4z=3; @y —4x—2p+T7z=238
65. m: 3x—2y+5z=4; wmy x+4y—6z=1
66. m: 2x—y+17z=4; my 2x—y—z=-7

*67. Sea 7 un plano, P un punto sobre el plano, n un vector normal al plano y Q un punto
fuera del plano (vea la figura 4.42). Demuestre que la distancia perpendicular D de Q al
plano esta dada por

> PO
‘n
D =|proy, PQl:T
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Angulo entre
dos planos

Representaciéon
paramétrica
de un plano

Vectores
coplanares

Figura 4.42

De los problemas 68 al 71 encuentre la distancia del punto dado al plano dado.
68. (=7, =5 -7);9x + 2y + 5z=97
69. (—=7,—-2,—1); —2x + 8z = =5
70. (=3,5,—1); =3x + 6z = =5
71. (3, —=3,0); 8x — 8y — 2z =50
72. Pruebe que la distancia entre el plano ax + by + ¢z = d'y el punto (x,, y,, zo) esta dado por

D— laxy + by, +czy —d|
Jar +b* +¢?

El 4ngulo entre dos planos esta definido como el Angulo agudo’ entre sus vectores normales. De
los problemas 73 al 75 encuentre el angulo entre los dos planos

73. Los planos del problema 63 74. Los planos del problema 64
75. Los planos del problema 66

*76. Sean uy v dos vectores no paralelos diferentes de cero en un plano 7. Demuestre que si w
es cualquier otro vector en 77, entonces existen escalares  y B tales que w = au + Bv. Esto
se denomina representacion paramétrica del plano 7. [Sugerencia: Dibuje un paralelogra-
mo en el que au y Bv formen lados adyacentes y el vector diagonal sea w.]

*77. Tres vectores u, vy w se llaman coplanares si estan todos en el mismo plano 7. Demuestre
que siu, vy w pasan todos a través del origen, entonces son coplanares si y s6lo si el triple
producto escalar es igual a cero: u - (v X w) = 0.

De los problemas 78 al 84 determine si los tres vectores de posicion dados (es decir, con punto
inicial en el origen) son coplanares. Si lo son, encuentre la ecuacion del plano que los contiene.

78. u=2i—3j+4k, v=7i—2j+3k, w=09i—5+7k
79. u=—3i+j+8k v=-2i-3j+5k w=2i+14j—4k
80. u= —2i—9j—4k, v=—-8i—7 —5k w=—2i—9+8k
8. u=5i+4j+7k v=-21+2-3k w=-i—-j—k

8. u=3i—2j+k v=i+j—5k w=—i+5— 16k

83. u=09, v=-3i+8 —3k w=-8i+6—2k

84. u=2i—j—Kk, v=4i+3j+2k w=6i+7j+5k

A

7 Recuerde que un angulo agudo a es un angulo entre 0°y 90°; es decir, entre 0° y Z radianes.
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> Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 al 9 encuentre la magnitud y direccion del vector dado.

1. v=-3i+3j 2. v=(8,10) 3. v=1(-9,10)
4. v=2i+3] 5, v=(z,—2ﬁ) 6. v=,—10)
7. V:(3,_£) 8. v=—12i — 12] 9. v=(-6,1)

Eil) los ejercicios 10 al 14 escriba el vector v, representado por P_Q), en la forma ai + bj. Bosqueje
PQOyv.

10. P=(2,3); O0=(4,)9) 11. P=(1,-2); 0=(7.12)
12. P=(10,10); Q=(-17,10) 13. P=(—1,-6); 0=(,—4%
14. P=(—-1,3); 0=(@3,-1)

En los problemas 15 al 18, con u = (4, —2) y v = (—3, 1) encuentre

15. —3v 16. —2u + 3v

17. 5v + 4u 18. —2(u +v)

En los problemas 19 al 22, con u = 2i + 6jy v = —5i + 7j encuentre

19. Su 20. 2u + 3v

21. 2v + 4u 22. —5u + 6v

En los ejercicios 23 al 31 encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion que el
vector dado.

23 v=i+]j 24. v=—i+j 25. v=—2i+ 3
26. v =11i 27. v=—Ti+3j 28. v =3i + 4
29. v = 8i — 9 30. v=—2i — 4 31. v=—2i+ 10j

32. Siv = 4i — 7jencuentre sen 6 y cos 6, donde 6 es la direccion de v.

33. Encuentre un vector unitario con la direccion opuesta a v = 5i + 2j.

34. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a v = —3i + 4j.

35. Encuentre un vector unitario con la direccion opuesta a la de v = 10i — 7j.

En los ejercicios 36 al 40 encuentre un vector v que tenga la magnitud y direccion dadas.

6. M=2 0=1T" 37 M=6 0=2"
3 3

38. v = 10; ezg 39. M=4 0=m
S

40. v| =7, 6= —
6
En los ejercicios 41 al 45 calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del angulo
entre ellos.
41. u=1li +4j; v=—12i + 9j 42. u= —4i; v=11j
43. u=4i—7j v=>5i+6j 44. u=11i + 4j; v =6i+ 6]
45. u=—-i—2; v=4i+5j
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En los ejercicios 46 al 53 determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguno
de los dos. Después bosqueje cada par.

46. u=2i — 6j; v=—i+ 3j 47. u=-3i+3j j=-T7i+ 6
48. u=4i — 5j; v=>5—4j 49. u=4i — 5j; v=—5i+4j
50. u=—12i — 6j; j= —9i — §j 5. u=-7i— 7} v=—-i+j
52. u=6i+3j j=-3i+1lj 53. u=-7i—7j; v=—-i—j

54. Seanu = 2i + 3jyv = 4i + ¢j. Determine « tal que

a) uy v sean ortogonales.
b) uy v sean paralelos.
¢) Elangulo entreuy vsea %.

d) El angulo entre u 'y v sea %.

En los ejercicios 55 al 62 calcule proy, u.

55.u=—-12i—2j; v=-3i+7j 56. u=14i; v=1i—j
57.u=—i—2j v=-3i+2f 58. u=7-8j; v=—j
59. u=3i+2; v=i-3j 60. u=2i—5; v=-3i—7j
61l. u=06i — 6j; v=4i+4j 62. u=4i—j, v=-3i+6j

63. Sean P=(3,-2),0=4,7),R=(—1,3)yS = (2, —1). Calcule proy;; RTS‘) Y Proy g P_Q)
En los ejercicios 64 al 67 encuentre la distancia entre los dos puntos dados.

64. (4, —-1,7);(—5,1,3) 65. (=9, —10, —1); (12, =3, 3)

66. (2, —7,0); (0,5, —8) 67. (—1,0, —4); (3, —2,6)

En los ejercicios 68 al 71 encuentre la magnitud y los cosenos directores del vector dado.

68. v=—5i+7j— 5k 69. v=1i-2j— 3k

70. v =12i + 3j — 6k 71. v=—i+4j+ 8k

72. Encuentre un vector unitario en la direccion de P_Q>, donde P=3,-1,2)yQ=(—4,1,7).

H
73. Encuentre un vector unitario cuya direccion sea opuesta a la de PQ, donde P = (1, —3,0) y

0=(-7,1,-4).

En los ejercicios 74 al 83 seanu = 3i — 2j + 4k, v= —7i + 4j — Skyw =i + j + k. Calcule:

74. u—v 75. 3v + Sw

76. proy, w 77. proy, (proy,u)
78. proy, u 79. 2u — 4v + Tw
80. 2u + 6v + 3 proy,, v 8l. u-w—w-v

82. Elangulo entreuy v 83. Elanguloentrevy w



Ejercicios de repaso

En los ejercicios 84 al 87 encuentre el producto cruzu X v.

84.
86.
88.
89.

u=3i—j v=2+4k 85. u=10i+j—8k; v=-7i—5j+7k
u=4i—-j+7k; v=-T7i+j—2k 87. u=—-2i+3j—4k; v=-3i+j— 10k
Encuentre dos vectores unitarios ortogonalesau =i — j + 3kyv = —2i — 3j + 4k.
Calcule el area del paralelogramo con vértices adyacentes (1,4, —2), (=3, 1, 6) y (1, =2, 3).

En los ejercicios 90 al 95 encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas y las
simétricas de la recta dada.

90.
91.
92.
93.
94.

95.

96.

97.

98.

Contiene a (3,2, —4)y (0, 2, 3)

Contienea (—1,2, =3)y (=6, 4, 0)

Contiene a (—4,1,0)y (3,0, 7)

Contiene a (—3, 5, —4) y es paralela al vectori — j + k
Contiene a (1, 1, 1) y es perpendicular a 3i — j + k

. X -2 z—
Contiene a (1, —2, —3) y es paralela a xTﬂ = % = 241

Demuestre que las rectas Li: x =3 — 24,y =4+ t,z= -2+ Tty Ly x = -3 + 5,
y=2—4s,z=1+ 65 no tienen puntos en comun.

Encuentre la distancia del origen a la recta que pasa por el punto (3, 1, 5) y que tiene la
direccion dev = 2i — j + k.

7 -1 +6
Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (—1, 2,4) y es ortogonal a L;: XT = yT
_ =z Lxt3 oyl z+43
S VB S 1 4

En los ejercicios 99 al 101 encuentre la ecuacion del plano que contiene al punto dado y es
ortogonal al vector normal dado.

99.
100.
101.
102.

103.
104.

105.

106.

107.

P=(=7,6,-7); n=11i—2j— 6k
P=(,-4,6); n=2j-3k
P=(-4,1,6); n=2i-3j+5k

Encuentre la ecuacion del plano que contiene a los puntos (=2, 4, 1), (3, =7, 5) y
(=1, =2, —1).

Encuentre la ecuacion del plano que contiene a los puntos (—1, 3, 2), (6, 1, 0) y (0, 0, 3).

Encuentre todos los puntos de interseccion de los planos 7: —x + y + z = 3y 7,0 —4x
+2y—T7z=25.

Encuentre (de existir) el punto de interseccion del plano 7r;: —4x + 3y — 2z = 12 y larecta
L:ixi+yj+zk=2+ 14— 24+ 3k, t e R.

Encuentre todos los puntos de interseccion de los planos 7r: —2x + 3y = 6y 7y —2x +
3y +z=3.

Encuentre todos los puntos de interseccion de los planos 7r: 3x — y + 4z = 8 y 7, —3x
—y—11z=0.

293



294 CariTuLo 4 Vectores en R? y R?

108. Encuentre la distancia desde (1, —2, 3) al plano 2x — y — z = 6.
109. Encuentre la distancia desde (3, 4, 8) al plano —x + 3y = 6.
110. Encuentre el angulo entre los planos del ejercicio 97.

111. Demuestre que los vectores de posicionu =i — 2j + k, v = 3i + 2j =3k yw = 9i — 2j —
3k son coplanares y encuentre la ecuacion del plano que los contiene.



111. 127 113. (a) 5 (b) 31;25 (c¢) Los puntos Py Q deben

estar en la misma calle o la misma avenida.
115. (a) 2 Mm, 8 Mm (b) —1.33,7.33; 2.40 Mm, 7.60 Mm

SECCION 1.9 = PAGINA 104
1. x 2 amiba 3. (a) x=—1,0,1,3 (b) [—1,0] U [1,3]
4. (@) x=1,4 () (1,4) 5. () 7.() 9. (c)

11. 13.
400 20

. VIR

—10 -10

15. 17.

5 2000

150

=20 ——t—t +—+ + 20

-1 —2000

Respuestas a la Seccién 1.10

19. 21.

100 5

=50 -1

23. No 25. Si,2
217. 29.
4 0.8

T
N

31. —4 33. 3 35. =4V2= =57 37. No hay solucién
39. 2.5, -25 41. 5+ 2V5~7.99,5 — 2V5 ~ 2.01
43. 3.00,4.00 45. 1.00,2.00,3.00 47. 1.62
49. —1.00, 0.00, 1.00 51. 4 53. No hay solucién
55. 255 57. —2.05,0,1.05 59. [—2.00,5.00]
61. (—oo, 1.00] U [2.00, 3.00] 63. (—1.00,0) U (1.00, c0)
65. (—00,0) 67. (—1,4) 69. [—1,3] 71.0,0.01
73. (a)
20 (b) 67 mi

-6

0 100

SECCION 1.10 = PAGINA 115

Lyx2 2.(@3 (b3 (¢ -1 3.y—2=3x-1)
4. (a) 0;y =3 (b) Noestd definida; x=2 5.3 7.1
211 -2 13, 2,43, -1 15, x+y—4=0
17. 3x =2y —6=0 19. 5x—y—7=0

21. 2x—3y+19=0 23.5¢x+y—11=0
25.3x—y—2=0 27.3x—y—3=0 29.y=35
3l.x+2y+11=0 33 x=-1 35 5x—2y+1=0
37.x—y+6=0

39. (a) ¥ (b) 3x =2y +8=0

41. Todas tienen la misma pendiente.

8

-5 3

— s o

b
b
b

0

SIenr,

b=—f b=-17%




R6  Respuestas a ejercicios seleccionados y exdmenes de capitulo

45. —1,3

43. Todas tienen el mismo
punto de interseccion x.

5 m=1.5

m=0.75
m=0.25
m=0
2 8
m=-0.25
m=-0.75

-5 m=-1.5
47. —1,0
B
2
#7#5####0####§#x
-2
3
51. 0,4 53.3 -3
s
51
#_#5####00####%#)(
31
55. —3,4
’
14
_#2 + 0 + i + >
-1+

6l. x—y—3=0 63. (b) 4x —3y —24 =0 65. 16,667 pies
67. (a) 8.34; la pendiente representa el aumento en dosis para un
afio de aumento en edad. (b) 8.34 mg

6. @)
12000 T
9000 +
6000 +

3000 1

0 500 1000 1500 X

(b) La pendiente representa el costo de produccion por tostador;
el punto de interseccidn y representa el costo fijo mensual.

71. (@) 1 = Zn + 45 (b) 76°F
73. (a) P = 0.434d + 15, donde P es la presién en Ib/pulg? y d es
la profundidad en pies

(b) »

(¢) La pendiente es el aumento en la presion del agua, y el punto de
interseccion y es la presion del aire en la superficie. (d) 196 pies
75. (@) C = 3d + 260

(b) $635

(c) La pendiente representa
costo por milla.

(d) El punto de interseccién y
representa el costo mensual fijo.

500

SECCION 1.11 = PAGINA 121

1. Directamente proporcional; proporcionalidad 2. Inversamente
proporcional; proporcionalidad 3. Directamente proporcional;
inversamente proporcional 4. ixy 5. T=kx 7.v=k/z

9. y=ks/t 11. z=£k\y 13. V= kiwh 15.R:kr%

17.y =7x 19. R=12/s 21. M= 15x/y 23. W = 360/r>

25. C = 16lwh 27. s =500/Vt 29. (@) F=kx (b) 8

(©) 32N 3L (a) C=kpm (b) 0.125 (c) $57,500

33. (@) P=ks> (b) 0.012 (c) 324 35.0.7dB 37. 4

39. 53mi/h 41. (a) R = kL/d*> (b) 0.002916 (c) R =137 Q
43. (a) 160,000 (b) 1,930,670,340 45. 361Ib

k
47. (a) f = I (b) La reduce a la mitad

REPASO DEL CAPITULO 1 = PAGINA 125

1. Propiedad Conmutativa para la adicién
3. Propiedad Distributiva

———

5.-2=x<6 —% ;

7. [5,00) :

9.6 11.+ 13.} 15. 11 17. 4 19. 16x> 21. 12xy®
4r51

23. x%? 25, 3x¥%y2 27, 29. 7.825 X 10'°

57

31 1.65 X 10732 33, 3xyX(day® — y* + 3x?)

35. (x = 2)(x +5) 37. (4r+3)t—4) 39. (5 41)(5+ 41)
4l (x — D> +x+ D+ DE*—x+ 1)

43. x 7P — 1)> 45, (x — 2)(4x? + 3)

47. VX2 +2(x* + x +2)* 49, 6x? —2lx+3 51. =7 +x

3(x + 3 41 1
53 207 — Gx? + 45 55, S0 T3 g 2 59,
x+4 x—4 x+ 1

1
61. o 63. 3V2 —2V3 65. 5 67. No hay solucién
x




7. (a)

[N
WD

[S]
=

Recta de regresién

>

o)

Porcentaje positivo de mosquitos (%)
7

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 *
Flujo (%)

(b) y = —0.168x + 19.89 (c) 8.13%

9. (a) y
80T
15
g T
g
2 70T
Q
o
g 651 Recta de regresion
5 601
o
Hosst,
Ap
0] 71920 1940 1960 1980 2000 X

(b) y = 0.2708x — 462.9 (c) 80.3 afios

11. (a) Hombres: y = —0.1703x + 64.61,
mujeres y = —0.2603x + 78.27; x representa afios desde1900
y (b) 2052

80+ _° Mujeres

Tiempo récord (s)

0‘ 20 40 60 80 100 120 *
Anos desde 1900

CapiTuLo 2

SECCION 2.1 = PAGINA 149

1. valor 2. dominio,rango 3. (a) fyyg
(b) f(5) = 10,¢9(5) = 0 4. (a) elevar al cuadrado, sumar 3

®) x 0] 2] 4|6

fo) |19 7| 3|7

5. f(x) =2(x +3) 7. f(x) = (x — 5)*
luego sumar 2 11. Restar 4, luego dividir entre 3

( ) 15.
Restar 1,
/| tomar raiz cuadrada [\ X ‘f(x)

(entrada) (salida) —

\‘ Restar 1, l/

2 1

— tomar raiz cuadrada [~

\‘ Restar 1, I/ 5
— tomar raiz cuadrada I~

W= O -
0N O N

5

9. Elevar al cuadrado,

Respuestas a la Seccion 2.1 R9

17. 3,3, -6, =2, 94 19. 3,
1 11—a2—
21. ——, -3, -,
3 731+
23. —4, 10, — 3\/ x+7x+12x—3x—4
25.62122|x|2 1) 27. 4,1,1,2,3
29.8, -3, —1,0,—1 3L x>+4x+5x>+6
33.x2+4,x +8x+ 16 35. 3a+2,3(a+h)+23
a a+h 1
37. 5,50 39. . )
at+1lVa+h+1U(a+h+1)a+1)
41. 3 — 5a + 44> 3 — 5a — 5h + 4a® + 8ah + 4h®, —5 + 8a + 4h
43. (—o00,0) 45.[—1,5] 47. {x|x #3} 49. {x|x # =1}
51. [5,00) 53. (—00,00) 55.[3,00) 57.[-2,3) U (3,0)

59. (—00,0] U [6 ) 61. (4,00) 63. (3, 00)

—=3,2,2a+1,—2a+1,2a +2b+1

, no esta definida

65. (a) f(x) == + %

(b) (c) ¥

2

[o BN NN ST
w[Z wie N wis

67. (a) T(x) = 0.08x
(b)

)

0.16
0.32
0.48
0.64

[o T NN N O (e 3

69. (a) C(10) = 1532.1, C(100) = 2100 (b) El costo de produ-
cir 10 yd y 100 yd 71. (¢) C(0) = 1500 71. (a) 50,0 (b) V(0)
es el volumen del tanque lleno, y V(20) es el volumen del tanque
vacio, 20 minutos mds tarde.

© x Vix) V(20)
0 50
5 | 28.125
10 12.5
15 3.125
20 0

73. (a) v(0.1) = 4440, v(0.4) = 1665
(b) El flujo es mas rapido cerca del eje central.

© r o(r)
0 4625
0.1 | 4440
0.2 | 3885
0.3 | 2960
0.4 | 1665
0.5 0




R10 Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

75. (a) 8.66 m, 6.61 m, 436 m

(b) Parecera acortarse.

77. (a) $90, $105, $100, $105

(b) Costo total de un pedido, incluyendo envio

15(40 — x) si0<x <40
79. (a) F(x) =0 sid0=x=65
15(x — 65) six > 65

(b) $150, $0, $150
(¢) Infracciones por violar limites de velocidad

81. 7

83. P

900

850

Poblacion

(x 1000) 800

750

700

1985 1990 1995 2000 t

Afios

SECCION 2.2 = PAGINA 159

1 f(x),x* +2,10,10 2.3 3.3
4. (@Iv (b)II (o)1 @ II
S. 7.

13.

17.
y
3+
—t—t—t #0 3 =
21.
y

29. (a)
5
_5 1 1 1 1 1 1 1 1 5
-5
(c)
20
-2 10

=5

La gréfica (c) es la mds apropiada.

15.

19.

23.

(b)
10

-10 10
-10

(d)
100

T ) NN 10
-100



R18  Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

EXAMEN DEL CAPITULO 2 = PAGINA 211

1. (a) y (b) son graficas de funciones, (a) es uno a uno

2. (@) 2/3, V6/5, Vaj(a — 1) (b) [—1,0) U (0, 00)
3. (@) f(x) =(x—2)°
ONEN ) (0) Y
-1 | =27
0 -8 2
1 -1 0 x
2 0
3 1
4 8

(d) Por la Prueba de la Recta Horizontal; tome la raiz ctbica, luego

sume 2 () f'(x) = x'A +2 4. (a) R(2) = 4000, R(4) = 4000;

ingresos totales de ventas con precios de $2 y $4
(b) 5000 El ingreso aumenta hasta que el
precio llega a $3, luego disminuye

0

(c) $4500;$3 5.5
6. (a) (b)

7. (a) Se desplaza a la derecha 3 unidades, luego se desplaza hacia
arriba 2 unidades  (b) Se refleja en el eje y
8. (a 3,0 (b) }

\\

-

0 1 ! ! X

9. (@ (feg)x)=(x—32+1 () (geHx) =x*—2
©2 (M2 (e (gegeg)x) =x—9
10. (@) f'(x) =3 —x%x=0

(b)

11. (a) Dominio [0, 6], rango[1, 7]

(b) © 3
0 X
12. (a) 20 (b) No

(¢) Minimo local = —27.18 cuando x = —1.61;

maximo local = —2.55 cuando x = 0.18;

minimo local = —11.93 cuando x = 1.43 (d) [—27.18, )

(e) Creciente sobre [—1.61, 0.18] U [1.43, co); decreciente sobre
(—o0, —=1.617 U [0.18, 1.43]

ENFOQUE SOBRE MODELADO = PAGINA 218
1. Aw) =3wlw>0 3. V() =3w’w>0
5. A(x) = 10x — x40 <x < 10

7. Ax) = (V3/4)x% x>0

9. (A) = VA/m, A>0

11. S(x) = 2x* + 240/x,x > 0

13. D(t) = 25t,t = 0

15. A(b) = bVA — b0 <b <4
17. A(h) = 2h\/100 — h%0 < h < 10
19. (b) p(x) = x(19 — x) (¢) 9.5,9.5

21. (b) A(x) = x(2400 — 2x)
23. (a) f(w) = 8w + 7200/w
(b) El ancho a lo largo del camino es 30 pies, la longitud es 40 pies

(c) 600 pies por 1200 pies

+4
(¢) 15 pies a 60 pies 25. (a) A(x) = 15x — (” 5 )x2

(b) Ancho = 8.40 pies, altura de el inciso rectangular = 4.20 pies
27. (a) A(x) = x* + 48/x (b) Altura ~ 1.44 pies, ancho ~ 2.88 pies

200
29. (a) A(x) = 2x + o (b) 10 m por 10 m
31. (b) Alpunto C, 5.1 millas desde B

CapiTuLo 3

SECCION 3.1 = PAGINA 229

1. cuadrado 2. (a) (h k)
(¢) hacia abajo, maximo
3. hacia arriba, (3, 5), 5, minimo

4. hacia abajo, (3, 5), 5, mdximo

5. (3.4) B4 (0 R (—o0,4]

7. @) (1,-3) () -3 () R[-3,0)

(b) hacia arriba, minimo



9. (@ f(x) =(x—3)—9 1L (@ f(x) =2(x +3)* -3
(b) Vértice (3, —9) (b) Vértice (—3, —9)

puntos interseccién x 0, 6 puntos interseccién x —3,
punto de interseccién y 0 punto de intersecciéon y 0

(c) (0 y

13. (a) f(x) = (x+2)*— 1
(b) Vértice (—2, —1), puntos interseccién x —1, —3, punto de
intersecciéon y 3

(c) y

15. (@) f(x) = —(x —3)* + 13
(b) Vértice (3, 13); puntos interseccién x 3 + V13; punto de
intersecciéon y 4

17. (@) f(x) =2(x + 1)* + 1
(b) Vértice (—1, 1); no hay puntos interseccién x; punto de
interseccion y 3

(c)

y

19. (a) f(x) = 2(x — 5)2 + 7
(b) Vértice (5, 7); no hay puntos interseccién x; punto de
interseccion y 57

(c) y

Respuestas a la Seccion 3.1 R19

21. (a) f(x) = —4(x +2)* + 19
(b) Vértice (=2, 19 ); puntos interseccién x —2 *+ 1V19; punto
de interseccién y 3

(c) y

23. (@) f(x) =(x+1)* =2 25 (a) f(x) =3(x—1)* =2
(b) y (b) ¥y

L
(95}
N
8]
ol
=
=1
-
©
=

(c¢) Minimo f(—1) = —2 (¢) Minimo f(1) = —2

27. (@) f(x) = —(x +3)P + % 29. (a) g(x) =3(x—2)*+ 1
(b) ' (b) ’

1

(L

0=
NI

(¢) Méximo h(—%
33. Minimo f(—3
37. Minimo f(0.6
41. Méximo f(—1) =3 43, f(x) = 2x> — 4x

45. (00, 00), (—00, 1] 47. (=00, ), [—F, )
49. (a) —4.01 (b) —4.011025

51. Maximo local 2; minimos locales — 1, 0

53. Maéximos locales 0, 1; minimos locales —2, —1
55. Méximo local = 0.38 cuando x = —0.58;

minimo local = —0.38 cuando x = 0.58
57. Maximo local = 0 cuando x = 0; minimo local = —13.61
cuando x = —1.71; minimo local = —73.32 cuando x = 3.21

59. Miximo local = 5.66 cuando x = 4.00

61. Maximo local = 0.38 cuando x = —1.73;

minimo local = —0.38 cuando x = 1.73  63. 25 pies

65. $4000, 100 unidades 67. 30 veces 69. 50 arboles por acre



R20  Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

71. 600 pies por 1200 pies 73. Ancho 8.40 pies, altura de la parte rec-

tangular por 4.20 pies 75. (a) f(x) = x(1200 — x)
600 pies
77. (@) R(x) = x(57,000 — 3000x)

SECCION 3.2 = PAGINA 243

(b) $9.50 (c¢) $19.00

1. I 2. (a) (i) (b) (iv) 3. (a),(c) 4. (a)

5. (a)

(c)

9. 1T 11. V 13. VI
15.

y

+

0
1

N

2

/lg.x

19’ /_\%

1
y
20
0 ! AN
1 ] 2 3
3
15

2!

(b)

(d)

(b)

(@)

17. Y

(b) 600 pies por

23.

31 P(x) = x%(x — 1)(x — 2)

¥

rol— —4
<’
o

29. P(x) = —x(x + 3)(x — 4)
33 P(x) = (x + 1)’ (x— 1)

e




ENFOQUE SOBRE MODELADO = PAGINA 298

1. (a) y = —0.275428x2 + 19.7485x — 273.5523
(b) 2

25 ©
48

(c) 35.85 Ib/pulg?
3. (a) y = 0.00203708x> — 0.104521x> + 1.966206x + 1.45576
(b) 22

0 . . . . . 30

(c) 43 vegetales (d) 2.0s

5. (a) Grado 2
(b) y = —16.0x2 + 51.8429x + 4.20714

48

OL JB.I

0

() 0.3sy29s (d) 46.2 pies

CapiTuLo 4

SECCION 4.1 = PAGINA 307

1. 5; 2'*5 1,25,15,625 2. (a) I (b) I (¢) I (d) IV

3. (a) haciaabajo (b) aladerecha 4. principal, tasa de interés

por aflo, nimero de veces que el interés se capitalice por afio, nime-
ro de afios, cantidad después de 7 afios: $112.65 5. 2.000, 7.103,

77.880, 1.587 7. 0.885, 0.606, 0.117, 1.837

9. y 11.

15.

Respuestas a la Seccidn 4.1

17.

1,-3)

(b) La gréfica de g es mds pronunciada que la de f.

R27




R28 Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

39.

y

200+

Giy 107

0

(iii) 10 La gréfica de f por ultimo aumenta

con mucha mayor rapidez que la de g.

50

(b) 1.2,22.4
43. c=4 ¢=2 Cuanto mayor sea el valor
5 / / c=1 < .
; de ¢, con mds rapidez crece
¢=05  Ja gréfica.
c=0.25
-3 3

45. (a) Creciente sobre (—o0, 0.50]; decreciente sobre [0.50, 00)
(b) (0,1.78] 47. (a) 1500 - 2" (b) 25,165,824,000

49. $5203.71, $5415.71, $5636.36, $5865.99, $6104.98, $6353.71
51. (a) $11,605.41 (b) $13,468.55 (c) $15,630.80

53. (a) $519.02 (b) $538.75 (c) $726.23 55. $7678.96
57. 8.30%

SECCION 4.2 = PAGINA 312

1. natural; 2.71828 2. principal, tasa de interés por afio, nimero
de aflos; cantidad después de 7 afios; $112.75
3. 20.085, 1.259, 2.718, 0.135

5. Y

x y

-2 0.41

-1 1.10

-0.5 1.82
0 3
0.5 4.95
1 8.15
2 22.17 X

Yy y
7N 1 x
—1
(-1,1.72)
1<>
(1,-2.72) X
-1 0 2 X

73l JS

-1

(b) Cuanto mayor sea el valor de
a, més ancha es la gréfica.

19. Minimo local = (0.27, 1.75)

21. (a) 13kg (b) 6.6 kg

23. (a) 0 (b) 50.6 pies/s, 69.2 pies/s

(¢) 100 (d) 80 pies/s

0 100

25. (a) 100 (b) 482,999, 1168 (c¢) 1200

27. (a) 11.79 mil millones, 11.97 mil millones
(b) (¢) 12 mil millones
14

500

0

29. $7213.18, $7432.86, $7659.22, $7892.48, $8132.84, $8380.52
31. (a) $2145.02 (b) $2300.55 (c) $3043.92 33. (a) $768.05
(b) $769.22 (c) $769.82 (d) $770.42 35. (a) es el mejor.



37. (a) A(r) = 5000¢>*" (b) 30000

Respuestas a la Seccidn 4.3

57. (0,0),R,x =0

y

R29

+ + 0 ; x
o 20 \ T
(c) Después de 17.88 afios | o X
SECCION 4.3 m PAGINA 322 59. (0. 00).R.x — 61. (0. 00), [0, 00). x = 0
1. 10*
y y
x 10° [ 102 ] 10" | 10° | 107! | 1072 | 1073 | 10'2
logx | 3 | 2| 1| o] —1| -2 =3] 4 W |
N ]
| IA,V
2. 9;1905_192’% 04 2 ! I
3. (@) logs125=3 (b) 5* =25 4. (@ II (b) I ! !
©I @IV
5.
Forma logaritmica Forma exponencial 63. (=3,00) 65. (oo, —1) U (l,00) 67.(0,2)
" 69. ‘ 1 ‘ dominio (—1, 1)
logy8 =1 8 =28 \ \ asintotas verticales x = 1,
logs 64 = 2 8% = 64 - : : 2 =1
logg4 = 2 85 =4 i i méximo local (0, 0)
logs512 =3 8 =512 | |
loggé = -1 8! = % ‘ -2 ‘
logg g = —2 872 =4
71. 3 dominio (0, o)
7.() £ =25 () °=1 9. (a) g3 =12 (b) 2°3 :% asintota vertical x = 0
1. @) ¢ =5 (b) o5 = y 13. (a) log, 125 = 3 -1 3 no hay mdximo ni minimo
(b) log,, 0.0001 = —4 15. (a) loggs = —1 (b) log,3 = —3
17. @) n2=x (b)) Iny=3 19. (@ I (b) 0 (c) 2
2. @) 2 ()2 (¢) 10 23.(a) —3 ()5 (c) —1 s
25. (@) 37 ()8 (¢ V5 27.(a —% ()4 (c) —1
29. (a) 32 (b) 4 31.(a) 5 (b) 27 33. (a) 100 (b) 25 ..
73. 1 d 0
35.(a 2 (b) 4 37. (a) 0.3010 (b) 1.5465 (c) —0.1761 o}mtmtlo( too)l -0
39. (a) 1.6094 (b) 3.2308 (c¢) 1.0051 ], Mintotavericalx=
41. 43. asintota horizontal y = 0
1 1 maximo local
1 1 =~ (2.72,0.37)
1+ : 1+ 3
— —
01 /1 x 0|2 X
1 75. (f o g)(x) = 27", (=00, 00): (g ° f)(x) = 2" + 1, (—00, 00)
77. (fog)(x) = log, (x — 2), (2, 00);
(9 ° f)(x) = log, x = 2,(0, 00)

79. La gréfica de f crece con mds lentitud que g.
45. y = logsx 47. y = logox 49. 1

_ 81. (a) 26 c=4 (b) La grafica de
51. 53. (4, OO),R, x=4 /f:E:; f(x) — IOg(CX)
y | =1 es la gréfica de
| f(x) = log(x)
i | desplazada hacia
! L -10 C f 100 arriba log ¢ unidades.
+ + 0 ! T T
2 0 s ! | =
Y }
< |




R30 Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

83. (a) (1,00) (b) f'(x) = 10*

85. (a) f'(x) = 10g2(ﬁ) (b) (0,1) 87. 2602 afios

89. 11.5 afos, 9.9 afios, 8.7 anos  91. 5.32,4.32

SECCION 4.4 = PAGINA 329

1. suma; logs25 + logs 125 =2 + 3

2. diferencia; logs25 — logs 125 =2 — 3
3. porel; 10 - logs25

4. (a) 2logx + logy — logz

x%y
(b) log| —
Z

log 12

5. 10, e; Cambio de Base; log;12 = —— = 1.277
log 7

6. Verdadero 7.3 9.2 11.3 13.3 15.200 17. 4
19. 1 + log,x 21. log,x + logy(x — 1)
23. 10log 6 25. log, A + 2log, B 27. logsx + 3logyy
29. jlogs(x* + 1) 31. j(Ina + Inb)
33. 3logx +4logy —6logz
35. logyx + logy(x? + 1) — 3log,(x? — 1)
37. Inx + 3(Iny — Inz) 39. ;log(x* + y?)
41. 3[log(x* + 4) — log(x* + 1) — 2 log(x* — 7)]
43. 3Inx + 3In(x — 1) — In(3x + 4) 45. log, 160
xx — 1)2)

47. log,(AB/C?) 49. log(

51. In(5x*(x* + 5)%)

x —

2
53. log< a 3) 55. 2.321928 57. 2.523719

59. 0.493008 61. 3.482892
63. 2

1i ]4
-3

69. (a) P =c/W* (b) 1866, 64
71. (a) M = —2.51log B + 2.5 log B,

SECCION 4.5 = PAGINA 338

1. (a) ¢* =25 (b) x=1In25 (c) 3.219

2. (a) log3(x —2)=1logx (b) 3(x—2)=x (¢) 3

3. 13979 5. —0.9730 7. —0.5850 9. 1.2040 11. 0.0767
13. 02524 15. 1.9349 17. —43.0677 19. 2.1492

21. 62126 23. —2.9469 25. —2.4423 27. 14.0055

29. In2=0.6931,0 31. 5In3 ~0.5493 33. +1 35.0,%
37. ¢'°=~22026 39. 001 41.% 43.-7 45.5 471.5
49. B 51,4 53.6 55.2 57.1/V5=04472 59. 221
61. 0.00,1.14 63. —0.57 65. 0.36

67. 2<x<407<x<9 69.log2<x<log5

71. fY(x) =
0=
75. (a) $6435.09 (b) 8.24 afios

73, F7(x) =20 + 1

77. 6.33 anos  79. 8.15 afios

81. 13dias 83. (a) 7337 (b) 1.73 afios 85. (a) P = Poe "/~
(b) 56.47kPa 87. (a) r = —31In(1 —21) (b) 02185

SECCION 4.6 = PAGINA 350

1. (a) a(t) = 10-2*" (b) 1.05 X 10° (c) Después de 14.9 h

3. (a) 3125 (b) 317,480

(€) n (millones)
1.0 T
0.8 T
0.6+
0.4+

0271

Ol 10 20 30 40 50 !(afios)
5. (a) n(r) = 18,000e"% (b) 34,137

(¢)  nl
60,000

40,000

20,000

‘ 2(;07 2(;09 2(;11 2(;13 4
7. (a) 233 millones (b) 181 millones
9. (a) n(r) = 112,000-2’/18 (b) n(r) = 112,000e"0385

(c) n (millones), (d) En el afio 2045

101
08+
06+
041
02+

O 10 20 30 40!

11. (a) 20,000 (b) n(r) = 20,000e"'°%  (¢) Sobre 48,000
(d) 2017 13. (a) n(r) = 8600¢% 5% (b) Sobre 11,600

(¢) 46h 15. (a) n(r) = 29.76¢"*'* millones

(b) 53.5afios (c) 38.55 millones 17. (a) m(r) = 22.27/16%
(b) m(t) = 22¢70%083 (¢) 39 mg (d) 463.4 afios

19. 18 anos 21. 149 h 23. 3560 afios

25. (a) 210°F (b) 153°F (c¢) 28 min

27. (a) 137°F (b) 116 min

29. (a) 23 (b) 3.5 (c) 83

31. (a) 107°M (b) 3.2 X 107’ M

33. 48=pH =64 35. log20 = 1.3 37. El doble de intenso
39. 8.2 41. 73dB 43. (b) 106 dB

REPASO DEL CAPITULO 4 = PAGINA 353

1. 0.089, 9.739, 55.902 3. 11.954, 2.989, 2.518
5. R, (0,00),y =0
¥

7. R,(3,0),y=13




Respuestas al Capitulo 4 Enfoque sobre modelado  R31

EXAMEN DE CAPITULO 4 = PAGINA 356
1. @ R, (4,00),y=4 (b) (=3,00),R,x= -3

y

,,,,,, 4&
Rl B

0 1 X

L —

13. R, (—1,00),y = —1 15. (0,00), R, x =0

y ' 2. (a) logi25=2x (b) &’ =A

T @36 3 (©3 D3 (35 (B2
. Hlog(x + 2) — 4logx — log(x* + 4)]

N U/ t

-~ W

5.1
! (*+1)?

7. (@) n(t) = 1000>77%
(b) 22,627 (c) 1.3h
@

) 6. (a) 432 (b) 0.77 (c) 539 (d) 2

17. (—00,3) 19. (o0, —2) U (2,00) 21. 2'° = 1024

23. 10V =x 25.log, 64 =6 27.log74=x 29.7 31.45
33.6 35 -3 37.5 39.2 41.92 43.%

45. log A + 2log B+ 31log C 47. 3[In(x*> — 1) — In(x* + 1)]
49. 2 logsx + 3 logs(1 — 5x) — % logs(x® — x)

10,000 1
(x = y)" =4
51. log 96 53. log (7 55. log| —F—— |
e + 077 Viiia [
57.5 59. 260 61. —1.15 63. —4,2 ;
65. —15 67.3 69. 0430618 0-056) '
. A(t) = 12, 1 +—
71. 2.303600 8. @) AW 000( 12
asintota vertical (b) $14,195.06 (c) 9.249 afios
r= -2 . 9. (a) A(r) = 3¢ %9 (b) 0.048 g (c) después de 3.6 minutos
asintota horizontal 10. 1995 veces mds intenso
y =272
no hay maximo ni minimo ENFOQUE SOBRE MODELADO = PAGINA 363
1. (@) 2%
75. L5 asintotas verticales K :
x=—-1,x=0,x=1 oo
maximo local oot :
—1.5 2.5 ~ (_058 _041) ]7800 asee®? 2020
[ / (b) y = ab’, dondea = 1.180609 X 10~'° b = 1.0204139, y
1S y es la poblacién en millones en el aflo r  (¢) 515.9 millones
(d) 207.8 millones (e) No
77. 242 79. 0.16 <x <3.15 3. (a) Si (b) S, la gréifica de dispersi6n parece lineal.
81. Creciente sobre (—oo, 0]y [1.10, c0), decreciente sobre [0, 1.10] 75
83. 1.953445 85. —0.579352 87. log,258 .
89. (a) $16,081.15 (b) $16,178.18 (c) $16,197.64 .
(d) $16,198.31 91. 1.83 afios 93. 4.341%
95. (a) n(r) = 30¢%1" (b) 55 (c) 19 afios .*
97. (a) 9.97 mg (b) 1.39 X 10° afios . ° »
99. (a) n(r) = 15070000435 (h) 97.0 mg (c) 2520 afios 4
10L. (a) n(t) = 1500e">"" (b) 7940 () In E = 4.551436 + 0.0923831, donde  es afios desde 1970 y
103. 7.9, basico  105. 8.0 E es el gasto en miles de millones de délares

(d) E =94.76838139¢“, donde a = 0.0923827621
(e) 3478.5 mil millones de ddlares



R32 Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

5. (a) 1, = 22.7586444, k = 0.1062398
(b) 1 (c) 47.3 pies

0 45

7. (a) S = 0.144%¢

(b) (c) 4 especies

(b) 5

-3 -3

(¢) Funcién exponencial
(d) y = ab* donde a = 0.057697 y b = 1.200236

11. (@) y = donde a = 49.10976596,

1+ ae™®

b = 0.4981144989, y ¢ = 500.855793 (b) 10.58 dias

EXAMEN ACUMULATIVO DEL REPASO PARA LOS

CAPITULOS 2,3Y4 = PAGINA 367

1. (a) (—00,00) (b) [—4,00) (¢) 12,0,0,2,2V3, no definido
d) x2— 4, Vx+6,—4+h (e

() feg=x+4—-Vx+dgof=|x—2] f(g(12)) =0,
g(f(12)) =10 (® ¢ '(x)=x>—4,x=0

2@ 44401 B
1+ /
LR

3. (a) f(x)= —2(x —2)>+ 13 (b) Méximo 13

() (d) Creciente sobre (—oo, 2];
decreciente sobre [2, c0)

(e) Se desplaza hacia arriba 5 unidades
(f) Se desplaza a la izquierda 3 unidades

4. £,D;g9,C;r,A;s,F; h, B; kK, E
5.(a) *1,*2, %4, 8, =7 (b) 2,4, =

(c) P(x) =2(x — 2)(x — 4)(x + %) (d) ;/k\

A

6. (a) 1 (multiplicidad 2); —1, 1 + i, 1 — i (multiplicidad 1)

®) Ox)=(x—1)(x+Dx—1-Hx—1+1i)

(©) O(x) = (x — 1)*(x + 1)(x* — 2x + 2)

7. puntos de interseccién x 0, —2; punto de interseccion y 0; asin-
tota horizontal y = 3; asintotas verticales x =2y x = —1

9. (a) —4 (b) Slogx + 3 log(x — 1) — log(2x — 3)

10. (@) 4 (b) In2,In4 11. (a) $29,396.15

(b) Después de 6.23 afios (¢) 12.837 afios

12. (a) P(r) = 12055 (b) 917 (c) Después de 49.8 meses

CapiTuLo 5

SECCION 5.1 = PAGINA 375

1. (a) (0,0),1 () x>+y*=1 (¢) () 0 (i) 0 (iii) 0
(iv) 0 2. (a) terminal (b) (0, 1), (—1,0), (0, —1), (1,0)
9. -1 11. —2V2/3 13.3V5/7 15. P(43)

17. P(—V5/3,3) 19. P(—V2/3,-V7/3)

21. t = /4, (V2/2,V2/2); t = 7/2,(0,1);
t=3m/4,(—V2/2,V2/2);t = m, (—1,0);
t=5m/4,(=V2/2, =V2/2);t = 3m/2,(0,—1);

t = Tm/4,(V2/2,—V2/2); t = 2m,(1,0)

23. (0,1) 25. (—V3/2,3) 27. (5,—V3/2)

29. (=3, V3/2) 3L (-V2/2,-V2/2)

B.@ (53 ®E-5 ©((3-3 @GS

35. () w/4 () w3 (© 73 @) 7/6

37. (@) 27/7 (b) 279 () m—3=~0.14 (d) 2w —5~=128
39. @) 73 (b) (—5,V3/2)

41. @) /4 ) (-V2/2,V2/2)

43. (@) 7/3 (b) (—3,—V3/2)

45. (a) w/4 (b) (—V2/2,—V2/2)

47. (a) w/6 (b) (—V3/2,—3)

49. (a) /3 (b) (3, V3/2) 51. (a) w/3 (b) (—3 —V3/2)
53. (0.5,0.8) 55. (0.5, —0.9)



Respuestas a la Secciéon 5.3 R33

SECCION 5.2 = PAGINA 384

Ly, xy/x 2. 1,1 3.1t=m/4sent = \V2/2, cost = \2/2;
t= 77'/2, sent=1,cost=0;t= 37T/4,

sent = V2/2,cost = —\V2/2;
t=m,sent=0,cost= — 1;t=577/4,

sent = — \f2/2, cost = — \f2/2; t= 377/2, sent = —1,
cost=0;t="Tm/4 sent = —V2/2, cost = V2[2;
t=2m,sent=0,cost=1

5. (a) V3/2 (b) —1/2 (¢) —V3

7. (@) —1/2 () —1/2 () —1/2

9. (a) —V2/2 (b) —V2/2 (¢) V2/2

11. (a) V3/2 (b) 2V3/3 (¢) V3/3

13. (a) =1 () 0 (¢) O

15. (a) 2 (b) —2V3/3 (¢) 2

17. (a) —V3/3 (b) V3/3 (¢) —V3/3

19. (a) V2/2 (b) —V2 (¢) —1

2. (a) =1 ()1 (¢) =1 23. (@0 (b1 ()0
25.sen 0 =0,cos0=1,tan0 = 0,sec 0 = 1,

otras no definidas

27. sen 7 =0,cos7m = —1,tan7T =0,secm = —1,
otras no definidas

29. 434 31 —V11/4,V5/4, —\/55/5

33. VI3/7,—6/7, —\V/13/6 35. —2, -3 12 37,2 _» 2
39. (a) 0.8 (b) 0.84147 41. (a) 0.9 (b) 0.93204
43. (a) 1 (b) 1.02964 45. (a) —0.6 (b) —0.57482

47. Negativo 49. Negativo 51. II 53. II 19. 3,27/3 21. 10, 47
55. sent = V1 — cos’t y y
3
57. tant = (sen )/ V1 — sen’t /\ T
59. sect = — V1 + tan’t # #
0 - T X
61. tant = Vsec’t — 1 & 3 \
63. tan’t = (sen’t)/(1 — sen’t) ,
65. cost = —2tanr= —3 cscr=13secr=—3 cotr = —%

67. sent = —2V2/3,cost =14, tant = —2V2,
csct = f%\/i,cott= *\5/4

69. sent = —%,cost=§,csct= —%, sect=%,cott= —% 23. %,677 25. 2,1
71. cost = — \/B/4, tant = \/B/IS, csct = —4, y y
sect = —4\V15/15, cott = V15 1T 24
73. Impar 75. Impar 77. Par  79. Ninguna de éstas T
81. y(0) = 4, y(0.25) = —2.828, y(0.50) = 0, 3 /‘\
¥(0.75) = 2.828, y(1.00) = —4, y(1.25) = 2.828 0/ A WX o i "
83. (a) 0.49870 amp (b) —0.17117 amp N N\ 7 \
SECCION 5.3 = PAGINA 396 | Ll
1. 1,27 2.3, 7

¥y y

| 27. 5,2 29. 1,27, m/2

W ]
2 \ , /Z:T )« i

\/ X v | 7]

al il il
H 0

SIS




R34 Respuestas a ejercicios seleccionados y exdmenes de capitulo

31. 2,2, 77/6 33. 4, 7, —77/2

y y
4

2+

=) ‘

2+

35. 5, 27/3, w/12

0 T 3:7 x
Tn2 4
T of . 7 X
i ° o
=l
39.3,2,—1 41. 1,273, —m/3
y y

w
+

1+

wi- T
WIS

43. (a) 4,2m,0 (b) y =4senx
45. (a) 2,Z,0 (b) y =3 cos3x

47. (@) 5, m, —F (b) y=—3cos2@ + 7/3)
49. (a) 4,3, —5 (b) y =4dsen*F(x+3)

51. 1.5 53. 15

—0.1 01  —250 V\ \/‘
—15 —15

55. 3 57. 1.2

250

0.5

59. 7

—6.28 6.28

61. 225 y = x? sen x es una curva
senoidal que estd entre las

grificasdey = x?y y = —x?
-15 15

63. 2.8 y = Vx sen 57x es una curva

senoidal que estd entre las gra-
ficasde y = Vx y y = =V
-0.5 75

y = cos 3mx cos 21mx es

15
una curva senoidal que
estd entre las graficas de

-0.5 05 y = cos 3mxy
y = —cos 3mx

-1.5

65.

67. Valor maximo 1.76 cuando x = 0.94, valor minimo —1.76
cuando x = —0.94 (Los mismos valores maximo y minimo se
presentan en un nimero infinito de otros valores de x.)

69. Valor maximo 3.0 cuando x =1.57, valor minimo —1.00
cuando x = —1.57 (Los mismos valores mdximo y minimo se pre-
sentan en un nimero infinito de otros valores de x.)

71. 1.16 73. 0.34,2.80

75. (a) Impar (b) 0, =27, *47, 6, . ..

(©) ! (d) f(x) se aproxima a0
(e) f(x) se aproxima a0
-20 20
-1
77. (a) 20s (b) 6 pies
79. (a) gz min (b) 80
(c) y (d) %; es més alto de

lo normal
140

115
90




Respuestas a la Secciéon 5.4 R35

25. 27

SECCION 5.4 = PAGINA 405
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R36 Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

45. 2 47. 273 3. (a) 2,27/3,3/(2m) 5. (a) 1,207/3, 3/(207)

o T I ® ®

|

| | | | | \ | ! !
/ | \/ \ U AVU \ 2 1

| | | | \ | | \

|24 | | | | Lost M |

I R L, L

T I T R o - - :

AL T A AL A [ 1 5 il

| | | | | | \ |

[Ay } /\ \ /\0 /\

\ \ | | | | | | 27 -1
49. 37/2 51. 2

i , 7. (@) L 4x/3, 3/(4m)

| N | | ] U U (b)

| IR | | L |

| | | | \ | \ \

| | | | \ | \ | 0257

! Ny | oM /\

| | | | | \ | | 1z

} } b } } X } } i 0 y } } x + + ?

WAl sIRyamy, I 5 | = !

T T TA\ERTAYEE

| | | | ﬂ ﬂ / —0.257

| it | \ \ \ \

| | | | | | | |

9. (a) 5,3m, 1/(37)
53. /2
! ) ®

| | | | 1

| N

\ T4 \ T

AN A 1

Soib X ’

» » x 9 0 9

AN AN | TR

\ | \ \

| | | |

A

\ \ \ \ -1

57. (a) 1.53 mi, 3.00 mi, 18.94 mi
(b)

|

|

|

|

|

|

|
1
2

(c) d(1) se aproxima al 0o

SECCION 5.5 = PAGINA 411

1. () [—7/2, 7/2],y, x, 7/6, 76,1

(®) [0, 7]y, x, m/3, 73,5 2. [—1,1];(b)

3. @) 72 (b) m/3 (¢) No estd definida

5. (@ 7 () w3 (c) 57/6

7. (@) —7/4 (b) 73 (¢) w/6

9. (a) 273 (b) —w/4 (c) w/4 11. 0.72973

2
1. y =10 sen(%t) 13. y = 6sen(10r)
15. y = 60 cos(4mt) 17. y = 2.4 cos(15007¢)

19. (a) y = 2¢” ' cos 6t
(b)

24

=) ‘
N}

21. (a) y = 100e %% cos %t

13. 2.01371 15. 2.75876 17. 1.47113 19. 0.88998 ®
21. —0.26005 23. % 25.5 1001
27. No estd definida  29. 57/6 31. —w/6 33. w/6 35. 7/6
37. —w/3 39. \V/3/3 411 43. —\V/2)2
L L 0] 8 16 !
SECCION 5.6 = PAGINA 420
1. (a) asen wt (b) acos wt
2. (a) ke “sen wt (b) ke™“ cos wt —1001




R40 Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

31. 33.

1642 =~ 22.63
44.79

3s.

ooy

30.95 33.5

3 145.90

12.82

39. sen 0 = 0.45, cos 6 = 0.89, tan O = 0.50, csc 0 = 2.24,

sec =~ 1.12,cot 6 = 2.00 41. 230.9 43. 63.7

45. x=10tan 6 sen 6 47. 1026 pies 49. (a) 2100 mi (b) No
51. 19 pies 53. 345 pies 55. 415 pies, 152 pies 57. 2570 pies
59. 5808 pies 61. 91.7 millones de millas 63. 3960 mi

65. 0.723 AU

SECCION 6.3 = PAGINA 459

1. y/r; x/r, y/x 2. cuadrante, positivo, negativo, negativo

3. (a) 30° (b) 30° (c) 30° 5. (a) 45° (b) 90° (c) 75°

7. (@) w4 (b) w6 (¢) w3 9. (a) 27/7 (b) 04w (c) 1.4

69. (a) 10 (b) 0.946 rad o 54°

0

SECCION 6.4 = PAGINA 467

1L (@ [—-1L1],[-7/2,7/2] () [-1,1],[0, 7]

© R (-7/2,7/2) 2. @ ()G (©F 3. () 7/6
(b) 57/6 (¢) —w/4 5. (a) —7/6 (b) w/3 (c) 7/6
7. 0.46677 9. 1.82348 11. 1.24905 13. No definida

15
23
33
39
41
43

. 36.9° 17.34.7° 19. 34.9° 21. 30°, 150°
. 44.4°,135.6° 25.45.6° 27.% 29. 2 31. %2

. V1 —x* 35 x/V1—x* 37.72.5° 19 pies

. (@) h=2tan® (b) 6 = tan '(h/2)

. (a) 6 = sen"'(h/680) (b) 6 = 0.826 rad

. (a) 54.1° (b) 48.3°, 32.2°, 24.5°. La funcién sen ! no

estd definida para valores fuera del intervalo [ —1, 1].

SE

CCION 6.5 = PAGINA 473

senA _ senB _ senC
a b

2. ALA,LLA 3. 318.8 5.248

1. 5 13. —V3/2 15. —V3 17. 1 19. —\V3/2
21. V3/3 23.V3/2 25. -1 27.3% 29.2 31. —1

33. Nodefinido 35. III 37. IV

39. tanf = —\V'1 — cos?A/cos 0

41. cos § = V1 — sen’d

43. sec = —\V1 + tan*0

45. cos@ = —%tanh = —3 csch =3 sech =—3 coth =—3%
47. senf = fg, cos f = %, csc = 72, sec § = %, coth = f%

49. sen =3, cos = V3/2,tan 0 = V3/3,

sec § = 2V/3/3,cotf = V3

51. senf = 3V5/7,tan 0 = —3V/5/2, csc @ = 7V5/15,
sec = —1 cot@ = —2V/5/15

53. (a) V3/2,V3 (b) 5, V3/4 (c) 3,0.88967 55. 19.1
57. 66.1° 59. (4m/3) — V3 =~ 2.46

63. (b)
0 20° 60° 80° 85°
h 1922 9145 29,944 60,351

65. (a) A(A) = 400 sen 6 cos 0
(b) 300

0 1.57
(¢) ancho = profundidad =~ 14.14 pulg.

67. (a) 9\V/3/4 pies =~ 3.897 pies, % pies = 0.5625 pies
(b) 23.982 pies, 3.462 pies

7.44° 9. LC=114°a~51,b=24 11. LA = 44°,
/B=068,a~899 13. /C = 62°a~200,b~ 242
C
50° 687
A 230 B
15. /B=85,a~5c~9 c
10 65°
30°
A B
17. LA =100°, a = 89, ¢ = 71 c
51°
44
29°
A B

19. /B =30° £C = 40° ¢~ 19 21. No hay solucién

23. LA, = 125° £C, = 30° a, = 49;

LA, =5° £C,= 150° a, = 5.6 25. No hay solucién

27. LA, =572° /B, =93.8° b, = 30.9;

LA, ~ 122.8°, /B, ~ 28.2°, b, ~ 14.6

29. (a) 91.146° (b) 14.427° 33. (a) 1018 mi (b) 1017 mi
35. 219 pies 37. 559 m 39. 175 pies 41. 192 m

43. 0.427 AU, 1.119 AU

SECCION 6.6 = PAGINA 480

1. @* + b*> — 2abcos C 2. SSS,SAS 3. 289 5. 47
7.29.89° 9. 15 11. LA =394° LB =20.6° ¢ = 24.6



13. LA =48°, /B=79° c=~32

15. LA =50° £B=73° LC=57°

17. LA, = 83.6°, £C, = 56.4°, a, = 193;

LA, = 164° £C, = 123.6, a, = 54.9 19. No hay tal tridngulo
21. 2 23. 254 25.89.2° 27.243 29. 54 31. 26.83
33. 533 35.40.77 37.3.85cm?> 39.230mi 41. 23.1 mi
43. 2179 mi 45. (a) 62.6 mi (b) S18.2°E 47. 96°

49. 211 pies 51. 3835 pies 53. $165,554

REPASO DEL CAPITULO 6 = PAGINA 483

1. (@ #/3 (b) ll7/6 (¢) —3w/4 (@) —7/2

3. (a) 450° (b) —30° (c) 405° (d) (558/m)° = 177.6°
5.8m 7. 82pies 9. 0.619 rad =~ 35.4° 11. 18,151 pies?
13. 3007 rad/min = 942.5 rad/min,

7539.8 pulg./min = 628.3 pies/min

15. sen 6 = 5/\/74,cos 6 = 7/\V/74,tan § = %,

csc O = \V74/5,sec @ = 74/, cot § = %

17. x = 3.83,y =321 19. x=2.92,y=3.11

21. A =70°a=22819,b = 1.026

23. A=163°,C=1737°¢c=24

25. a=cotO,b=csch 27.48m 29. 1076 mi 31. ,\/5/2

33.1 35 —V3/3 37. —V2/2 39.2V3/3 41. —\/3
43. sen § = 5,cos0 = — 3, tan = — 2,
csc =8 seco=—L cotd =—-3 45. 60°

47. tan = —\V'1 — cos’6/cos 6

49. tan’f = sen’/(1 — sen’)

51. sen 6 = \V/7/4,cos § = %, csc O = 4V7/7, cot 6 = 3\V7/7
53. cos = —%tanf = —3 csch =3, secd = —3, cot = —
55. —\/5/5 57.1 59. /3 6L 2/\V21 63. x/\V1 +x°
65. 0 = cos !(x/3) 67.532 69. 148.07 71. 9.17

73. 54.1°0125.9° 75. 80.4° 77. 773 mi 79. 3.9 mi

81. 32.12

Wl

EXAMEN DEL CAPITULO 6 = PAGINA 487

1. llw/6, —3m/4 2. 240°, —74.5°

3. (a) 2407 rad/min = 753.98 rad/min

(b) 12,063.7 pies/min = 137 mi/h 4. (a) V2/2
M) V3/3 (©2 1 5 (26+6V13)/39

6. a=24sen0,b=24cos0 7. (4 —3V2)/4

. —B 9.tanf = —Vsec®d — 1 10. 19.6 pies
11. (a) 6 = tan"'(x/4) (b) 6 = cos'(3/x) 12. ¥
13. 9.1 14. 2505 15. 84 16. 19.5 17. 78.6°
19. (a) 153 m? (b) 243 m 20. (a) 129.9°
21. 554 pies

18. 40.2°
(b) 44.9

ENFOQUE SOBRE MODELADO = PAGINA 490

1. 141 mi 3. 143 m 5. (¢) 2349.8 pies
7. 91.9 pies

150 pies 149.5 pies

84.0 pies

120.2 pies

Respuestas a la Seccion 7.1 R41

CarituLo 7
SECCION 7.1 = PAGINA 498

1.
9.
21

27

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.
47.

49.

51.
53.

55.

57.

todos; 2. cos(—x) =cosx 3.sent 5.tanf 7. —1

cscu 11.tan® 13. 1 15. cosy 17. sen’x 19. secx
. 2secu 23. cos’x 25. cos 6
1 — 2
. (a) LadoIzq = S Csenx Lado Der
cos 6
Lado Izq =sen 6 = Lado Der
sen 6
1
Lado Izq = cos u cot u = Lado Der
cos u
cos B
Lado Izq =senB + cos B
sen B
sen’B + cos’B 1
= = = Lado Der
sen B sen B
cos a —cos’a — sen’a
Lado Izq = — cosa —senq = ————————————
sen sen «
-1
= = Lado Der
sen «
senf cosf  sen’d + cos’@
Lado Izq = =
cosf senf cos fsen 6
1
= —— = Lado Der
cos fsen 6

Ladolzq = 1 — cos’f = sen’8 = Lado Der

2

(senx + cos x) senx + cos x

Lado Izq = =
(senx + cosx)(senx — cosx) senx — cosx
(senx + cos x)(senx — cos x)
= = Lado Der
(senx — cos x)(senx — cos x)
== —cost cost 1 — cos’t
Lado Izq = “*— . = = Lado Der
cost cos t 1
1 2
Lado Izq = 5~ = sec’y = Lado Der
cos’y
Lado Izq = cotx cos x + cotx — €sC X COS X — CSC X
_ cos’X | COSX  COSX 1 cos’x — 1
senx  senx  senx  senx sen x
—sen’x
= = Lado Der
sen x

cos’x

senzx

Lado Izq = senzx(l + ) = sen’x + cos’x = Lado Der

Lado Izq = 2(1 — sen’x) — 1 = 2 — 2 sen’x — | = Lado Der
1 —cosa 1+ cosa
Lado Izq = .
sen « 1+ cosa
1 — 2 2
_ cos” & _ sen“« — Lado Der
sena(l + cosa) sena(l + cosa)
2 2 2
sen-6 sen-6 cos-60
Lado Izq = CPa 2
cos“0 cos 0
2 2
sen’0(1 — cos?0 sen’f sen’6
= ( B ) = 3 = Lado Der
cos 0 cos 0
senx — 1 senx + 1 sen’x — 1
Lado Izq = = = Lado Der

senx + 1 senx+ 1 (senx + 1)2




Respuestas a la Seccion 10.1  R55

41 117 117
10. (a) (4, -3,4) (b) 4x -3y +4z=4 (o) \zﬁ 3.(@:z= Z(COST +isen—
. x=2-2y=—4+1z=7-2 (b) 2w = 12(cos%+ isen%) = 6V2 + 6V2,
CAPITULO 9 ENFOQUE SOBRE MODELADO = PAGINA 626 2w = é(cos% + isen 117—2”)
1. 3. y . .
S (¢ 0= 1024<Cos§ + isen §> =512 + 512\V/3i
PR S » y ’ 23
::::: ::::: (d) %(cosTg+isenTg>,%(cosT;T+isenT;T>,
GRaas MaRad 350 350
Yy v vwww Yy vvwvww 3 .
2 cos =X + i sen L
MR S \/<cos18 isen 18)

- - - - - - - - - -

———— e — — — — 4. (a)

(b) x = y> + 1, pardbola

I

——

=}
w4

5. . (b) u +v =13, —4),
2u — v =(11,22), 6 ~ 100.3°,
2y proy, u = (*%, %} (c) 82

6. a3 b x—1P2+GH+1)2+(Ez—-32=9

X ©x=1+2t, y=—-1—1t z=3-2t
<337 7. (a) a-b =0, a X b = (2, —13, —3), perpendicular
PP (b) 2x — 13y — 3z = 21

.10 13.1 15 1V 17. 10 CapiTuLo 10

Py N SECCION 10.1 = PAGINA 638
f i t ? :f%:’: 1. x, y; ecuacién; (2, 1) 2. sustitucién, eliminacion,
VAVERTO RS N grifica 3. no, ndmero infinito 4. ndmero infinito;
AR 1 —1£(1,0),(-3,4),(5—-4) 5 (3,2) 7.(3,1)
R AN INREERE 9. (2,1) 11.(1,2) 13. (-2,3)
%-éi’n » A AT 15. (2, —2) 17. No hay solucién
T« <« <« w[x x4 4 f
e — w xIX X A f T
DR S N AL X f

EXAMEN ACUMULATIVO DE REPASO PARA CAPITULOS8Y9
= PAGINA 628
1 (8V2,7w/4),(~8\V/2, 3m/4)

2. (a) oo (b) (x> + y*)*? = dxy




R56 Respuestas a ejercicios seleccionados y examenes de capitulo

19. Un ndmero infinito de soluciones

21. (2,2) 23.(3,—-1) 25.(2,1) 27.(3,5) 29.(1,3)

31. (10,—9) 33. (2,1) 35. No hay solucién  37. (x,jx — 3)
39. (x,3 —3x) 41. (=3,-7) 43. (x,5—32x) 45.(5,10)
47. No hay solucién  49. (3.87,2.74) 51. (61.00, 20.00)

1 1 1 1
53. | — , 55. L, 57. 22,12
a—1a—1 at+b a+b

59. 5 monedas de 10 centavos, 9 de veinticinco  61. 200 galones de
gasolina regular, 80 galones de Premium  63. Velocidad del avién

120 mi/h, velocidad del viento 30 mi/h  65. 200 g de A, 40 gde B

67. 25%, 10%  69. $14,000 al 5%, $56,000 al 8% 71. Juan 2;h,
Maria 25h  73. 25

SECCION 10.2 = PAGINA 646

1. x+3z=1 2. —3;4y — 5:=—4 3. Lineal
7. (1,3,2) 9. (4,0,3) 11. (5,2, —3)

5. No lineal

x—2y— z=4 2x — y+3z= 2

13. —y—4z=4 15.5 x+2y— z= 4
2x+ y+ z=0 3y + 7z =14

17. (2,1,-3) 19. (1,2,1) 21. (5,0,1) 23.(0,1,2)

- (
25. (1 — 31,2t,¢) 27. No hay solucién  29. No hay solucién
3. 3—1t,—3+201) 33.(2—2t,—5+i501)

35. (1, —1,1,2) 37. $30,000 en bonos a corto plazo, $30,000 en
bonos a plazo intermedio, $40,000 en bonos a largo plazo

39. 250 acres de maiz, 500 acres de trigo, 450 acres de frijol de soja
41. Imposible 43. 50 Mango medianoche, 60 Torrente tropical,
30 polvo de pifia ~ 45. 1500 acciones de A, 1200 acciones de B,
1000 acciones de C

SECCION 10.3 = PAGINA 659
1. dependiente, inconsistente
1 1 -1 1
2.1 0 2 =3
0o 2 -1 3
3. (@ xyy (b) dependiente (¢) x =3 +ty=5—-2t,z=1t
4. @) x=2,y=1,z=3 (b)) x=2—-t,y=1—t,z=1t
(¢) Nohay solucién 5.3 X2 7.2X1 9.1X3

1. @ SI ) ST (¢ {x =3
y=75

x+2y+8=0
y+3z=2
0=0

13. (a) Si (b) No (¢)

X =0
15. (a) No (b) No (c) 0=0
y+5z=1
x+3y— w=0
+ 2w =0
17. @ Si () i (¢) Fraw
0=1
0=0

19. (1,1,2) 21. (1,0,1) 23. (=1,0,1) 25. (—1,5,0)
27. (10,3, —2) 29. No hay solucién 31. (2 — 3¢,3 — 5¢,¢)
33. No hay solucién 35. (=2t + 5,1t — 2,1)

3. x=—Ss+r+6,y=s5z=t 39. (-2,1,3)

41. No hay solucién 43. (—9,2,0)

45. x =5—t,y=-3+5,z=1t 47. (0, 3,0, -3)

49. (—1,0,0,1) Sl.x=3s—-3ry=is+iz=sw=t
53. (3 — I, -3+ 3,5+ 3,1) 55. 2 VitaMax, 1 Vitron,

2 VitaPlus
30 millas

57. Carrera de 5 millas, nadar 2 millas, ciclismo
59. Imposible

SECCION 10.4 = PAGINA 669

1. dimensién 2. (a) columna, renglones (b) (i), (iii) 3. (1), (ii)

4 9 -7 L 3 3 6
4. |7 -7 0| 5. No 7. [1 5} 9. 112 -3
4 -5 =5 3 0
5 2 1 -1 -3
11. 1 ible 13. 15.
mposible 13 |:7 10 _7} 5 |: | 2}
0 -5
- 5 =2 5
17. No hay solucién 19. | =25 =20 21. (a) | L o
—10 10
10 =25

0 35
25. (a) Imposible (b) [14 —14]

47 6 -8
27 (a)[m —7} ®) [4 —17}

(b) Imposible 23. (a) [ } (b) Imposible

5 -3 10 ~1
2.@| 6 1 ol m/| s
5 2 2 ~1
4 —45 8 —335
31 @ [o 49} (b) [o 343}

33. (a) [jﬂ (b) Imposible

35.x=2,y=-1 3. x=1,y=-2

S HEH

32 -1 1™ 0
a. {1 0 -1 oll™|=]5s
03 1 -1/ 4
Xy
-3 —21 27 -6
43. So6lo ACB esta definido. ACB =
2 —14 18 —4



9. —65.
1. —6.
R
;3| 14 8
_3 2
14 28

15. No existe inversa.

1 0 -1
17. 1 -1 0].
-1 1 1
R S
2 2 2
19. 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
122
117
10
21 |5
59
39
1 5 3
23. X =g %=y x3:72.
Capitulo 4
Problemas 4.1
L |v|= 443, 6=37”.

3. |v| =+/130, 6 =0.9098 rad.

5. |v|=+7, 6=m+0.8571 rad.
7. |v|=2, 6=—.
9. |v|=+73, 6= —12120rad.

11. |v| =13, 6 =0.588003 rad.
13. |v| =5, 6=1.1071.

15. |v|=10v2,6 = %
17. |v| = 10,6 = 0.
19. |v|= 85,6 = 1.7895 rad.

21 a) u+v=1i+7j
o v—u="T+3j

e) 2u+ 3y =18i + —11j

4

2 2
23. Obteniendo la magnitud del vector (g) +(*gj =

by u—v=-71i—3j
d) —2u+3v=18i+ 1]j
f) u+2v=>5i+ 12

2

27.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.
61.

o

RESPUESTAS  Problemas impares 701

*%(ﬁ + 8j).

7 9
= ./ :7'-}-7"
V= V130, u NIEURENIETR

Use la definicidn de sen 6 y cos 6, como la coordenada y
o x de un punto sobre un circulo unitario, con 6 radianes
a partir del eje x en sentido contrario al de las manecillas
del reloj.

sen 6 = . cost9—i
17’ NiTA

2 ). 3.
=15 v= (G5l (S5
_ 37
V= ml m]
%(3i+8j).

_1 2
V=it 5

[PQ|=(c+a—c)? +(d+b—d) =Ja* +1.

V_(E E)
22)

v=(4,4\5).
_ (29 %3
V= B 2 .
_(7 13
V= 5 P .

Seau = (u;, u,) yv= (v, v,). Muestre que u,v, + u,v, =
(u? +13)(v? +»3) elevando ambos lados al cuadrado.
Despugés,
[u+vP =|(u, ) + (v, )P = (g + ) + (1, +,)
=ul +13 + 2wy, +uyv, )+ v +v3
=uf +2(ud + 3 )(v} +v3) +|v]
= (lu]+ [v])?
Al sacar raices cuadradas, se obtiene |u + v|<|u| + |v|.

|v|=2.9915, /v =0.9521 rad = 54.5514°.
|v|=2.9915, Zv=2.1895rad = 125.4486°.



702

63.
65.
67.
69.
71.

RESPUESTAS  Problemas impares

[v] = 0.5814, 6 = 0.7158 rad.
[v| = 114.7388, v = 1.0408 rad ~ 59.6357°.
[v| = 0.0864, ~v=1.4001 rad ~ —80.2205°.
[v| = 0.8654, 6 = —3.1069 rad.

[v] = 0.6490, 0 = 1.8277 rad.

Problemas 4.2

1.

3.

11.
13.

15.
17.
19.
21.

23.

25.

27.

29.

31.

V1304145

u-v=25cos¢p= 54

u-v=_0;cose =0.
u-v=_0;cose =0.

u - v =30, cos —M
OS¢ 298

u-v=_0;cose =0.

u-v=20,cosp =0.

El producto escalar es una operacion en la cual la entrada
son dos vectores y la salida es un numero escalar. Enton-
ces u - v - w no esta definido; una vez que se obtiene el
primer producto escalar, entonces seria necesario obtener
el producto escalar de un niumero escalar y un vector, lo
cual no esta definido como producto escalar.

Ninguno.
No son paralelos ni ortogonales.

uy v son ortogonales.

a) a=2.
b) No existe solucion.
¢) a=6.
16 — 103
d) a= 10-1043

11

Que u y v tengan direcciones opuestas significa que

u 2

v . L. 1
— = ——_ Las ecuaciones cuadraticas ——= +

| vl V5 Ja? +4
2 o . . .
=0y — + = ( no tienen solucién simultanea.
Y J5 a’+4
ET
proy,u = Ji + Jj.
roy,u = 3—6i Sl
proyy 3 Y
Q
roy,u = 29
proyy 205
29
2, 3.
=-Zi+ =
proy,u LT

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

roy,u = 2; 3
proyy 3 13]~
684
_ 181
proy,u = 760 |
181
proy,u = a;B(i +J).
a,a, +bb

proy,u = ﬁ(azi + b,j). Para que v y proj, u tengan
a; +b;

la misma direccion, se necesita que a,a, + b,b, > 0.

rg o (23 s = (3 0
PIOYpg T (75 5)YPOYPQ Ty T3
Seau=ai+ bj,v=rci+ djconaybnosonceroycyd
no son cero. Suponga que cos S5 L L ——
SUpOnSAANe e T T e
=ac+ bd = \J(a® +b*)(c* +d?) = a*c* + 2abcd + b*d®
= + dd* + P’ + b’d* = a’d* — 2abed + b** =0

1

=(ad —bc’)=0=ad —bc=0=c= %a. Entonces,

d da s, . d
yu= 761 i+ dj+ ci+ dj. Entonces, a = W Suponga que
u=ai+ bjyv = adi + abj para cierta constante «.

aa® + ab® _ a(@®+b%)
\/az +b2\/a2a2 T+ a2b? lel(a® +b%) —
Por lo tanto, los vectores diferentes de cero u 'y v son para-

Entonces, cos ¢ =

lelos si y sélo si v = au para alguna constante «.

Observe que (0, —%) y (fﬁ, 0) son puntos en la linea.
a

Entonces el vector de direccion para la linea es
c C
u = _i— 3j Entonces,u-v=c—c=0=vesortogonal

alalineaax + by + ¢ = 0.

2342673 61426/617
cosdA=————,cosB=——"-"—",
1 898 16 042
104v73~/617
0sC=——"—"—.
45041
Seau = a|i + aj,yv=>5bji+ byj.u-v=|u|v|, donde ¢

es el angulo entre u y v. Entonces, |u - v| = |u]|v| cos ¢.
Pero |cos ¢| = 1. Entonces, |u - v| =< |u]|v|. Es decir, la
desigualdad Cauchy-Schwarz es verdadera. La igualdad
se mantiene si cos ¢ = *1. Es decir, u y v son paralelos.

La linea que pasa por los puntos Q y R la de la ecuacion
y= (f%] + g La linea perpendicular que pasa por P
es entonces y = 2x — 1 y estas lineas se intersecan en

el punto R = (3, 5). La distanciade Pa Res

d= (3-2)>+(5-3)> =/5.



53.

55.
57.
59.

61.

b
Sea A = [Z J Entonces, a* + =1, +d*=1,ab +

a ¢ a* +c*ab +cd
=0.E AT = LATA = =
cd = 0. Entonces, (b dj (ab ted b? +d2]

[O J. Como A '=4".
(—0.8845, 0.4665).

(—0.2708, —0.9626).

proy,u = (—1.4289, —2.6693).
proy,u = (—6 164.36, 3 523.92).

Problemas 4.3

1.

3.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

PQ =2
PQ = 6.
PQ = 17.
6+/145
Cos 145
|v| = J145,| cos B |= 27“2;45
cos
i 34145
145
V230
Cos 23
[v] = V230,| cos B |= 7¥230 .
230
Cos
Y| 9y230
230
4 2 1
lv] =21, cosa=ﬁ, cosﬁ':ﬁ, cosy=ﬁ.
2./66
Cos 33
[v] = J66,| cos B| = % .
cos
7| sJe6
66
[v] = V3.
1 5 2
[v] = J30, cosa = NEk cos B = NEk cosy = Nk
44141
cos a 141
|v] = V141,| cos B |= —10141141 .
Ccos
Yol sy
141
[v] = J3, cosa = . cos B = L cosy = L
s 35 3’ ’y \/§

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.
39.
41.
43.
45.
47.

49.

51.

53.

55.

57.
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lv| = V3, cosa = 7L, cos B = 7L, cosy = 7L.
V3 V3 V3
44113
Cos 13
|v| = J113,|cos B|= —% .
SV oyins

113

Seau = «ai + aj + ak. Como u es un vector de unidad, se
debe tener 3> = 1. Como los angulos de direccion estan

entre 0y —, entonces !
Y5 a=—
2 V3

3
[\/185 40185 12\/185]
37 185 185 )°
© -1 0).
PRl = (x — 3)2 + (z — 3)> = 1, que es la ecuacion de un

circulo en el plano xz de radio unitario centrado en x = 3
yz=3.

Mediante la prueba al problema 34, se tendra una igual-
dad siy solosiu-v=|ul|v]. Suponga que v#0yu##0.
Mediante el teorema 4.3.2, u - v = |u]|v|siy sélosi ¢ = 0.
Mediante el inciso i) del teorema 4.3.2 se tiene u - v =
|u||v], siy solo si v = au para algunas @ > 0. Se concluye
que para todos los vectores |u + v| = |u| + |v|siy solo si
u = av, 0V = qu para cierta @ > 0. Por lo tanto, |u + v|
= |u| + |v| siy solo si uno de u, v, es un multiplo escalar
no negativo del otro.

18i — 14j — 14k.
3i — 20§ + 9k.
31.

—24.

J/86.

arc cos (25).

Por la ley de los cosenos, [u — v|* |ul> + |v]* — 2|u]|v|
cos ¢. Dado que |[u — v|* = |u]> — 2u - v + |v[*, entonces
u-v

COoS = —0.
® 7 Tulvl

u-v
w-v=u-v—W(v-v)=u-v—u~v=0.Porlotanto,
v
W y v son ortogonales.

[v| = 1.7809, dir(v) = (0.6139 0.6229 —0.4850).
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59. |v| = 0.0516, dir(v) = (0.2635, —0.4205, —0.8681). i i k i ik
61. proy,u = (0.0430 0.2360 —0.8983). uX@tw=la b c|=lab =
d+1 e+m f+n d e f
63. proy,u = (0.1389, —0.1010, 0.0584). i j ok
a b c|,porlapropiedad 3.2.3 de la seccion 3.2.
Problemas 4.4 bomon
1. 7i — 3j+ 7k. 43. u-(vXv)=u-(—(vXu)=—@Xv)-u=—u-(uxv).
. ) Porende,u-(uXv)=0-w=u-(vXW.v-(VvXV)=u-
3. —48i — 16j — 60k. (vXu)-v=—v-(uXu).Porende,v-(uXxv)=0.
5. 28i+ 21j — 8k. )
_ h G S |B O a b
7. (ad — bo)k. Acusvxw =a o by tal
9. 12i — 138j — 20k. a boq
. . =la, b ¢
11. —14i — 3j + 15k. ay by e

13. 69i — 84j + 142k.
47. Volumen = 5.

15. 42i — 6;j.
49. a) Volumen generado poru, v, w = 18.
17. (b—c¢)i+ (—a+c)+ (a— b)k. b) Volumen generado por Au, Av, Aw = 1224,
. . ¢) det 4 = —68.
19. —110i + 22j — 132k. d) 1224 = —(68)(18).

21 40+ 8k, 51. (0.2944,0.6761, —0.5478).

23. 0i + 0§ + Ok. 53. (0.3623, —0.6747, —1.6047).

25. 24i — 17j + 9%.

27, —20i + 8 — 8k, Problemas 4.5
a9 1 s o L v=(=1—-1i+ 1+ Dj+ (-1 —Dk=—2i+2j— 2k
29. —Ji—3j-kysi+3i+ 3k Mit+yitck=i+i+k+a-2i+2—2k;x=1-2,
b y=—l+2z—1-2p it o2l 2ol
31. cosgp = —. -2 2 -2
V174
) 3. x y 2=Qt+7 9—-6t —8);x=2t+7,
33. Area = J37565. x=7 _y-9
y=9-06tz=—8; 7 = _6,z=—8.
35. 11i — 3j + 9k; v = 9i — 3j — 3k. 6/ 74 = Area.
37, |ab| 3. 5. v=03-1i+@2-2)j+(1-3k=2i-2k
Ni+ i+ zk=1i+2j+3k+2i—2k:x=1+2¢
39. Area = V9 149. x—-1 _ z-3

y:2,z:3—2t;7—?,y:2.

41. Seanu=dai +bj+ ck,v=di+ ¢j + fkyw=[i + mj+ nk

i j ok i j ok 7. v=—2i— 5k, xi+ yj+ zk = (1 — 20)i + 2j + (3 — 50k,
uxX0=la b ¢[=0y0Xu=1|0 0 0/=0,porla x-1_z-3 —y
000 a b c -2 =57 '
propiedad 3.2.1 de la seccién 3.2. 9. xityi+ k= —i— 6+ 2kt rdi+j—3Kx=—I
ik ik 1 .
y+6 z 2
uXv=|a b clyvXu=|d e f|. Después, porla +4fay:—6+l,222_31;74 =T T 3
d e f a b ¢
propiedad 3.2.4 de la seccion 3.2, u X v = —(v X u). 1. xi+yj+zk=—2i+3j - 2k + 1(4k); x = =2,y = 3,
i ik " z==2+4tx=-2,y=3.
(@) Xv=loa ob ac|=0y0Xu=la b c|porl 13. (x » 2)=(6—10r 7t+10 97+ 3);x=6- 101,
d e f d e f x—6 y—10 =z-3

y=Tt+10,z=9t + 3;

propiedad 3.2.2 de la seccion 3.2. -10 7 9



15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.
37.

39.
41.
43.
45.

zy=(a b+dt

y—>b
z=c+tet;x =a, =
d e

ctet);x=a,y=>b+dt,

z—c

(x y

v=uai+ ck, xi +yj+zk=(=2+ani+ 3j+ (7 + c)k,
x+1 z—17

a

, ¥ = 3, a, b arbitrarios diferentes de cero.

=@ -2t 3t+5 S5—Tix=4-2,
z—5

-2 3 -7

(x ¥
x—4 y-5

y=3t+5z=5-17t

2,4,-1)-(5,-2,2) =10 — 8 — 2 = 0, mediante el pro-
blema 20.

Sit=1ys= —5, ambos conjuntos de ecuaciones para-
métricas dan el punto (2, —1, —3). (Encuentre ¢, s resol-
viendo las tres ecuaciones obtenidas mediante el calculo
de las coordenadas de L, L,.)

Se requiere una 7 tal que OR - v = (OP + tv) - v = 0. Al
. OP-v
resolver para ¢ se tiene t = pava
v

V294598
29

2J13+/543
13

Sedeseav = (a, b, c¢)talquev- (=4, -7,3) =0y
v - (3, =4, —2) = 0. Esto produce el sistema

-4 -7 310 1 11 -1]0
[ 3 -4 -2 OJ_)[O 37 -1 OJ'
Sic¢ = 37, entonces b = 1y a = 26. Por lo tanto, la linea
x+4 y-7 z-3

26 1 37

satisface las condiciones.

Lalinea x = 4 — 4¢, y = 6 + 16¢, z = 24¢ satisface las
condiciones.

(x y 2=(11t—10 —18t—1 —6¢—2).

Seav=(a,b,c)v-(3,—4,4)=0yv-(—3,4,1)=0dan

3 =4 4|0 3 -4 0
(—3 4 1‘0]_’(0 01
v = (4, 3, 0) es perpendicular tanto a L, como a L,. El

punto P = (—2,7,2)estaen L, yel punto Q = (1, =2, —1)
esta en L,. Asi, la distancia entre L, y L, esta dada por

0
OJ. Sea b = 3. Entonces,

-V

Usar (x —OP) - u = 0 en 33-44.

y=0.

=D+ 1y =2 +0z=3)=0x+y=3

3x — 2y + 62 = 36.
3(x—=2)—(+ D +2x—6)=0;3x —y+2z=19.

47.
49.
51.
53.

55.

57.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

71.

73.
75.
77.
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4x+3)+(@p—-11)—-7(z-2)=0;4x +y —7z= —15.
S5x — Ty + 5z = 26.

x— 13y +9z=-9.

Sea P=(1,0,0) 0 =(0,1,0)y R= (0,0, 1). Como
antes, calcule PQ y QR para hallar n = PQ X QR =

i ik

-1 1 0|=1i+j+ k. Porlo tanto, 7 esta dada por
0 -1 1
(x—=1)+y+z=0,quesesimplificaax +y+z=1.

20x — 8y — 22z = 102.
No son ortogonales, ni paralelos, ni coincidentes.

n=2i—j+kyn,=i+j— k. n =n,+ 0.Porlo tanto,
T, y 7, son ortogonales.

Ninguno.

401 467 39; 333
X=—+—,y="+—",z=1
x=2 4, LB,

770 T T T b :

Sea Q = (qla 9 q3)5 P= (plapb p3)a n= (a» ba C) ym eSté
dada por ax + by + ¢z = d. Se desea que R = (r|, 15, '3)

en 7y un a # 0 tal que RQ = an. Entonces, se tendra
D=|RQl,RQ =an,quedar, =q, — aa,r,=q, — ab
y ry = ¢ = —ac. Al sustituir estas ecuaciones en ar, + br,
+ c¢ry = dy resolver para a, se obtiene

+bq, +cqy —
a=2N"T0h T T4 bq‘Z 7 =4 Dado que ap, + bp, + ¢p; = d,
n
—p) +b(q, — py) + (g — PQ -
entonces o = L= P) (qz‘ ‘zpz) (g5 —py) _ ‘Q‘zn.
n n

Por lo tanto,

D= |m| = |(aa, ab, ac)| =

[m»n PQ-n, PQ n j

7 & b, 7 ¢
In| In| In|
PO - . PQ -n
= ann :|proyv PQl:M
In| In|

El punto G, 0, 0) esta en el plano. Entonces, PQ =

Bl
2
19
P2
(-52a)czos

|(=2.0.8) N
33
D - ?.
0.7706 rad.
2.0671 rad.

Supoéngase que u, vy w son coplanares. Dado que v X w es
ortogonal tanto a vy w, entonces v X w es ortogonal a u.
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14
Por lo tanto, u - (v X w) = 0. Por otra parte, suponga 45. u-v=—14,cosp = ~ s
u - (v X w) = 0. Entonces,uLv X w. Como v X w es orto- '
gonal a vy w, por lo tanto u yace en el plano determinado 47. Ninguno.
0 . Use el problema 77 para resolver 78-82. 4 .
porvyw p par v 49. u-v= —40,cosp = 4—?:>uyvno son paralelos ni orto-

79. u-(vxXw)=(-3,1,8) (—58,2, —22) = 0; coplanar : gonales.

—58x+2y—222=0=-29x+y—11z=0.
51. u-v=0,uyvson ortogonales.
81. Los vectores no son coplanares.
53. u= 7v=-uy vson paralelos.
83. u- (v X w) = 18; no son coplanares.
33, 77,
55. proyu = 50 + 2o

Ejercicios de repaso capitulo 4

57. proyu = i1 + %j.

13
L [v]=32,¢="2".
! 59 proyu=fii+ij
3. |v|] = V181, 6 = 2.3036 rad. v 10 10

m 61. proy,u = 0.

5. IVI=4,¢=10,. N
63. proy pg RS = —22(i + 9j), proy s RS =

7. vl = 14,0 = 7 — 0.6405. o Fa % rg

~223i + 4j).

9. |v|=+/37,6 =2.9764 rad. 5

11. PQ = 6i + 14. 65. d=506.
13. PQ = 4i +2j. 67. 2J30.
15. 9 -3).
moa 69. |v|= Jﬁ;cosaﬁ;cosﬁ= —%;COS'y: —%.
19. 10 + 30j. _L
21. —2i + 38;. cosa i
1 T1. |v| =9, |cosB | = 5
23. u= ﬁ(i +§). cosy %
8 _%i " %j' T3 u= i j+ —=k.
1 NN N
27, w= (=T 3) 75. —16i + 17j — 10k.
29.u:%i—%j. 77 oo+ oo+ ok
3 u= _%i N %j. 79. 41i + 13j + 35k
81. 13.
33. u= %(*ﬁ =2 83. 2.0793 rad.
S ﬁ(*lOi 7). 85. uXv=—33i - 14j — 43k.
87. —26i — 8j + 7k.
37. -3 =343 89. Area = |u X v|= /1201.
39 v=d 91. Ecuacion vectorial: —i + 2j — 3k + [—5i + 2j + 3K].
41. u-v=—-96,cosp = — 326\{3153_7' Ecuacion paramétrica: x = —1 — 5¢,y = 2 + 2¢,
z=-3+3t
43. u-v=-22 cosp=— 329265' Ecuacion simétrica: %H = %72 = %



93.

95

97.
99.

L:i(x y =(-3 5 -4+(1 -1 Ijx=-3
toy=5—tz=-4+5x+3=5-y=z+4

. Ecuacion vectorial: xi + yj + zk =i — 2j — 3k
+ (51 — 3j + 2k).
Ecuacion paramétrica: x = 1 + 5¢, y = =2 — 3¢,
z=—-3+2t
e e x—1 y+2 z+3
Ecuacion simétrica: — =5 =5
d=/85.

I11x — 2y — 6z = —47.

101. 2x — 3y + 5z = 19.
103. 8(x + 1) +9(y —3) + 19(z — 2) = 0.
3o 5. .b
lOS.x—Z,y— 2,2 T
L P S P
107.x—3 6t,y 4 t,z=1
3
109.ﬁ
111. Plano:4(x — 1) +6(y +2) +8(z— 1) =0=4x + 6y

+8z=0.
Entonces: 4(9) + 6(—2) + 8(—3) =36 — 12 —24=0.
Por lo tanto, u, vy w son coplanares.

Capitulo 5

Problemas 5.1

1.
3.

11.

13.

15.

17.

No es un espacio vectorial; no existen elementos inversos.

Si es un espacio vectorial.

. No; iv) no toda matriz diagonal tiene un inverso multipli-

cador.

. No; iv) si (x, y) esta estrictamente en el primer cuadrante,

entonces (—x, —y) esta en el tercer cuadrante; vi) no apli-
casia<0.

. No;i)x* — x*=0;1ii) 0 ¢ V.

Si; los axiomas se derivan de los teoremas 2.5.1 y 2.1.1.

(1« 1 a) _ 2 ata ... [0 0
NO,I)[B 1]+(b 1]—[[3_”) 5 ]eZV,m)(O 0]

SRR I G _ -1 —«a -
¢ V;iv) {B 1] [—ﬁ _1J¢V,51a¢1.

Si es un espacio vectorial.

Si, 1) la suma de dos polinomios con un término constante
cero tendra un término constante cero, iii) 0 € V, iv) si
p(x) e V, entonces —p(x) € V;iv) ap(x) tiene un término
constante cero para todo escalar «; el resto de los axiomas

19.

21.

23.

25.
27.

29.

31.
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se deriva de las reglas usuales de la adicion y de la multi-
plicacion escalar de polinomios.

No, ya que el neutro aditivo tendra término constante
positivo.

Si; 1) ty(a, b, ¢) + t,(a, b, c) = (t, + t,)(a, b, c) e V;

ii1) (0, 0, 0) € V;iv) si(«, B, y) = t(a, b, ¢) € V, entonces
(—a, =B, =) = (=t)(a, b, ¢) € V; Vi) d[t(a, b, ¢)] = (at)
(a, b, c) e Vpara cada a € R, el resto de las acciones se
derivan de la seccion 1.5.

No; vii) si « # 1, entonces
alx + ) = a((x;, X)) + (1, 1))
=(ax; + ay, + a, ax, + ay, + 1);
Fax + ay = (ax; + ay,, ax, + ay, + 11);
(a + B)x = ((a + B)x,, (@ + B)x,)
Zax + Bx=(a+ B)x, +1,
(¢ + B)x, + 1.

viii)

Si; es un espacio vectorial trivial.

Si, siempre que comprendamos que escalar ahora significa
numero racional; i) (a + b2) + (¢ + dJ2) = (a + ¢) +
(b + d)J2 e V, dado que la suma de dos nimeros ra-
cionales es racional; vi) a(a + b</2) = aa + ab 2 € V,
dado que el producto de dos numeros racionales es racio-
nal; el resto de los axiomas se derivan como casos especia-
les de reglas para la adicién y multiplicacion de nimeros
racionales.

Supongaquex +y=0yx+z=0.Asi, x + y=x + z.
Al sumar y a ambos lados de la ecuacion se tiene y +

(x +y) =y + (x + z). Al usar las propiedades ii) y v), se
obtiene y + 0 = 0 + z. Por lo tanto, y = z.

i) Six>0yy>0,entonces x + y = xpy > 0;1ii) (x + y)
tz=xytz=xyz=x+yz=x+(tzpi)x+1=
x-l=x=1l+x=1-x5iv)yx+x'=x-x1=1;

V) x +y=xy=yx=y+ x;vi)six >0, entonces ax =
x* > 0 para todo a; vil) a(x + y) = axy = (xp)* = x** =
X% 4y = ax + ay; viil) (@ + B)x = x@ P = x4F =
XY+ xP = ax + Bx;ix) a(Bx) = (Bx)* — (x*)Pf = x* =
(aB)x;x) 1x = x' = x.

Problemas 5.2

1.
3.

11.
13.

No, porque (0, 0) ¢ H.
H es un subespacio.
H es un subespacio.
H no es un subespacio.
H es un subespacio.
H es un subespacio.

Si es un subespacio vectorial de V.
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