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¢Qué esperamos de los alumnos? Nuestro primer objetivo es poder recuperar los contenidos
trabajado en el nivel secundario para que puedan leer eficientemente textos, enunciados o
problemas y puedan integrar informacion: conceptos y herramientas (matematica) para
dar respuesta a la situacion.

Contenidos:

1. Proporcionalidad. Porcentaje

2. Conjunto numeéricos reales: Propiedades de las operaciones y de los conjuntos.
Expresiones equivalentes. Anotacion cientifica. Redondeo y truncamiento.

3. Expresiones algebraicas: lenguaje coloquial y simbdlico en diferentes contextos,
operaciones basicas, producto notable. Polinomio

4. Ecuaciones de una variable: lineales, cuadraticas, con mdédulo, racionales e inecuaciones.
Sistema de ecuaciones lineales con dos variables.

5. Funciones: Definicidn, representacion grafica y analitica. Hallar dominio de una funcién

a partir de su féormula.

Proporcionalidad. Definicién de proporcionalita directa. Calculo de
Porcentaje porcentaje de una cantidad, o viceversa.

Propiedades de la suma, resta, multiplicacién y division:
conmutativa, distributiva, asociativa, inverso
multiplicativo e inverso aditivo, elemento neutro de la
suma v la resta.

2. Conjunto numéricos : . - .
reales: Propiedades de PropleQades_de la potencia y raiz: producto y cqaente de
las operaciones. potenc!a de igual base, potencia de otra. potenC|a_1,
Expresiones equivalentes. potenc!a) de exp,onente nuI_o, uno, neggtlvo y rac_lpnal.
Anotacion cientifica. Ex_pre5|on de_ numeros racionales: dec;llma!, fracu_on y
Aproximacion decimal. mlxta:,Fra(_:C|0|’1_es equwalen_tes, Fraca_on_ |rre_<;IUC|b_Ie_. y

Notacion cientifica y operaciones multiplicacion, division y
potenciacidon con numeros escritos en notacidn cientifica.
Aproximacion decimal: métodos de redondeo y
truncamiento.

3. Expresiones algebraicas: . . L i
lenguaje cologuial y Exprespnes algebralcas: Terminos se.meJ.antgs..,
simbdlico en diferentes Operacpljes con expresiones ,algebralca_s. _a’dICIOI’],
contextos, operaciones sustracc_lon, produc_to y d|V|S|o_n, potenciacion de_
basicas, producto monomios. Operaciones combinadas con expresiones
notable. Polinomio algebraicas. Productos Notables. Factor comun

Significa de ecuacion. Resolucién de ecuacion.
4. Ecuaciones de una Interpretacion de solucién en contexto matematico y no

matematico.

Definicion de mddulo, resolucién de ecuaciones con valor
absoluto.

Definicidon de sistema de ecuaciones lineales. Clasificacion
y resolucion (método de igualacién, sustitucion y
sustraccion)

Interpretacion de solucién en contexto matematico y no
matematico.

variable: lineales,
cuadraticas, con mddulo,
racionales e
inecuaciones. Sistema de
ecuaciones lineales con
dos variables.

Funciones: Definicién, Ejes cartesianos. Expresion grafica y simbdlica de
representacion grafica y funciones basica. Dependencia entre variables. Ejemplos
analitica. Hallar dominio de funciones en contextos numéricos, geométricos y

de una funcién a partir de | experimentales. Definicién de dominio y conjunto

su férmula. imagen. Calculo del dominio en una funcion.




Reglas algebraicas para

los niimeros reales

a+b=b+a
ab = ba

a+(b+c)=(a+b)+c

a(bc) = (ab)c
a(b+c)=ab +ac
a(b—c)=ab—ac
(a +b)c = ac + bc
(a —b)c = ac — bc
at0=a
a-0=0

a-1=a
a+(—a)=0

(—a)(=b) = ab
-a _a

b b
-a a _a
b b b
g+é:a+b
c ¢ c
a b _a-—->b
¢ ¢ ¢
a ¢ ac

b d bd
afp _ad
e
Z=2 (€70

Exponentes

a®=1 (a#0)

1
-n — 0
a=— (@ #0)
aa = am+n
(am)n = g'"n

(ab)" = a"b"

Radicales

\'/E:lll"’n
(Wa)y' =a,v/a*=a (a>0)
Jam = (fay = ah

Vab = y/a/b
Ja _Ya
b_ b
"”WZ n%

Productos especiales

x(y+z)=xy+xz

(x +a)(x +b) =x*>+(a+Db)x +ab
(x +a)*> =x*> +2ax +a°

(x —a)®> =x* —2ax +a°

(x +a)(x —a) =x*—a?

(x +a)® =x3 +3ax? + 3a’x + a®
(x —a)® =x3 —3ax? + 3a’x — d®

Formulas de factorizacion

ab +ac =a(b+c)
a’>—b*=(a +b)a—b)

a’> +2ab + b* = (a + b)?

a’> —2ab +b* = (a — b)?
a’®+b* = (a +b)(a®> —ab + b?)
a® —b* = (a — b)(a*> +ab + b?)




Férmula cuadratica

Lineas rectas

Siax? + bx + ¢ = 0, donde
a # 0, entonces

2= 0N
mzi
X2 — X1

y =y =m(x —xp)

(formula de la pendiente)

(forma punto-pendiente)

—b + B2 — dac y=mx+b (forma punto-interseccién)
YT, x = constante (recta vertical)
a .
y = constante (recta horizontal)
Desigualdades
Sia < b,entonces a +c< b +c.
Sia < by ¢ > 0, entonces
ac < bc.
Sia < by ¢ > 0, entonces
a(—c) > b(—c).
Logaritmos
log, x =y siysolosi x = b’
log,(mn) = log, m + log, n
m
log,, i log, m — log, n
log, m" = rlog, m
log,1 =0
log, b =1
log, b" =r
plog" = m
log, m
1 =4
O8 1 log, b
Conteo
n!
nB=
(n—r)!
n!
}’LCY =
ri(n —r)!
Alfabeto griego
alfa A a nu N v
beta B B xi =/ &
gamma r vy Omicron 0 0
delta A o pi I1 T
épsilon E € ro P p
zeta Z l sigma py o
eta H n tau T T
theta (¢} 0 ipsilon Y v
iota | L fi [ b, ¢
kappa K K ji X X
lambda A A psi N4 U
mu M i omega Q ®




Simbolo

_ Significado

. # vV Vv IA A

I+

-

g )W =M

~

g8 < > |

+

igual

menor que...

menor o igual que...
mayor que...

mayor o igual que...
distinto
aproximadamente igual
idénticamente igual
mas menos / menos mas
sumatorio

producto

. para todo, cuantif. universal
: existe, cuantif. existencial
- implica (si...entonces...)

equivale (siy solo si)

tal que
por lo tanto, por consiguients

porque, puesto que

. negacion
- conjuncién ("y", "ademas")
. disyuncién ("o")

- infinito

Simbolo Significado

N ' conjunto de los nimeros naturales
Z, ~ conjunto de los numeros enteros
(@ conjunto de los nimeros racionales
R conjunto de los nimeros reales

C ~ conjunto de los nimeros complejos
R* conjunto de los reales positivos

{a, b,.. } | conjunto de elementos a,b,...

%) . conjunto vacio

N, ﬂ ; interseccion de conjuntos

U, U union de conjuntos

(= . incluido en el conjunto
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Porcentaje y
Proporcionalidad

Comprender que significa la

proporcionalidad, identificar situaciones
que haya una relacidén proporcional y
hacer los cdlculos correspondientes.
Comprender y aprender la “regla de tres a
simple”. Calcular porcentajes.




Razén y proporcionalidad

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando, al multiplicar o dividir una de ellas
por un numero cualquiera, la otra queda multiplicada o dividida por el mismo nimero.

Se establece una relacion de proporcionalidad directa entre dos magnitudes cuando:

e A mas corresponde mas.
e A menos corresponde menos.

Desafio 1, parte A:

1. Florencia hace tortas por encargo y empezara a ofrecer torta de frutillas. Tiene una
receta para una torta de 10 porciones. Para organizarse, arma una tabla.

En la primera columna anota la cantidad que necesita de cada ingrediente para la torta de
10 porciones y en las siguientes columnas anota las cantidades de cada ingrediente para
tortas con distintas cantidades de porciones.

Completa la tabla

Cantidad de porciones 10 20 5 8 15 18
Harina (en gramos) 400

Huevos (en unidades) 3

Leche (en litros) Ya

Azicar (en gramos) 300

Manteca (en gramos) 225

Frutilla (en unidades) 20

En la actividad anterior estudiaron como varia una cantidad en relacidon de otra, en este caso
como varia la cantidad de ingredientes de una torta en funcién del nUmero de porciones.

Si miran alguna fila de la tabla que completaron, por ejemplo, la del azucar, notaran que la
cantidad para 10 porciones mas la cantidad para 5 porciones es igual a la cantidad para 15
porciones. Lo mismo ocurre con la suma de las cantidades para 10 y 8 porciones, y la
cantidad de 18 porciones. Y lo mismo con otras cantidades de porciones.

Cantidad de 10 20 5 8 15 18
porciones

Cantidad de 300 600 150 240 450 540
azucar (gramos)

e Al sumar dos cantidades de porciones, le corresponde la suma de las cantidades de
azucar de dos cantidades de porciones

En la tabla puede ver que a 20 porciones le corresponde el doble de azlcar que a 10, y a 15
le corresponde el triple que a 5, y esto para con el cuadruple, el quintuple, etc.

porciones
Captldad de 300 600 150 240 450 540
azucar (gramos)

e Al doble de una cantidad de porciones le corresponde el doble de la cantidad de
azucar; el triple le corresponde el triple; el cuadruple, el cuadruple; etc.

En este caso se dice que la cantidad de azlUcar es PROPORCIONAL a la cantidad de porciones,
es decir que la cantidad de azucar varia proporcionalmente a la cantidad de porciones.



Desafio 1, parte B:
Completa esta nueva tabla en relacion entre la cantidad de porciones de torta y los
centilitros de leche usada, segun la receta del desafio 1

La constante de proporcionalidad

Hay otra propiedad que verifica las relaciones de proporcionalidad directa que permite
completa las tablas de manera sencilla.

Por ejemplo: Como hemos visto, si consideramos la variacién de leche (en centilitros) en
funcion de las cantidad de porciones, por ser proporcional se verifica que: Si se dividen un
valor de la fila de abajo por el que le corresponde de la fila de arriba, obtiene siempre el
mismo numero

25:10 =50:20=12,5:5=20:8=--=25

Y ese numero indica la cantidad de centilitro de leche que se necesita para cada porcion.

Cuando la relacion entre dos variables es de proporcionalidad directa, se
llama constante de proporcionalidad o coeficiente de proporcionalidad
al niimero por el que hay que multiplicar cada valor de la primera
variable para obtener el que le corresponde de la segunda. La constante
es el valor de la segunda variable que corresponde a la unidad de la
primera. En €l ejemplo anterior, la constante es 2,5; porque se necesitan
2.5 centilitros de leche por cada porcion.

Desafio 1, parte C:

Calcula la constante de proporcionalidad para estos ingredientes de la torta del desafio 1,
en funcion de la cantidad de porciones.

La cantidad de frutilla (en unidades):

La cantidad de harina (en gramos):

La cantidad de manteca (en gramos):

La cantidad de harina (en kilogramo):

En una situacion en la que hay dos cantidades variables, sitodos los
valores de la segunda se obtienan multiplicando todos los valores de la
primera por un niimero, la relacion es de proporcionalidad directa.




Problema de profundizacion:

Juan maneja por la Ruta 2 desde Buenos Aires hasta Mar del Plata, a una
velocidad de 120 km por hora. La distancia entre las dos ciudades es de 404 km,

l@ ¢Qué distancia recorrio despueés de 20 minutos?

f\ [

_ ;Y después de 40 minutos? ;Y después de 1 hora y 20 minutos?

(b)) ;Cuénto tardard en recorrer 300 km?

@ (A qué distancia de Mar del Plata estara después de 3 horas de viaje?

(—\l 4> . - . . . . .
En la actividad anterior estudiaste como variaba la distancia recorrida por el
auto en funcion del tiempo de viaje.

(--.- »
I.@ Completd la tabla con los valores hallados.
a7

 Tiempade viaje [&n hs)
Distancia recornida [en km)

I@ ;La distancia recorrida es proporcional al tiempo de viaje? Si es necesario,
calcula mas valores. Justifica tu respuesta.

@ ¢Es cierto que la segunda fila de la tabla se obtiene multiplicando el valor
de la primera por 1207

Conceptos que hemos trabajado:

Magnitudes: Valor numérica que se les designa a los objetos en funcién de una
caracteristica propia que puede ser medida, como el tamafio, el peso o la extension.

Son magnitudes:

e La longitud del lado un cuadrado.
e La capacidad de una botella de agua.

Razon (matematica): Razoén es el cociente entre dos nimeros o dos cantidades comparables
entre si:

a

b

Siendo a y b dos numeros reales, y b es distinto de cero



Proporcionalidad: Una proporcion es una igualdad entre dos razones.

Constante de proporcionalidad: Es el cociente de las razones de una proporcion.

a_ ¢ _e
— ===k
b d f

EJEMPLO

En un comedor escolar cada alumno se come 2 croquetas. Dos alumnos comen 4 croquetas;
3 alumnos, 6 croquetas; 4 alumnos, 8 croquetas...

Numero de alumnos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 110 (11|12 |13 |14 |15
Km]merodecroquetas 2 4 6 8 |10 (12 (14|16 |18 |20 |22 |24 | 26 | 28 SQ

e Podemos expresar las razones de |os valores de cada magnitud de la siguiente manera.
1234 5 9 12 15

20§80 82830
Son razones de las magnitudes nlmero de alumnos y croquetas.
2 3 4 9 12 15

A 2 S e S fLiP 19 -
-Obsemamosque.5—0,5 4—0,5 6—0,5 3 0.5 .z 18 0.5 . 7 05 0 0,5

Todas las razones tienen el mismo valor: 0,5.

e |aigualdad de dos razones forma una proporcion.

1 2 3 4 9 12
220 5370 wTum=

* £l cociente de las razones de una proporcion se llama constante de proporcionalidad (0,5).

0,5

Problemas de interpretacion y aplicacion

1. Indica si las siguientes magnitudes son directamente proporcionales y expliquen como lo
han pensado

a) Numero de horas trabajadas y dinero cobrado.

b) Numero de horas que un alumno ve la televisidon y nUmero de horas de estudio.
c) Numero de personas que comen y cantidad de alimento.

d) El numero de hojas de un libro y su peso.

e) Numero de personas que participan en la compra de un regalo y dinero que aportan.
f) La edad de un alumno y su altura

g) La edad de una persona y la cantidad de dientes

h) La velocidad de un coche y el tiempo que tarda en recorrer una distancia.

i) El nUmero de limpiadores de un edificio y el tiempo que tardan.

j) El nimero de ladrillos de una pared y su altura.

k) El peso de la fruta y el dinero que cuesta.

I) La velocidad de un corredor y la distancia que recorre.

m) El nUmero de grifos de un depdsito y el tiempo que tarda en llenarse



2.

En un mercado 1 kilogramo de manzanas cuesta 1,50 €. Elabora una tabla en la que las magnitudes: masa de manzanas
(de 1 a 10 kg) y el precio correspondiente, forman razones iguales.

Peso (kg) 1 \
Qrecio (€/kg) | 1,50 J

3. Para hacer jugo de frutas, Bruno mezcla 15 litro de jugo de naranja y 200 ml de jugo
de manzana.

a. Completen la tabla para obtener la misma mezcla que Bruno. Anoten las cuentas
que hacen para complelarla.

Cantidad de jugo de naranja () 0,5 0,25 0,75
Cantidad de jugo de manzana (w.) 200 600 80

b. ;Exisle alguna relacion entre las canlidades de ambas frutas? ;Cudl? Escriban
coOmMa lo pensaron.

¢. ¢Como podrian completar la tabla conociendo la cantidad de mililitros de jugo de
manzana necesarios para 1L de jugo de naranja?

4. Para hacer un postre para sus amigos, Ana elige una receta que se llama Copa Imperial

Ingredientes
ICOp d I e FrUtillas yes - osessesses 300gramos  +AZUCAr............... 6 cucharadas
mperla .Jugodenaranja ...... %de taza - Crema de leche...... 250 gramos

£aIg0pErCUC - : . Chocolate cobertura. 180 gramos -Heladodevainilla...%kg

a) ¢Qué cantidad de frutilla y de azlcar va a necesitar para que la receta le salga
exactamente igual, pero para 12 porciones? ¢y para 147?

b) éCuantas porciones de la Copa Imperial puede hacer con 3kg de helado de vainilla?

c) ¢Es cierto que con 6kg de helado puede hacer el doble de porciones que con 3kg? ¢Por

qué?
5.

Determina si estas razones forman una proporcion aplicando su propiedad.

a)ﬁ 2 c)£ e) 28

3Y% 5 81 y3
2.6 24 12 49 11

b)7y§ d5Y¢ f) 37 Y715

11



ﬂ El precio de 12 fotocopias es de 0,50 €. ;Cuanto costara hacer 30 fotocopias?

Un ciclista recorre 75 kildmetros en 2 horas. Si mantiene siempre la misma velocidad, ;cuantos kilometros recorrera
en 5 horas?

ﬂ Un tanel de lavado limpia 12 coches en una hora (60 minutos). ¢Cuanto tiempo tardara en lavar 25 coches?
¢Y 50 coches?

ﬂ Diez barras de pan cuestan 4,75 €. ;Cuanto costaran 18 barras? ;Y 24 barras?

m El precio de 9 billetes de autobus es 10 €. ;Cual sera el precio de 12 billetes? ¢Y de 15 billetes?

m Si 5 botellas de leche cuestan 3,75 €, ;cuanto costara una caja de 12 botellas? ;Y una caja de 36 botellas?

12



Regla de tres directa

Consiste en formar una pareja de
fracciones equivalentes con los tres
datos y la incognita.

MAGNITUD 1 MAGNITUD 2

¢ —> m)

a
b —»be

= |3

b-m
a

a-x=b-m — x=

— a
[En la web Ja

Practica resolviendo problemas de propor-
cionalidad directa.

)
J

Regla de tres directa

Dos pares de valores correspondientes forman dos fracciones equivalentes. Esto
nos permite calcular uno de los cuatro valores si se conocen los otros tres.

Ejemplo

Tres botes de mermelada cuestan 5,40 €. ;Cudnto cuestan 4 botes?

EEE-EEEE

5,40 € €
MAGNITUDES
N.° DE BOTES cosTE (€)  Formamos dos fracciones equivalentes:
3 > 540 - 4'53J =7.20

4 — X

3 5,40
} 4 x =%

Para obtener el valor de x, recuerda el procedimiento de la pdgina 129.
i:ﬂ—)3.x=4.5’40—)x=ﬂ
4 «x 3

Solucion: Cuatro botes de mermelada cuestan 7,20 €.

=7,20

Piensa y practica

1. Resuelve por reduccién a la unidad.

4. Calcula x en cada caso, como en el ejemplo:

Tres chocolatinas pesan 90 gramos. ;Cudnto pesan L4 14 _ 614 _,,
2 chocolatinas? 6 £ & 5
L5 6_10 5.7
Ghite .S G i Y 9
Mg ’g ’g 10 _4 > 7 T,
d)IZ-x e)3-x f‘)G-x
N.© CHOCOLATINAS PESO (g)
3 e B0 12 06 L6_1 5 05_75
1 — B " Ly e ) 5i6™ «
2 - ?

2. Resuelve por reduccién a la unidad.

Un canguro avanza 12 metros en cuatro saltos.

:Cudnto avanzari en 10 saltos?

3. [N ;Verdadero o falso?

a) Tres barras de pan pesan 600 gramos. Dos barras

pesarin 400 gramos.

b) Dos kilos de patatas han costado 0,80 €. Tres kilos

costaran 1,30 €.

c) Por aparcar dos horas pago 3 €. Por aparcar media

hora pago 0,75 €.

5. Resuelve con una regla de tres.

He pagado 9,20 € al comprar cuatro chocolatinas.
:Cudnto habria pagado si hubiera comprado tres?

CHOCOLATINAS COSTE (€)
4 —_— 9,20
3 —_— X

6. Por un gasto de 20 € te dan 3 cupones-descuento.
;Cudntos cupones te dardn por un gasto de 140 €?

7. Si 100 g de salmén ahumado cuestan 2,40 €, ;cudnto
costardn 260 g?

13



Desafio 2

LUNES
Lleve 3, pague 2.

1. En el supermercado proponen distintas ofertas cada dia de la semana.

MARTES MIERCOLES
Llevando dos productosiguales pague la

Enproductos seleccionados, mitad del segundo. 15% de descuento

Fideos, arrozy sopas
instantdneas

d
¢ Calcular el p% de un
numero es calcular
: P
la fraccion 100 de
dicho nimero.

En productos seleccionados. entoda sucompra
Fideos, arrozy sopas instantaneas

a. Ellunes Juan compré 3 paquetes de arroz. Cada uno cuesta $42,60.

i. ;Cuanto pago6?

ii. ¢Cuanto pago cada paquete?

iii. ;Qué parte de la compra se ahorra por comprar el lunes y no otro dia?
iv. ;Qué porcentaje de descuento representa?

b. Laura compra el martes 2 paquetes de fideos iguales. Cada paquete cuesta $12,80.
i. ¢Cuanto pagé por cada paquete?

ii. ;Qué porcentaje de descuento le hicieron sobre cada paquete?

iii. Si Laura quiere llevar 3 paquetes, el porcentaje de descuento sera el mismo?
¢Por que?

c. ;Qué le conviene a Laura: comprar los 3 paquetes de fideos el martes o el miérco-
les? ;Como se dan cuenta?

SIGNIFICADO DE PORCENTAJE. TANTO POR CIENTO (%)
» Fijate en las siguientes frases.
«El equipo gano este ano el 85% de los partidos.
«El 9% de los alumnos de la clase superan los 13 anos».
 En la vida diaria se utilizan los nimeros mediante expresiones de porcentaje.
» Expresar un determinado tanto por ciento (85%, 9%) de una cantidad (partidos, alumnos) consiste en dividir esa
_ cantidad en 100 partes y coger, tomar, indicar, senalar... el tanto indicado.
% Significado Fraccion Valor Se Lee o
El equipo gano el 85% 85 .
de los partidos 85 85 de cada 100 100 0,85 85 por ciento
El 9% de los alumnos 9 y
Quper A IS 1 ARG 9 9 de cada 100 100 0,09 9 por ciento

14



€ completa la siguiente tabla.

% Significado Fraccion Valor Se Lee
7
0,15
38
100
\ 4 de cada 100

a Expresa la fraccion y el tanto por ciento que representa la zona coloreada.

a) b) c)

PORCENTAJE DE UNA CANTIDAD

Recordando el concepto de fraccion de una cantidad, el tanto por ciento de una cantidad se puede calcular de
dos maneras:

1.2 Multiplicando la cantidad por el tanto por ciento y dividiendo entre 100.
2.2 Dividiendo la cantidad entre 100 y multiplicando por el tanto por ciento.

S

EJEMPLO

Enrique ha comprado unas zapatillas en las rebajas. Las zapatillas marcaban un precio de 60 €, pero le han
realizado un descuento del 15% ¢Cuantos euros le han rebajado del precio inicial?

15-60 9
= Z0 = 9 € |le han descontado.

15%de60—] 100 100

st = 0,6-15 = 9 = 9 € le han descontado.

Después de realizar el descuento al precio de las zapatillas, ;cuanto pagé Enrique por ellas?
Una vez realizado el descuento, se resta a la cantidad lo que valia el articulo.

60 —9=051€ Por tanto, Enrique pago 51 € por las zapatillas.

15



a Expresa los nimeros en porcentajes.
a) 0,16 = c) 0,03 = e) 0,625 =

b) % o d f 025 =

00|~
I

@ calcula el 37,5% de 50.

5. Fernando puso $13.000 a plazo fijo en el banco por 2 meses, con un interés del
0,6% mensual. ;Cuanto dinero le devolveran una vez terminado el plazo?

6. Julian pagd $120 por un libro luego de que le hicieran una rebaja del 10%. Escriban
una sola cuenta que permita calcular el precio del libro antes del descuento.

7. La empresa telefénica cobra un recargo de 5% por pagar la factura fuera de térmi-
no. Por este motivo, el abonado debe pagar $120. ;Coémo calcularian el importe original
haciendo una sola cuenta?

8.Enun colegio, 15 de cada 60 alumnos no practican ningun deporte. ;Qué porcenta-
je de alumnos no practica deportes?

9. Los chicos de primer afo hicieron una encuesta sobre gustos musicales a 200 ami-
gos. Representaron los datos en este grafico, que esta incompleto.

10%

5%

I:l Rock

]
Rock 60% .

]

a. ;Cuantos chicos escuchan rock?

b. Si hay 10 chicos que escuchan cumbia, ;qué zona del grafico les correspondera?
¢Y alos 50 que escuchan pop?

c. ;Qué procentaje de los chicos escucha musica pop?

d. Si para realizar el grafico consideraron que cada angulo central del sector circular
es proporcional al porcentaje y todo el circulo tiene un angulo de 360°, ;qué angulo
central le corresponde a cada sector?
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10. Un comerciante tiene una ganancia del 25% sobre el precio de costo de los pro-
ductos que vende.

a. Si un producto le costé $120, ;a cuanto deberéa venderlo?

b. Si vendié un producto a $180, jcuanto habra sido el costo?

11. Una tienda de ropa hacen un descuento del 10% por fin de temporada, y luego un
5% de recargo por pagar con tarjeta de crédito.

a. Alfinal, jhace un aumento o un descuento? ;De qué porcentaje? Expliquen como
lo pensaron.

b. Teniendo en cuenta los descuentos anteriores, escriban una cuenta que permita
calcular cuanto se pagara por un producto que cuesta $150.

c. La cajera se equivoca y hace primero el recargo del 5% y luego el descuento del
10%. ;Cobra mas, menos o lo mismo que al revés? ;Como se dan cuenta?

17
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Ejercicios y problemas

Las relaciones de proporcionalidad

1. & Indica los pares de magnitudes que son directa-
mente proporcionales (D), los que son inversamente

- proporcionales (I) y los que no guardan proporciona-
lidad (X).
a) La velocidad de un coche y el tiempo que tarda en
. ir de Palencia a Valladolid.
- b) El tiempo que funciona el aspirador y la cantidad
. de energia que gasta.

¢) El peso de un besugo y su coste.

d) El caudal de un grifo y el tiempo que tarda en lle-
nar un cubo.

e) La edad de una persona y el nimero de veces que
va al médico.

f) Las veces que un jugador de baloncesto lanza a ca-
nasta y los puntos que consigue.

2. a1 Calcula en cada caso el término desconocido:

98230 228 17 51

CErt ICT S R

R g h)%=% i) 2’34=375
Problemas de proporcionalidad

3. a1] Resuelve mentalmente.

a) Rosa ha pagado 3,60 € por un trozo de queso de
300 gramos. ;Cudnto pagard por 150 gramos?

b) Dos bolsas de arroz cuestan 2,10 €. ;Cudnto cues-
tan tres bolsas?
4. e} Resuelve por reduccion a la unidad.

Un empleado recibié la semana pasada 60 € por
5 horas extraordinarias de trabajo. ;Cudnto recibird
esta semana por solo 3 horas?

UNIDAD e

7. el Cuatro cajas de galletas pesan 2,4 kg. ;Cudnto
pesardn cinco cajas iguales a las anteriores?

8. e} Una fuente arroja 42 litros de agua en 6 minutos.
;Cudntos litros arrojard en 15 minutos?

9. e Un empleado recibié la semana pasada 60 € por
5 horas extraordinarias de trabajo. ;Cudnto recibird

esta semana por solo 3 horas?

10. e Las grosellas se venden a 2,30 euros el cuarto.
:Cudnto cuesta cuarto y mitad?

11. e Un besugo de un kilo y doscientos gramos ha

costado 14,40 €. ;Cudnto costard otro besugo de
ochocientos gramos?

Porcentajes

12. « 1] Calcula mentalmente.

2) 10% de 340 b) 10 % de 4800
¢) 50% de 68 d)50% de 850
¢) 25% de 40 £)25% de 2000
g) 20% de 45 h) 20 % de 500
i) 32% de 50 i) 80% de 50

13. &1 Calcula con ldpiz y papel y, después, comprueba
con la calculadora.

a) 15% de 360 b) 11% de 3400
) 8% de 175 d)60% de 1370
¢) 45% de 18 £)84% de 5000
g) 150 % de 80 h) 120 % de 350
i) 200% de 45 i) 250% de 250

14. «11 Calcula y, si el resultado no es exacto, redondea a
las unidades.

5. e Si con medio kilo de jamén salen cuatro bocadi- a) 16% de 470 b) 14 % de 288

llos, ;cudnto jamén necesito para 10 bocadillos?

c) 57 % de 1522 d)7 % de 3640

6. em | Una f::ibric‘a .ha sacado 22‘80 co'ches en los dlti- ¢) 6% de 895 £)92% de 2630

mos 15 dias. Si sigue con el mismo ritmo de produc-

cidn, jcudntos sacard en los préximos veinte dias? g) 115% de 94 h) 120 % de 751

101

Nombre y apellidos: Fecha:
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Ejercicios y problemas

15. «1] Copia y completa cada casilla con un nimero de-
cimal y, después, calcula el resultado:

) 20% de 560 = [ ]-560 = ...
b)16% de 1250 = ]-1250 = ...
) 72%de925= ]-925=...
d)9%de700=[ ]-700=...
€)2%de650= ]-650=...

16. «1] Copia y completa en tu cuaderno.

DN 209 | 15% | 43% | 65% | 5% | 2%
B 0| | | | |

17. @1 Completa con el porcentaje adecuado en cada caso:
a)[ ] %de70=35
b)[ ] % de230 =115
o) [ ] % de 800 = 200
d)[ ]%de370=37
O[] %de56=5,6
) ]%de30=6

Autoevaluacion

1. Indica si hay relacién de proporcionalidad directa o in-
versa en los siguientes pares de magnitudes:

a) La velocidad de un coche y el tiempo que tarda en
llegar a su destino.

b) El peso de un libro y su precio.
¢) El nimero de horas trabajadas y el pago recibido.

d) El ntimero de caballos que tiene un granjero y el
tiempo que tardan en consumir una carga de heno.

e) El nimero de folios de un paquete y su peso.

2. Completa estas tablas en tu cuaderno:
DIRECTA INVERSA
1|23 |4 123 |4
EU N EU.

102

Problemas de porcentajes

18. «1] Reflexiona y contesta.

a) En una caja de bombones, el 25% estd envuelto.
¢Qué tanto por ciento estd sin envolver?

b) Un 35% de los empleados de cierta fébrica traba-
jan en turno de mafana; otro 35 %, en el de tarde,
y el resto lo hacen en el turno de noche. ;Qué por-
centaje trabaja en el turno de noche?

19. «1] En mi clase somos 28 y el 25 % nos hemos apun-
tado a atletismo. ;Cudntos nos hemos apuntado?

20.«11 Solo el 12% de los 25 asistentes a la clase de baile
son chicos. ;Cudntos chicos y cudntas chicas son?

21. «] Un televisor que costaba 450 € estd rebajado un
15%. ;Cudnto cuesta tras la rebaja?

22. e ;A cudnto asciende una factura de 85 € después
de cargarle el 21 % de IVA?

23. e Este ano, el 30% de la vacas de la granja ha te-
nido un ternero. ;Cudntas vacas hay en la granja, sa-
biendo que han nacido 12 terneros?

3. Resuelve con ayuda de la regla de tres.

Un trozo de queso de 375 gramos ha costado 4,50 €.
;Cudnto costard otro trozo de 200 gramos?

4. Un jardinero, con su mdquina cortacésped, tarda
18 minutos en segar una parcela de 200 m?. ;Qué su-
perficie puede segar en hora y media?

(9

. Calcula.

a) 10% de 48 b)30% de 350 c) 65% de 520

6. Un colegio tiene 585 estudiantes. El 60 % se queda al
comedor. ;Cudntos estudiantes usan ese servicio?

7. Marta ha comprado una blusa que costaba 35 €, pero
estaba rebajada un 20 %. ;Cudnto ha pagado finalmen-
te por la blusa?

Nombre y apellidos:

Fecha:

310
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Algoritmo de resolucion de problemas de Proporcionalidad

Para resolver problemas de proporcionalidad hemos de:

a) Leery comprender el envnciado del problema.

b) Crear vna tabla de doble entrada con las magnitudes del problema,
poniendo x en la magnitud a caleolar.
Discutir si son magnitudes directa o inversamente proporcionales.
Escribir la proporcion teniendo en cventa que:
1)  Si es Directs, escribimos la proporcion con los nimeros tal y como
aparecen en la tabla.
Si es Inversa, escribimos la proporcion con la fraccion inversa de vna de
las dos magnitudes (la que tiene a. la ¥)
Resolver la proporcion y analizar sv resoltado.

c)

d)

2)

e

01.- Indica si las siguientes magnitudes son directamente

proporcionales.
a) Nomero de horas trabajadas y dinero cobrado.

b) Nomero de horas que un alomno ve la television y nomero de
horas de estudio.
¢) Nomero de personas que comen y cantidad de alimento.
d) ELndmero de hojas de vn libro y sv peso.
e) Nomero de personas que participan en la compra de un regalo
y dinero que aportan.
1) La edad de on alomno y sv altora.
Sol: a) Si; b) No; ¢) Si; d) Si; e) No; f) No
02.- Completa las siguientes tablas de valores:

a) b)
3 6 | 12 | 24 | 48 4 8 | 12 | 16 | 4820
4 32 1 3

03.- Dos kilos de naranjas cuestan 1,50 €. ¢(Cuanto

costaran 5 kg? ¢Y 12 kg?
Sol: a) 3,75€; b) 9€

De 5 kilos de olivas se han obtenido 3,2 litros de aceite. ;Codntos
litros se obtendrdn de vna tonelada y media de aceitonas?
Si representamos los datos en vna tabla:

Kilos de olivas | Litros de aceite
5 kilos 3,2 litros
1.500 kilos X
A mds kilos de aceitunas, se obtendrd mds aceite. Proporcionalidad directa.
5 kg _ 1500 kg _ 1500-3,2 960
3,21 x 5

Se obtendran 60 litros de aceite.

04.- En una obra, dos obreros realizan una zanja de 5 m.
Si mantienen el mismo ritmo de trabajo, écuantos metros

abriran si se incorporan 3 obreros mas?
Sol: 12,5 metros

05.- El precio de 12 fotocopias es de 0,50 €. ¢Cuanto

costara hacer 30 fotocopias?
Sol: 1,25 €

06.- Un ciclista recorre 75 kilémetros en 2 horas. Si
mantiene siempre la misma velocidad, ¢cuantos kilémetros

recorrera en 5 horas?
Sol: 187,5 km
07.- Un ttnel de lavado limpia 12 coches en una hora (60
minutos). ¢Cuanto tiempo tardard en lavar 25 coches? ¢Y
50 coches?
Sol: a) 2 h y 5 min; b) 4 h y 10 min
08.- Diez barras de pan cuestan 4,75 €. ¢Cuéanto costaran
18 barras? &Y 24 barras?
Sol: a) 8,55 €;b) 11,4 €
09.- El precio de 9 billetes de autobus es 10 €. (Cudl sera
el precio de 12 billetes? ¢Y de 15 billetes?
Sol: a) 13,33 €; b) 16,67 €
10.- Se esta construyendo una autopista y hay que realizar
un tinel en la montania. Esta planificado que dos maquinas
realicen la obra en 90 dias. Para reducir ese tiempo a la
tercera parte, ¢cuantas maquinas harian falta?
Sol: 6 méquinas

© http://selectividad.intergranada.com
Mayo de 2022

11.- 5 botellas de leche cuestan 3,75 €, écuanto costara

una caja de 12 botellas? &Y una caja de 36 botellas?
Sol: a) 9 €; b) 27 €
12.- Completa las siguientes tablas de valores.

a) b)

5 10 | 20 4 8 3 1 6
60 | 30 25 5 3 12 4

c) d)

1 2 4 6 3 21 | 7 1
36 12 6 4 7 1

13.- 10 albaniles tardan 45 dias en construir un muro. Si
se quiere terminar en 15 dias, ¢cuantos albaniles harian

falta? ¢y si se quiere terminar en 5 dias?
Sol: a) 30 albaniles; b) 90 Albaniles

14.- [sabel ha comprado al principio de curso 7 cuadernos
que le han costado 6,30 euros. ¢Cuanto se gasté Maria si

compré 5 cuadernos?
Sol: 4,50 €.

15.- Un depésito de agua se llena en 18 horas con un grifo
del que salen 360 litros de agua cada minuto. a) ¢Cuéanto
tardaria en llenarse el depésito si salieran 270 litros por

minuto? b) ¢Y si fueran 648 I/min?
Sol: a) 24 horas; b) 10 horas

16.- Sabiendo que dispongo de una determinada cantidad
de dinero y que con ella puedo comprar 6 prendas a 4.000
€ cada una. ¢Cuéantas prendas podria comprar si me

costaran 3.000 € cada una?
Sol: 8 prendas.

17.- Seis personas efectian un trabajo en 10 dias. ¢Cuénto

tardaran en hacerlo ocho personas?
Sol: 7,5 dias.

18.- Indica si las siguientes magnitudes son o no
inversamente proporcionales.
a) La velocidad de vn coche y el tiempo que tarda en recorrer vna
distancio.
b) ELndmero de limpiadores de vn edificio y el tiempo que tardan.
¢) ELndmero de ladrillos de una pared y sv altora.
d) El peso de la frota y el dinero que cuesta.
e) La velocidad de un corredor y la distancia que recorre.
f) ELne de grifos de on deposito y el tiempo que tarda en llenarse.
Sol: a) Si; b) Si; ¢) No; d) No; e) No; f) Si
19.- Tres ninos pintan una valla en 2 horas. Si se incorpora
uno mas, ¢cuanto tiempo tardaran en pintarla?
Sol: Una hora y media
20.- Si 20 obreros levantan un muro de ladrillos en 6 dias,

¢cuantos dias tardarian 12 obreros?
Sol: 10 dias

Un tractor, trabajando 8 horas al dia, labra vn campo en 9 dios.
;Cudntas horas diarias debe trabajar para realizar el trabajo en
solo 6 dins?

Si representamos los datos en ona tablo:

Horasaldia | Dias
8 horas 9 dias
X 6 dias

Para tardar menos dias tendrd que trabojar mds horas diarias, por tanto,
se trata de una proporcionalidad Inversa.

89 =x6 Eel

- x=—=12
6

Tendra que trabojar 12 horas diarios.

21.- Una merluza de 2 kilos y 300 gramos ha costado
28,75 €. ¢Cuanto pagaré por otra de kilo y medio?

Sol: 18,75 €
22.- Un ganadero tiene 20 vacas y dispone de pienso para
alimentarlas durante 60 dias. Si tuviera 120 vacas ¢para

cuantos dias tendria pienso?
Sol: 10 dias.

1
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23.- Una méaquina embotelladora llena 240 botellas en 20
minutos. ¢Cuéntas botellas llenard en hora y media?
Sol: 1.080 botellas.

Tres operarios limpian un pargue en 7 horas. ;Codnto tardarian
en hacer el mismo trabajo 7 operarios?
Si representamos los datos en vna tablo:

Operarios | Tiempo (h)
3 operarios 7 horas
7 operarios X
A mds operarios, menos tiempo por lo que se trata de vna proporcionalidad
inversa.
30p «x 37
7h  70p x===3

7 operarios tardarian 3 horas.

24.- Un camién tarda 4 horas en hacer un reparto a una
velocidad 65 km/h. a) ¢Qué velocidad llevard una moto
que hace el mismo reparto en la mitad de tiempo? b) ¢Y
una avioneta que emplease 45 minutos?

Sol: a) 130 Km/h; b) 346,67 Km/h
25.- El préximo verano tengo planeado un viaje a Estados
Unidos, por lo que necesitaré comprar délares. El banco
me hace un cambio de 1 délar por 1,20 €. {Cuéantos

délares me daran por 1.500 €?
Sol: 1.250 délares.

26.- Una finca tiene una valla antigua sostenida por 650
postes que estan colocados a intervalos de 1,20 m.
¢Cuéantos postes se necesitaran para la nueva valla en la

que los postes se colocaran cada 1,30 m?
Sol: 600 postes

27.- Un grifo con un caudal de 54 litros por hora, llena un
depésito en 8 horas. ¢Cual debera ser el caudal para llenar
la mitad del depésito en 6 horas?

Sol: 36 litros por hora.
28.- Un edificio es construido por 15 albaniles en 200 dias.
¢Cuéntos albaiiiles tendré que anadir a la cuadrilla para
poder terminar el trabajo en 150 dias?

Sol: 5 albaniles.

29.- Por tres horas de trabajo, Pedro ha cobrado 60 euros.
¢Cuéanto cobrara si trabaja 8 horas?

Sol: 160 €.

30.- Cinco fontaneros instalan los cuartos de bafio de una

urbanizacién en 16 dias. ¢Cuéntos fontaneros se deberian

contratar para terminar la obra en 10 dias?
Sol: 8 fontaneros.

31.- Un manantial que aporta un caudal de 3,5 litros por
minuto, llena un depdsito en una hora y media. ¢Cuanto

tardaria si el caudal aumentara a 4,5 l/min?
Sol: 1 hora y 10 minutos.

32.- Un campamento de refugiados que alberga a 4600
personas tiene viveres para 24 semanas. ¢En cuénto se
reducira ese tiempo si llegan 200 nuevos refugiados?

Sol: En una semana
33.- Una piscina tiene 6 grifos que manan el mismo
caudal, en litros de agua por minuto. Si solo abrimos 2
grifos, la piscina se llena en 8 horas. Calcula cuanto tiempo

tardaria en llenarse si abrimos los seis grifos.
Sol: 2 horas y 40 minutos.

© http://selectividad.intergranada.com
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34.- Una motobomba, en 7 horas ha vertido 1250 metros
cuibicos de agua a un aljibe. ¢Cuénto tardara en aportar los

1.000 m? que atn faltan para llenarlo?
Sol: 5 horas y 36 minutos

35.- Con un depdsito de agua se abastecen 20 casas
durante 15 dias. ¢Cuénto duraria el depésito si los

habitantes de 8 casas se marcharan de vacaciones?
Sol: 25 dias.

36.- Un ciclista tarda 20 min en recorrer cierta distancia a
una velocidad de 40 km/h. ¢Cudl serd su velocidad si ha

de recorrer la misma distancia en 32 min?
Sol: 25 Km/h.

37.- Un ciclista a una velocidad de 30 km/h, tarda 4h 19’
56" en hacer un circuito. ¢Cuénto tardard una moto en

hacer el mismo circuito a una velocidad de 84 km/h?
Sol: 1 h 32 min y 50 seg
38.- Juan ha ganado 390 euros por trabajar durante 5
dias, a) ¢Cuanto ganaria si trabajara 18 dias?, b) ¢cuantos
dias tiene que trabajar para ganar 3.120 €?
Sol: a) 1.404 €; b) 40 dias.
39.- Un grifo, abierto durante 10 minutos, hace que el
nivel de un depésito suba 35 cm. a) ¢Cuanto subira el nivel
si el grifo permanece abierto 18 minutos méas? b) ¢Cuéanto
tiempo deberia permanecer abierto el grifo para que el
nivel suba 70 cm?
Sol: a) 63 cm; b) 20 min
40.- Una tienda rebaja todos los articulos en la misma
proporcién. Si por una camiseta de 18 € pago 16,20 €, a)
¢cuanto debo pagar por un jersey de 90 €7, b) équé
porcentaje de descuento hacen?
Sol: a) 81 €; b) EI 10 %
41.- Un camién que carga 3 toneladas necesita 15 viajes
para transportar cierta cantidad de arena. ¢Cuéantos viajes
necesitard para hacer transportar la misma arena un
camién que carga 5 toneladas?
Sol: 9 viajes
42.- Virginia mide 1,60 m de altura y, en este momento,
su sombra tiene una longitud de 0,8 m. Si la sombra de un
arbol mide 10 m, ¢cudl es su altura?
Sol: 20 metros
43.- Tres obreros descargan un camién en dos horas.

¢Cuanto tardaran con la ayuda de dos obreros méas?
Sol: 1 hora y 12 minutos.

44 .- Tres kilogramos de carne cuestan 6 euros. ¢Cuénto
podré comprar con 4,5 euros?
Sol: 2,25 kg.
45.- Un sastre ha cobrado 398 € por un traje en el que ha
invertido 4 metros de tela y 10 horas de trabajo. Sabiendo
que valora su trabajo a razén de 19 € la hora, ¢cuanto
cobrara por otro traje para el que ha necesitado 3,5 metros
de tela y 12 horas de trabajo?
Sol: Cobraré por el traje 410 €
46.- Una receta de tarta de manzana nos especifica los
siguientes ingredientes para 6 personas: 360 gr. de harina,
4 huevos, 300 gr de mantequilla, 250 gr de azicar y 6
manzanas. Calcula los ingredientes necesarios de una tarta

de manzana para 15 personas.
Sol: 900 gr harina, 10 huevos, 750 gr mantequilla,
625 gr de azicar y 15 manzanas
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47 .- Luisa y Aya tienen que pintar éste verano la valla de
la casa de sus abuelos, si la valla mide 30 metros de larga
y su abuelo les ha dicho que por cada 6 metros que pinten
les dard 5 €. a) Completa la tabla de valores con las
magnitudes correspondientes.

. J

b) Forma proporciones y halla la constante de
proporcionalidad, c) Sila valla midiera 42 metros de larga,
¢cuanto dinero ganarian Luisa y Aya?

Sol: b) K=5/6; c) 35 €.
48.- Un taller de ebanisteria, si trabaja 8 horas diarias,
puede servir un pedido en 6 dias. ¢Cuantas horas diarias

debera trabajar para servir el pedido en 4 dias?
Sol: 12 horas

49.- Una fortaleza sitiada tiene viveres para 500 hombres
durante tres meses. {Cuanto tiempo podran resistir con

racién normal de comida si se incorporan 150 hombres?
Sol: 69 dias

Se estd construyendo una avtopista y hay que realizar vn tonel en
la montaiio. Estd planificado gue dos maguinas realicen la obra en
a0 dias. Para redocir ese tiempo a la tercera parte, ;codntos
mdquinas harian falta?
Si representamos los datos en ona tablo:

Méquinas | Tiempo (dias)
2 méquinas 90 dias

X 30 dias

A mds maguinas, menos dias de trabajo, por lo que se trata de ona
proporcionalidad inversa.

290

290 = x:30 =——
X X==

= 6 mdquinas

Se necesitarian & maguinas.

50.- ¢Son directamente proporcionales la longitud de una
circunferencia y la longitud de su diametro? Da varios
ejemplos y compruébalo.

Sol: Si.
51.- Un grajero tiene alfalfa en el almacén para alimentar
a sus 3 vacas durante 10 dias. ¢Cuéanto le duraria el forraje

si tuviera 5 vacas?
Sol: 6 dias

52.- Una moto va a 50 km/h y tarda 40 minutos en cubrir

cierto recorrido. ¢Cuéanto tardard un coche a 120 Km/h?
Sol: 16 minutos y 40 segundos.

53.- Un ganadero tiene 20 vacas y pienso para
alimentarlas durante 30 dias. ¢Cuénto tiempo le durara el

pienso si se mueren 5 vacas?

Sol: 40 dias
54.- Para hacer una tarta de queso de 3 kilos hemos de
utilizar 1,20 kilos de queso. ¢Cuanto queso hemos de
utilizar para hacer una tarta de 4,5 kilos?

Sol: 1,8 ka.
55.- Si 46 estuches de lapices de colores cuestan 368 €,
¢cuanto cuesta cada uno?, ¢cuantos estuches podremos

comprar si disponemos de 400 €?
Sol: a) 8 €, b) 50 estuches.

56.- Un agricultor labra una determinada superficie en 12
horas utilizando dos tractores. a) ¢Cuanto tardarda en
labrarla si utiliza tres tractores?; b) ¢y si utiliza 8?
Sol: a) 8 horas; b) 3 horas
57.- Una maquina pone, 15.000 tornillos en 8 horas,
funcionando de forma ininterrumpida. ¢Cuantos tornillos
pondra en 3 horas?; ¢y en 4 horas 13 minutos y 34 seg?
Sol: a) 5.625; b) 7.923 tornillos.
58.- Después de una tormenta, dos autobombas tardan 6
horas en desaguar un garaje inundado. ¢Cuéntas horas
hubieran tardado utilizando sdlo tres autobombas?
Sol: 4 horas.
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59.- En una banera, el agua alcanza 12 cm de altura con
un grifo que mana 180 ml por segundo en 12 minutos. Si
el grifo manase 90 ml/s, ¢qué altura alcanzaria en el mismo
tiempo?

Sol: 6 cm.
60.- Un padre le da la paga a sus tres hijas de forma que
a cada una le corresponde una cantidad proporcional a su
edad. A la mayor, que tiene 20 anos, le da 50 euros.

¢Cuéanto daré a las otras dos de 15 y 8 anos de edad?
Sol: 37,50 € alade 15y 20 € a la de 8 anos.

61.- Carlos Sainz ha dado 5 vueltas al circuito de Jerez en
8 minutos y 30 segundos. Si mantiene la misma velocidad,
¢cuanto tiempo tardara en dar las 3 préximas vueltas?

Sol: 5,1 minutos
62.- Determina en cuéles de estas situaciones aparece la
proporcionalidad y resuelve las que se pueda: a) Si los
cereales se venden en cajas de tres paquetes, a 1,80 € la
caja, ¢cuanto costaran 12 paquetes?; b) Si un bebé
aumenta de peso 3 kg en tres meses, écuanto aumentard
en el primer ano?; ¢) Pedro puede comer 2 pasteles en 3
minutos. ¢Cuénto tiempo le llevara comer 12 pasteles?; d)
Si 5 chicas beben 3 botellas de limonada, ¢Cuéanta

limonada podran beber 30 chicas?
Sol:

63.- De una plancha de acero se ha cortado una porcién
rectangular de 70 cm de longitud y 60 cm de anchura.
Ahora deseamos cortar una nueva porcién de 40 cm de
anchura y que tenga el mismo peso que la primera. ¢Cuél

serd el largo de esta nueva porcién?
Sol: El largo de la nueva porcién seré de 105 cm.

64.- Un arquitecto planea terminar un edificio en 1,5 afios,
con la ayuda de 36 obreros. Si le conceden una prérroga
de medio ano, ¢a cuantos obreros podria despedir?

Sol: De 9 obreros
65.- En un reloj antiguo, un engranaje tiene dos ruedas,
de 18 y 12 dientes, respectivamente. Si la rueda mayor da

6 vueltas, averigua cuantas vueltas da la rueda menor.
Sol: La rueda de 12 dientes dara 9 vueltas

66.- Por dos motores de 4 y 6 caballos de potencia se han
pagado 1.014 €. El primero tiene 2400 h de
funcionamiento y el segundo 5.400 h. a) ¢Cuénto
deberfamos de pagar por cada uno si se estableciera
proporcionalmente al niimero de caballos de vapor?; b) Y
si se estableciese en proporcién inversa a las horas de
funcionamiento?

Sol: a) 405,60€ y 608,40€; b) 702 y 312 €
67 .- Dos desagties iguales vacian una balsa de agua en 4
horas y cuarto. ¢En cuénto tiempo se vaciaria si abriésemos
tres desaglies?

Sol: 170 minutos

68.- En una caja hay 200 caramelos de dos sabores, limén
y naranja. Si por cada caramelo de limén gay 3 de naranja,
¢Cuéantos caramelos de naranja hay en la caja?

= <» % Eﬁ Sol: 150 caramelos.

# El azlicar mata

2,8 millones de personas
mueren cada afio en el mondo
a cavsa de la obesidad o el
sobrepeso segin lo OMS.
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Algoritmo de resolucion de Problemas de Porcentajes:

9 = parte
total

Un porcentaje se representa con el simbolo: %

Un porcentaje maneja tres elementos: un fotal, un
tanto por ciento y una parte del total.

& Conocidos el total y el porcentaje, la parte la calcularemos
multiplicando el porcentaje por el total: Parte = %Total

@& Conocidos la parte y el porcentaje, el total lo calcularemos haciendo
una proporcion.

@& Conocidos la parte y el total, el porcentaje lo calcularemos dividiendo
la parte entre el total y multiplicdndolo por 100.

01.- De un colegio con 600 alumnos, el 50% son de
Educacién Primaria, el 35% de ESO y el 15% de
Bachillerato. Halla el niimero de alumnos de cada nivel

educativo.
Sol: 300 de primaria, 210 de ESO y 90 de Bachillerato.

02.- Una fabrica produce 1.500 automéviles al mes. El
25% son furgonetas, el 60% turismos y el resto
monovolimenes. Halla las unidades producidas de cada
tipo de automdvil.

Sol: 375 furgonetas, 900 turismos y 225 monovolimenes.
03.- En una reunién hay un 60 % de mujeres. Si hay 12
mujeres, calcula el nimero total de personas que han
asistido a la reunién.

Sol: 20 personas

04.- En un instituto de 1.200 alumnos se han publicado
los resultados de una encuesta sobre misica moderna: el
30% de los alumnos prefieren musica tecno, el 25% pop,
un 40% rock, y el resto, musica melédica. Calcula los
alumnos que prefieren cada modalidad musical y el
porcentaje de los que eligen la musica melédica.

Sol: 360 tecno, 300 pop, 480 rock y 60 musica melddica.

Una empresa de limpieza tiene 180 empleados, de los cuales el 35%
trabaja en el turno de noche. ¢ Cudntos empleados hay en el turno de
noche?
35 180-35
35%180=—-180=———=180-0,35=63
100 100

Por tanto en el turno de noche hay 63 empleados.

Parte =%Total —

05.- Un pantano tiene una capacidad total de 5 millones
de metros ciibicos de agua. Actualmente esté lleno al 75%
de su capacidad. Calcula los metros cibicos de agua que

contiene.
Sol: 3.750.000 metros cubicos.

06.- El cuaderno de Anastasio tenia originalmente 80
paginas, pero ha usado el 40% y ha arrancado el 25%.
¢Cuantas péaginas quedan disponibles? ¢Qué porcentaje
del total representan?

Sol: 28 péaginas. b) 35 %
07.- Un billete de avién a Paris costaba el verano pasado
460 €. Si este ano ha subido un 20 %, ¢cudnto cuesta

ahora el billete?
Solucién: Este ano el billete cuesta 552 €

08.- Una tienda pone una oferta con una rebaja del 15%.
Si un televisor estd marcado en 900 €, (Qué rebaja me

haran? ¢Cuanto voy a pagar por el televisor?
Solucién: Me rebajaran 135 € pago por el televisor 765 €

09.- El gasto de electricidad de este mes es de 90 €. Al
recibir la factura tengo que pagar ademas el 18 % de IVA.

¢Cudl es el coste total de la factura?
Solucién: En la factura pagaré 106,20 €

10.- He comprado un ordenador que costaba 600 €, pero
ahora estd rebajado con el 25%. ¢Cuéanto pago por el

ordenador?
Solucién: Voy a pagar por el ordenador 450 €

11.- Un pueblo tenia el ano pasado 3.000 habitantes y
este afo tiene 3.150. ¢Qué porcentaje ha aumentado la
poblacién?

Solucién: La poblacién ha aumentado un 5 %

© http://selectividad.intergranada.com
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12.- He comprado una bicicleta por 250 €. Si quiero

ganarme un 32 %, ¢A cémo debo venderla?
Solucién: Debo vender la bicicleta por 330 €.

13.- Unas zapatillas que tienen un 30 % de rebaja me han

costado 42 €, ¢cuanto costaban antes de la rebaja?
Solucién: Las zapatillas costaban antes de las rebajas 60 €

14.- En un partido de fatbol, el equipo local tuvo el 60 %
de posesién del balén. El primer tiempo se prolongé en 3
minutos y el sequndo en 4 minutos. ¢Cuéanto tiempo tuvo

el balén el equipo visitante?
Sol: 38 minutos y 48 segundos.

15.- En distintos supermercados nos hemos encontrado
las siguientes ofertas. Decidir razonadamente la que mas
interesa al consumidor: a) Pague dos y llévese tres. b)
Pague tres y llévese cuatro. c) La segunda unidad a mitad

de precio.
Solucién: a) paga: 66,67%, rebaja: 33,33% b) paga: 75%,
rebaja: 25% c) paga: 75%, rebaja: 25 %

Una empresa de limpieza tiene 63 empleados en el turno de noche, lo
que supone el 35 % de la plantilla. ¢ Cudntos empleados componen el
total de la plantilla?
Empleados  Porcentaje
63 35%

X 100%

63100
X= =

35

180

Por tanto, la plantilla la componen 180 empleados

16.- En el trayecto Madrid-Zaragoza con el AVE, si el tren
llega con un retraso superior al 12% del tiempo establecido
te devuelven el precio del billete. Si el tiempo previsto para
ese viaje es de 1h 50m y hoy ha tardado 2h 5m, étendran
derecho a devolucién?

Sol: Si
17.- Una familia compra un frigorifico que cuesta 840 €
pagando una entrada del 30 % al contado y el resto en 6

letras. ¢Cual es el importe de cada letra?
Solucién: Cada mes pagaran 98 €.

18.- La factura de dos meses de luz de una familia es de
65 euros, a falta de anadir el 21 % de [.V.A. ¢Cuénto

supone el .V.A.? (Cudl es el precio final de la factura?
Solucién: LV.A.: 13,65 €. Precio final: 78,65 €

19.- Recojo el coche del taller y la factura asciende a 80
euros. Por pagarlo al contado me hacen un descuento del

7%. ¢Cuénto me han descontado? ¢Cuéanto he pagado?
Solucién: Descuento: 5,6 € Precio final: 74,4 €

20.- Un reloj valia 32 euros, pero el relojero me lo ha
rebajado y he pagado finalmente 28.80 euros. ¢Qué tanto

por ciento me han rebajado?
Solucién: 10 %

Una empresa de limpieza tiene 180 empleados, de los cuales 63 trabaja
en el turno de noche. (Qué porcentaje de los empleados trabaja en el
turno de noche?

Empleados  Porcentaje
180 100%

63 X
Por tanto. el 35% de las empleados esta en el turna de noche.

180_100 B0 83 09— 3sm
63 X

180 180

21.- En un incendio han ardido el 40% de los arboles de
un bosque. Si después del incendio quedan 4.800 arboles
sin quemar, ¢cuantos arboles habia al principio?
Solucién: 8000 arboles
22.- Una maquina que fabrica tornillos produce un 3% de
piezas defectuosas. Si hoy se han apartado 51 tornillos
defectuosos, écudntas piezas ha fabricado la maquina?
Solucién: 1700 Tornillos
23.- En una tienda en la que todo esta rebajado el 15%
he comprado un pantalén por el que he pagado 102 €.

¢Cudl era el precio antes de la rebaja?
Solucién: 120 €
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24.- Hoy ha subido el precio del pan el 10%. Si una barra
me ha costado 0,77€, écuanto valia ayer?
Solucién: 70 céntimos
25.- El valor de mis acciones, tras subir un 5%, es de

2.100 €. ¢Cudl era el valor anterior a la subida?
Solucién: 2.000 €

26.- Un cliente ha comprado una lavadora por 375 euros.
Estaba de oferta con un 20 % de descuento. ¢Cudl era el
precio sin rebaja?

Sol: 468,75 €.
27.- El ano pasado en mi colegio habia 72 alumnos que
jugdbamos al fatbol, pero este afio somos 108 alumnos.

¢Cuél ha sido el porcentaje de aumento?
Sol: 50 % de aumento.

28.- Luisa tiene de tarea resolver 18 problemas de
matematicas de los que ya ha resuelto mas del 65% pero

menos del 70%. ¢Cuéntos le quedan por resolver?
Sol: 6.

29.- En mi pueblo, ha disminuido la poblacién un 8% en
los ultimos cinco anos. Si actualmente somos 782

habitantes, ¢cuantos habia en el pueblo?
Sol: 850 habitantes

30.- Si he leido 45 péaginas, que representan el 60% de
la mitad de un libro, ¢qué porcentaje del libro me queda
por leer? &Y cuantas paginas?

Sol a) el 70% b) 105 paginas
31.- Un articulo que vale 75 euros tiene una rebaja del
20%. Nos dan dos opciones: a) hacen el descuento y luego
anaden el 16 % de IVA, b) anaden el 16 % IVA y luego

hacen el descuento. ¢Qué conviene mas?
Sol: Las dos opciones son iguales.

32.- La gasolina ha subido un 4 %. Si antes costaba 1,25
euros el litro, écudl es su precio actual?

Sol: 1,3 €
33.- Unas zapatillas que antes costaban 60 € tienen un
descuento del 15%. Calcula cuanto valen ahora.

Sol: 51 €
34.- Imane realiza el 40% de un viaje en un 4x4, 1/3 a
caballo y el resto andando. Si la caminata ha sido de 80

Km, ¢écudl es la longitud total del recorrido?
Sol: 300 Km

35.- El 26% de los libros de una biblioteca son novelas, el

18% son libros de poesia, el 10 % son libros de historia, el

22 % son libros de ciencias y el resto son enciclopedias.

¢Qué tanto por ciento son enciclopedias? ¢Cuéantos libros
hay de cada tipo si en la biblioteca hay 52.000 libros?

Sol: Las enciclopedias son un 24% y en la biblioteca

hay 13.520 novelas, 9.360 libros de poesia, 5.200 de

historia, 11.440 de ciencias y 12.480 son enciclopedias.

36.- El valor de un ordenador en una tienda es de

450,50€ pero si nos lo tienen que llevar a casa e instalarlo

su valor se incrementa el 6%. Calcula el incremento del

coste inicial y cuanto tendremos que pagar si queremos

que lo lleven e instalen en casa.
Sol: 27,03 €y 477,53 €

37.- Un pantalén después de una rebaja de un 30%
cuesta 21€, por tanto écuél era el precio inicial?

Sol: 30 €
38.- Enrique ha pagado por un ordenador portétil en el
Black Friday 850€. Si estaba rebajado un 15% ¢cudl era

su precio el jueves?
Sol: 1.000 €
39.- Después de rebajarme un 12%, un balén de
baloncesto me cuesta 79,20 €. ¢Cuanto costaba el balén
antes de rebajarlo? ¢Y tras anadirle el 16 % de IVA?
Sol: 90€ costaba; 104,40€
40.- En un envase de galletas anuncian que hay un 25%
mas de galletas por el mismo precio. Los envases
antiguos pesaban 1 kg y el envase actual con la oferta
pesa 1,20 kg. ¢Es cierta la propaganda?
Sol: no, deberia pesar 1,25kg
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41.- Después de aumentarme el 16% de IVA, he pagado
200 € por un mueble. a) {Cuanto costaba antes de pagar
el IVA? b) Si me habifan hecho un descuento del 15%
sobre el precio original antes de pagar el IVA, ¢Cudl era
ese precio?

Sol: a) 172,41 €; b) 202,84€

En unos grandes almacenes, rebajan un abrigo un 20% en las primeras
rebajas y, sobre ese precio, vuelven a hacer otro 20% de descuento en
las segundas rebajas. (Qué porcentaje del precio original se ha
rebajado el abrigo?

Si me rebajan un 20%, es que pago un 80%, y si luego me rebajan otro 20%
entonces pago el 80% del 80 %, que en forma decimal es:

0808=064 — 64%

Por tanto, pago el 64%, asi que me ahorro el 36%.

42.- Este mes ha habido en mi comunidad auténoma
120 accidentes de trafico, lo que mejora la cifra del ano
pasado que fue de 160 accidentes. ¢En qué tanto por

ciento han disminuido este tipo de accidentes?
Sol: En el 25%

43.- Segin la Organizacién Mundial de la Salud, el
35% de los fumadores padecerd una enfermedad
pulmonar en el futuro. Si el 40 % de la poblacién de una
ciudad de 54.000 habitantes son fumadores, ¢cuantas
personas de esa ciudad podran padecer una enfermedad

pulmonar?
Sol: 7.560 habitantes

44.- Un depésito de agua esta al 93% de su capacidad.
Si se anaden 14.000 litros, quedara completo. ¢Cudl es

la capacidad del depésito?
Sol: 200.000 litros

45.- Roberto y Andrés compran una camisa cada uno,
ambas del mismo precio. Roberto consigue una rebaja del
12%, mientras que Andrés solo consigue el 8%. De esta
forma, uno paga 1,40 € méas que el otro. ¢Cudl era el

precio de las camisas?
Sol: La camisa costaba 35 €.

46.- lLos socios de una Pyme deciden repartir
proporcionalmente al nimero de acciones los 4.200 € de
beneficios del dltimo mes. Si la

distribucién de las acciones de la : Acciones
i 4 : Socio A 20%
entre los socios esta reflejada en la Socio B 0%
tabla: a) ¢Qué cantidad de dinero oo T 100/‘;
corresponde a cada socio? b) Si la Socio D 0%

empresa destina un 10 % de los
beneficios para obra social, ¢qué cantidad de dinero

corresponde al socio C?
Sol: a) Al socio A 840 €, al socio B 1 680 €, al socio C
420 € y al socio D 1.260 €; b) 378 €.

47 .- En un McDonald se pueden consumir diferentes tipos
de alimentos. En la tabla siguiente presentamos el
contenido calérico y de grasas saturadas de una racién:

Calorias Grasas (gr)
Patatas fritas 1.500 100
Alitas de Pollo 600 40
Bufuelos 450 22
Pastel de Crema 290 19
Aritos de Cebolla 276 16

Si una persona se toma un dia una racién de cada uno de
estos alimentos, a) ¢Cudl ha sido su consumo total de
calorias y grasas?; b) ¢En qué porcentajes sobrepasan la
cantidad recomendada de 2.000 calorias y 65 gramos de
grasa por persona y dia?

Sol: a) 3.116 cal y 197 g de grasas; b) 55,8 % de cal y 203% de grasas
48.- Si un nimero aumenta en un 10%, resulta 42
unidades mayor que si dicho nimero disminuye en un 5%.

¢Cuadl es ese nimero?
Sol: El niimero es el 280.
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a+(o+c)=(atb)+C

a+0=a

Tema 2:

Conjuntos
numericos reales

|dentificar los tipos de nimeros reales.
Comprender las propiedades de los conjuntos.
Aprender las propiedades de las operaciones.
Resolver situaciones problemdticas. Identificar
expresiones equivalentes: expresiéon decimal y
fraccién, y anotacién cientificas.

a.‘-b: b+a




Los numeros reales

Racionales Q Irracionales I
Son todos los numeros que podemos expresar Son todos los numeros que no se
como fraccion. puede expresar como fraccion.
o ael e Son los numeros con
b’ expresiones decimales infinitos
e Los naturales y los enteros se puede no periédicos.
escribir como fraccion
3 = & —5= 9 0= Dy 3
1 ! 17 \/7 T—2
e Las fracciones y los nUmeros mixtos
3 2 7 c 3
5 3 4 8
e Los numeros decimales EXACTOS vy los —15,16171819202122 ...
PERIODICOS:
253 3,144444 ... = 3,14
—8,14 —71,3333...= -71,3
0,272 0,16161616..= 0,16 5.2
=L —4,122525 ... = —4,1225
Enteros Z
Numeros no decimales, positivos o negativos, y
el cero.
o1,-12,-2,..,-50 51, -51, ..
Naturales N
Ndmeros que sirven para contar y ordena
(cardinalidad y cardinalidad)
1,2,3,4, .., 152, 153, 154, ..

Actividad:
1. ¢éComo se podria clasificar los siguientes nimeros en funcion de los conjuntos

numeéricos que aparecen en el diagrama?

2 1
§; —3; \/E; 0; \/6; Vv—=9;2,5;7; m+4; —25; V- ; —5;1,444...;

,36
—12,13141516117181920 ...; ¢; ¥—125; Y9 — 52; —/3; 7

1++/8;2,3;0,10100100010000 ...; —1,4312




Racional @

Irracionales I

Enteros Z

Naturales N

2. Recordemos que propiedades tiene cada conjunto marcando con una cruz si

cumplen dicha condicién.

Naturales N Enteros Z Racionales Q | Irracionales I

Tiene primer
elemento
Tiene Gltimo
elemento

Es un
conjunto
ordenado

Es un
conjunto
denso

3. ¢Todos los niUmeros con expresion decimal infinita, son irracional?

4. ¢Todos los nUmeros irracionales son positivos?
5. EI“0”, ¢Es racional o irracional?
6. ¢Existe un orden entre numeros irracionales?, Por ejemplo: éQuién es mas
grande: V8 0 2,8283848586878889 ...?
7. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, explique como
pensaste cada caso.
a) Todos los nUmeros naturales son enteros
b) Todos los enteros son naturales
c) Algunos numeros racionales son enteros
d) Algunos numeros naturales son irracionales
e) Todos los niUmeros irracionales son reales
Para repasar los tipos de expresiones decimales y pasaje de un decimal a fraccién, te
invitamos a ver el siguiente video

https://www.youtube.com/watch?v=v9RYe grs-Y
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2.3. Numeros reales

2.3.1. Operaciones y propiedades

Comenzaremos recordando las propiedades de la suma de niimeros reales.

% Propiedades de la suma. Para x, y y z reales cualesquiera, la suma satisface
las siguientes propiedades:

= Conmutativa: x + y =y + = (el orden de los términos no afecta al resul-
tado).

= Asociativa: z + (y + z) = (z +y) + z (podemos elegir cémo agrupar).
= Neutro aditivo: = + 0 = z (sumar cero no afecta al nimero).

= Existencia de inverso aditivo: para cada x € R existe un unico elemento
en R denotado por —z, llamado opuesto de z, que satisface x + (—z) = 0.

A Con respecto a la existencia de opuesto, es importante notar dos cosas. La
primera es que no significa que —x sea un niimero negativo, sino que simple-
mente denota el opuesto del nimero x. Si x es negativo, entonces su opuesto —z
serd positivo. Por ejemplo, el opuesto de 3 es —3, mientras que el opuesto de —5
es 5. En simbolos, —(-5) = 5. Esto se escribe en forma general como

_(_I) =z,

y significa que el opuesto del opuesto de un nimero, es dicho niimero. Observar
que el opuesto del cero es €l mismo, y es el Unico entero que satisface ser el
opuesto de si mismo.

Lo segundo a remarcar es que si en lugar de R nos restringimos a un conjunto
mads pequeflo como el de los naturales N, entonces la propiedad de existencia de
opuesto dentro del conjunto no se cumple, ya que el opuesto de cualquier natural
es negativo, por lo que no pertenece a N. Si nos restringimos a Z, Q o I, si se
cumple.

Recordemos ahora las propiedades del producto de nimeros reales.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

%Propiedades del producto. Si z, y y 2z son reales cualesquiera, entonces
valen las siguientes propiedades para el producto:

= Conmutativa: x-y = y-x (el orden de los factores no afecta al resultado).
= Asociativa: z- (y-2) = (z-y) - z (podemos elegir cémo agrupar).
= Neutro multiplicativo: = - 1 =  (multiplicar por 1 no afecta al nimero).

= Existencia de inverso multiplicativo: para cada x € R distinto de cero,
existe un unico elemento en R denotado por zto %, llamado inverso
multiplicativo o reciproco de z, que satisface z - z~% = 1.

A Al igual que con el elemento opuesto, si nos restringimos ahora a N o
incluso a Z, no se cumple que todo elemento tenga un inverso multiplicativo
alli. De hecho, ningtin entero, excepto 1 y —1, tienen inverso multiplicativo que
sea entero. Por ejemplo, el inverso de 5 es % (pues 5+ % = 1), el cual no es entero.
En cambio, si se cumple que todo nimero en QQ (distinto de cero) tiene su inverso
multiplicativo en @@, y lo mismo ocurre en I.

Observar que el inverso del inverso de un nimero distinto de cero, es dicho
, . 1N -1 .
nimero. Por ejemplo, (57')™' = (1)~ = 5. En forma general, si x # 0 entonces:

(:c_l)_l =T.

A lo largo de todo el texto, como es usual, usaremos en forma indistinta la
notacién zy o x - y para indicar el producto entre = e y.

De las propiedades anteriores se puede deducir la regla de los signos:

w(-y)=(2)y=-(zy) y  (-2)(-y) =2y
La regla anterior se recuerda de manera “grafica” como:

+x ==

- ==t

Antes de pasar a las demds operaciones, recordemos una propiedad conjunta
de la suma y el producto:

= Distributiva del producto respecto de la suma: para cualesquiera ntime-
ros reales x, y y z, se tiene

x(y+2) =xy +x2.
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Utilizaremos la suma y el producto para definir las demds operaciones: resta
o diferencia, division, potenciacion, radicacion y logaritmo.

P> Resta o diferencia. La diferencia entre dos nimeros reales = e y se
define como la suma entre x y el opuesto de y:

z-y=z+(-y).
De la definicién anterior se deduce que la diferencia no es conmutativa. Esto
significa que z — y # y — x. Por ejemplo:
3-5=3+(-5)=-2, pero 5-3=5+(-3)=2.

Ademés, la definicién implica que

x-(-y)=x+y.

\J
CJ/ De esto se sigue la conocida regla para eliminar un paréntesis que esta
precedido por el signo menos: hay que cambiar los signos de cada término dentro
del mismo.

Ejemplo 12. Hallar el resultado de (-2) +5— (1 + (-3) +2 - (-1 +2)).

Solucion:

(-2)+5-(1+(-3)+2-(-1+2))=-2+5-(1-3+2+1-2)
=-2+5-(-1)
=-2+5+1=4. «

No debemos olvidar la “jerarquia” de las operaciones: se debe calcular pri-
mero lo que estd entre paréntesis, corchetes y llaves. Las restas se calculan de
izquierda a derecha. Recordaremos luego el orden en que se realizan las opera-
ciones combinadas.

Al estar la resta definida mediante la suma, se obtiene facilmente la propie-
dad distributiva del producto respecto de la resta:

2(y—2) =x(y+(-2)) =ay+z(-2) = xy-xz.

> Division o cociente. El cociente entre dos nimeros reales x e ¥, con
y # 0, se define como el producto entre z y el inverso de y:
=il

=2- :l‘-y

< | =

Y
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El cociente % también se denota x : y. De la definicién anterior se deduce que la
divisién no es conmutativa: = : y # y : z. Por ejemplo:

10:5=2, pero 5:10= 3.
De hecho, si z = 0 entonces y : = no estd definido (no se permite dividir por
cero), mientras que x : y = 0 siempre que y sea distinto de cero.

De la definiciones de cociente e inverso multiplicativo, para = e y distintos
de cero, se concluye que

Yy
=

< 8|

Al estar el cociente definido mediante el producto, se obtiene facilmente la
propiedad distributiva del cociente respecto de la suma:

r+y

=(z+y)- 2t =az vyt = e
z oz

donde z # 0. Andlogamente se obtiene la propiedad distributiva del cociente
respecto de la resta:

A Un error frecuente es aplicar “al revés” la propiedad distributiva. Para el
caso general,
7

® A
=+ .
y+z Yy 2z

Este y otros errores frecuentes se enuncian en el Ejercicio 5 al finalizar la sec-
cién.

Pasaremos ahora a la potencia y la radicacién, las cuales se definen en un
orden determinado, el cual esquematizamos a continuacién para organizar las
ideas:

| Potencias con exponente natural o cero |

|

| Potencias con exponente entero |—>| Raices con indice natural |

|

| Potencias con exponente racional |
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Luego analizaremos el caso de potencias con exponente real, pero de manera
no formal, ya que la definicidn precisa escapa a los contenidos de este libro.

» Potencia. Los nombres de los elementos que intervienen en una potencia
son solamente dos:

n ~——exponente

xX
base

> Como se indic6 en el esquema,
comenzaremos recordando la definicién de potencia con base real y exponente
natural: si x es un ndmero real y n un natural mayor que uno, la potencia z” se
define como el producto de x consigo mismo n veces:

n

o
n factores
Por ejemplo:
3?2:3?',%, x?’:x-x-x, tt=xoxozon

En lo anterior, 22 se lee como “z al cuadrado”, > como “z al cubo”, y z* como
“x alacuarta”. La definicién de potencia se completa para todos los exponentes

naturales con z! =z (cason = 1).

Sin =0, se define 2° = 1 siempre que x # 0. Es decir, todo nimero no nulo
elevado a la potencia cero es igual a uno, por definicion®:

Sin embargo, no existe definicién para cero elevado a la cero, por lo que 0° es
llamado una indeterminacion.

Ejemplo 13. Calculando potencias. Aplicaremos la definicién de potencia para
calcular las indicadas a continuacion:

2%=2.2.2=38,
(-2)"=(-2):(-2)- (-2) =8,
24=2.2.2.2=16,
(-2)*=(-2) (-2)- (-2)- (-2) = 16. «

*Esta definicion no es arbitraria sino que se origina a partir de la divisién de potencias de igual
base, en cuyo caso, como veremos luego, los exponentes se restan: si z # 0, 23 : 23 = 2373 = 20,
Pero por otro lado, todo nimero dividido por si mismo es uno, por lo que 3 : 3 = 2373 = 1.
Tgualando se obtiene 2 = 1, siempre que x # 0.
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En el ejemplo anterior hemos combinado la definicién de potencia junto con
la regla de los signos. El procedimiento realizado nos permite concluir que cual-
quier nimero real, ya sea positivo o negativo, elevado a una potencia par da
como resultado un nimero positivo. En cambio, si la potencia es impar, el signo
no se altera: un niimero positivo elevado a una potencia impar da como resulta-
do otro nimero positivo, y al elevar un nimero negativo a una potencia impar se
obtiene otro negativo. Entonces, para a > 0 y n natural, se tiene que:

_\n a”, si n es par;
o) _{ —(a™), sinesimpar. (2.3.1)

Ejemplo 14. Exponentes pares e impares. De la definicién de potencia tene-
mos que:

32 =9, 2° = 32.

Para bases negativas, aplicando (2.3.1) obtenemos
(-3)2=9,  (-2)°=-32.
Notar que si a = 1, entonces
(-1)® =1 pero (-1)'"=-1,

donde en este caso lo tnico que import6 es que 180 es par, y 175 es impar. &

> Extenderemos ahora la definicién de po-
tencia a exponentes enteros (es decir, veremos qué significa, por ejemplo, z~3).
Si n es un ndmero natural y x # 0, se define

Se pide x # 0 porque no es posible dividir por cero.

Ejemplo 15. Calculando potencias enteras. Aplicando la definicion, obtene-
mos:

. 1 1
23 - _=C
23 8’
1 1
_3—2_ -
(=3) =
5\ 2 1 1 9 3\?
5) =m-=-5-(3) «
(5 %
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\J
CJ/ El proceso efectuado en el dltimo ejemplo se puede escribir en forma
general para obtener una regla para elevar fracciones a exponentes enteros ne-
gativos: hay que elevar la fraccién reciproca (es decir, la fraccién que se obtiene
“dando vuelta” la original, que no es mas que el inverso multiplicativo de ella),
pero ahora con exponente positivo:

P\ _(a)"
( q ) N ( p) ’
Como caso particular de lo anterior con p = 1 tenemos que:

1 -n
_.n
( q ) - q ’
q
7 En palabras, la férmula anterior nos dice que un denominador con exponente
negativo, se transforma en numerador con exponente positivo.

Ejemplo 16. Simplificando expresiones. Simplificar la siguiente expresion:

(5 )2 321

3 532

Solucion: Primero aplicaremos las observaciones anteriores y la definicién de
potencia, y luego efectuaremos el producto:

(5)‘2321_(3)23232_(3.3).?332_?%%’»_36 «
3 532 \5)/ 5° \5 5) 5 N 5-5-5 53

A través de la definicién de potencia hemos adelantado en el calculo anterior
una de las propiedades que enunciaremos luego (pag. 29) para exponentes mas
generales: cuando se multiplican potencias de igual base los exponentes se su-
man. Lo hemos usado para exponentes naturales, y es una consecuencia directa
de la definicién:

2" z™ =z oxxT..T=T X=X

n factores m factores n+m factores

Siguiendo el esquema planteado, antes de definir potencias con exponente
racional, necesitaremos la definicién de la radicacién con indice natural.

P> Radicacién. Para n natural, decimos que un nimero 7 es raiz n-ésima
del nimero z, si satisface que
7" =,

Para los casos n = 2 y n = 3, estas raices se conocen como raiz cuadrada y raiz
cubica, respectivamente.
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Ejemplo 17. Hallando raices.

®» 2 es raiz cibica de 8, pues 2° = 8.
= -2 es raiz ctibica de -8, pues (-2)° = -8.
= 2 es raiz quinta de 32, pues 2° = 32.

= 9 es raiz cuadrada de 81, pues 9% = 81. Pero también (-9)? = 81, por lo
que —9 también es raiz cuadrada de 81. Entonces, las raices cuadradas de
81 son +9 (se utiliza el simbolo + para indicar tanto el valor positivo como
el negativo).

= Puesto que 2* = 16 y (-2)* = 16, 2 es raiz cuarta de 16, y —2 también.

= No existe ninglin nimero real que sea raiz cuadrada de —4, pues todo
nuimero real elevado al cuadrado da como resultado un nimero no negati-
Vo.

= No existe ningtin nimero real que sea raiz cuarta de —16, pues todo niime-
ro real elevado a la cuarta da como resultado un niimero no negativo. &

El ejemplo anterior, junto con (2.3.1), nos conducen a la siguiente conclusion
sobre las raices n-ésimas de un nimero z:

n
Par Impar
T
+ Positivo dos rafces reales ¥’ ¢ | una raiz real positiva 4
= Negativo no tiene raiz real X | una raiz real negativa 4

\J

CJ/ Como observamos en el cuadro anterior, si n es impar entonces para cada
nuimero real z existe un inico nimero real r satisfaciendo ™ = z. Esto se denota
como ¥/z = r. Por ejemplo, ¥/8 = 2y /-8 = —2. En cambio, si n es natural y z
positivo, existen dos valores reales satisfaciendo 7™ = x. Se llama raiz n-ésima
principal de x al Gnico nimero real positivo r que satisface dicha igualdad.
Utilizamos en este caso la notacién ¥/x = r para indicar a esta raiz principal.
Cuando n = 2, por convencién no se coloca el indice: 2/ se escribe como /.
Por ejemplo, /16 = 4. Ademds, para cada natural n tenemos que %/0 = 0, pues
0™ = 0 sin importar el valor de n. Si x es negativo y n es par, el simbolo {/x no
esta definido, ya que no es posible encontrar ningin nimero real r que verifique
r" =z,

Llamamos radicaciéon al proceso de calcular la raiz n-ésima ¢/z de un
nimero x, con n natural, siempre que sea posible. Los nombres de los elementos
involucrados en esta operacién son:

indice—,, LU/ radicando

radical
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A Repetimos que cuando aparece una raiz con radicando positivo e indice
par, el simbolo %/~ representa solamente al valor de la raiz principal (es decir,
el positivo). Este valor es el que arroja la calculadora en dicho caso . Por
ejemplo:

Vi =2, V81=3.
\/4_1=:t2, V81=13. X

Ejemplo 18. Resolver el siguiente ejercicio combinado:
2V/25 - V16 + 3V/32 - V/-8.
Solucion:

225 - V16 +3¥/32-Y/-8=2.5-2+3.2-(-2)
=10-2+6+2=16. «

> En el ejemplo anterior hemos tenido en cuenta la jerarquia de las operaciones
(es decir, el orden en que deben resolverse), lo que recuerda la conocida frase
“las sumas y restas separan términos”. Esto significa que primero se resuelven
las operaciones dentro de un mismo término, y por dltimo se realizan las sumas
y las restas:

4+10:2%14:2=7 X 4+10:2:/Z+10:2:4+5:9 4

Como es sabido, los paréntesis, corchetes y llaves imponen su orden en las ope-
raciones.

> La definicién de raiz con indice natural
nos permite extender la definicién de potencia al caso de exponente racional. Es
4 3

decir, veremos ahora el significado de, por ejemplo, 5 0 " 7. Sean m € Z 'y
n € N tal que “* es irreducible, y sea x € R. Se define

m

xn = Vo™
en caso de que sea posible. Lo ilustramos a continuacién.

Ejemplo 19. Exponentes racionales.
4
w23 =3/24= /16 *
1
[ ] 55 = \/5

*Luego de ver las propiedades de la potencia y raiz simplificaremos esta expresion.
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V/-1024 ~ no existe en R por ser indice par y radi-
cando negatlvo. «

El ejemplo anterior, junto a lo que ya conocemos sobre radicacion, nos con-
m

duce a las 3 posibilidades siguientes para  » cuando la base x es negativa:
= m par, n impar. Es un nimero positivo (pues ™ es positivo). v

m

= m impar, n impar. Es un ndmero negativo (pues £™ es negativo). 4

= m impar, n par. No tiene solucion en R (pues =™ es negativo). X

Notar que la opciéon m y n ambos pares se descarta en la lista anterior pues
en tal caso la fraccién 7 no estaria en su forma irreducible. Concluimos que
la potencia con base negativa y exponente racional irreducible solamente
existe cuando el denominador de dicho exponente es impar. <

A No hay que dejar pasar los dos requisitos sutiles pero fundamentales sobre
el exponente racional * establecidos en la definicién de potencia: el primero es
que al pedir m entero y n natural, es el numerador m el que se esta “llevando
el signo” de la fraccién. Por ejemplo, si el exponente es —%, tomamos m = —3
y n = 4. Esto se debe a que el denominador n pasa a ser el indice de la raiz, la
cual definimos solamente para indices naturales. El segundo requisito es que la
fraccidn sea irreducible. En realidad esto no serd necesario cuando la base sea
positiva, pero como veremos en el ejemplo siguiente, si la base es negativa y el
exponente no se encuentra en su minima expresion, podemos obtener resultados
absurdos.

Ejemplo 20. Se debe reducir el exponente. Supongamos que queremos calcu-

6
lar (-2)2 y no observamos que el exponente puede reducirse a 3. Entonces, si
aplicamos la definicién de potencia con exponente racional sin reducir la frac-

cién, obtenemos .
(-2)7 = /(2)F - Vi -s.

Sin embargo, si observamos que 3 = 3, tenemos

(-2)7 = (-2)* = (-2)- (-2) - (-2) =

obteniendo asi un resultado diferente al primero. Este dltimo es el correcto, pues
se obtuvo respetando la definicién. «
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Como se pudo observar, hay que tener cuidado con las bases negativas con
exponentes racionales, para no cometer errores que conduzcan a resultados inco-
rrectos. Para evitar estos inconvenientes, serd de gran utilidad la siguiente féormu-
la que relaciona una potencia con base negativa con otra cuya base es positiva,
siempre que el exponente sea irreducible y tenga denominador impar (que, co-
mo mencionamos antes, es el Unico caso que importa pues de lo contrario la
potencia no existe). Mds precisamente, sean m entero y n natural impar con
irreducible. Para x > 0 se tiene que

m
n

(—z)m = (-1)™z (2.3.2)

La férmula anterior serd una herramienta muy util para “deshacernos” de las
bases negativas.

Ejemplo 21. Eliminando bases negativas. Aplicando la férmula anterior, te-
nemos que:

IS

(-2)5 = (-1)*2

(-7)5 = (-1)°7

=25,
5
(-1)-73. «

wlot ot

La definicién de potenciacidn con base positiva y exponente real requiere
conceptos que escapan al contenido de este libro. Sin embargo, dichos concep-
tos tienen que ver con “aproximar” el exponente irracional mediante exponentes
racionales. Este proceso lo realiza la calculadora al “cortar” la cantidad de de-
cimales de un ndmero irracional en una cantidad finita de ellos. De esta forma,
aproxima por ejemplo al irracional 7 por el racional 3.141592654, y a /2 por
1.414213562. En otras palabras, todos los niimeros que uno ingrese en la calcu-
ladora se convierten en racionales (muy cercanos al nimero deseado). Entonces,
no resultara para ella un problema calcular 2™, 4V3 0 ¢V2, Usaremos el resultado
arrojado por la calculadora cuando se presenten estos casos. Por ejemplo,

2" ~ 8.82497782708.

El simbolo #~ indica que el valor no es exacto, sino que hemos redondeado la
expresion. Notar que 7 se encuentra entre 3 y 4, por lo que tiene sentido que 27
sea un nimero comprendido entre 2% = 8 y 24 = 16.

% Propiedades de la potencia con base positiva. Si z e y son reales positivos
y ¢, € R, entonces valen las siguientes propiedades:

= Producto de potencias de igual base: z?- 2" = z7*" (los exponentes se
suman).

= Division de potencias de igual base: z¢ : " = z97" (los exponentes se

restan).
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= Potencia de otra potencia: (z")? = 2"? (los exponentes se multiplican).

= Distributiva con respecto al producto: (z-y)? = 29 - y9.

= Distributiva con respecto al cociente: (z :y)? = 29 : y9.

= No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando dentro del paréntesis hay una suma o resta:

X (z+y)?+a?+y9, g

X (w-y)t=at-y.
= Cambio de orden: x% = ( W)m paratodom € Z, n € N.

m m-k
= Invariancia por fracciones equivalentes: x » = x nk para todo m € Z,

n,keN.

Ejemplo 22. Aplicando las propiedades de la potencia.

5 1 2 5 1.2
s 83-8 3-8

s (5-2)°=52.22=2522,  x>0.

3

(°-%-% [0 «

2 23

Ejemplo 23. Cambiando el orden. Veamos un ejemplo de cémo funciona la
propiedad de “cambio de orden”. Si aplicamos la definicién de potencia para
2

calcular 273, primero tenemos que elevar al cuadrado y luego sacar la raiz cibi-

ca.
2 . .
273 = V272 =729 =9,

pero cambiando el orden de estas operaciones tenemos que
2 . 2
275 = (V/27) =382 =0.

Se obtiene asi el mismo resultado pero en una forma mads sencilla, por involucrar
nimeros mds pequefios al calcular primero la raiz, y elevar luego al cuadrado.
Por otro lado, la dltima propiedad de las potencias nos dice que el mismo re-
sultado se obtiene si el exponente no es irreducible, debido a que la base es
positiva:

4 X
276 = /274 = /531441 = 9,

como puede comprobarse mediante la calculadora. f «
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@ Muchas de las teclas de las calculadoras cientificas tienen dos funcio-
nes: la que estd escrita sobre la tecla que se ejecuta directamente con ella, o la
que esté escrita por encima de ella (arriba). Para poder usar esta segunda funcién
es necesario oprimir antes la tecla o [INV]. Las calculadoras cientificas

actuales cuentan con una tecla cuya segunda funcién aparece como (o

[ X\Z en las mas antiguas), para calcular la raiz con cualquier indice. Sin embar-
go, algunas solamente traen teclas para calcular la raiz cuadrada de un niimero,
o la cubica. En tal caso, se puede pasar la raiz a potencia, y usar la tecla [ﬂ 0

, segtin el modelo. Por ejemplo, para calcular v/729 podemos hacer 7295 .

A Cabe mencionar que las bases negativas se eliminan en las propiedades
anteriores ya que los exponentes racionales pueden llevar a cosas como

V(D (1) =V (-1) V(=)

que surgen tomando x =y = -1y q = % en la propiedad distributiva con res-

pecto al producto. En esta igualdad, el lado izquierdo tiene sentido pues es \/1,
mientras que el lado derecho no lo tiene pues no existen ninguno de los factores
en el conjunto de los nimeros reales. Ademads, aun pidiendo que las expresio-
nes tengan sentido, algunas propiedades no valen para bases negativas, como la
“potencia de otra potencia”. El ejemplo siguiente” muestra que si la aplicamos
en dicho caso, podemos llegar a algo absurdo.

Ejemplo 24. Cuidado con las bases negativas.

23
-27=(-27)" = (-27)3°2

3
2

- ((-2m3)" = (V202)? - (V7o)
2= (32)

[M][SH

Siguiendo la cadena de igualdades anterior, se obtiene —27 = 27, lo cual es
absurdo. &

? Sin embargo, si los exponentes fueran enteros entonces las propiedades si-
guen valiendo para bases negativas. Ademds, para exponentes racionales con
denominador impar, se puede usar la férmula (2.3.2) para pasar de bases nega-
tivas a positivas, y luego aplicar la propiedades. Hacer uso de esta combinacién
serd una herramienta muy util, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

“Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Exponentiation. Consultado en
agosto de 2018.
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Ejemplo 25. Eliminando bases negativas para aplicar las propiedades. Apli-
cando (2.3.2), se obtiene:

oot (1) st E4)

=(-1)-(2%)7-(2)
~(-1)-25 = (-1)-2 = -8, «

6
5

ot
e

=(~1)-25 -2

2
Ejemplo 26. Calcular (-8)3 utilizando la férmula (2.3.2) y la propiedad de
cambio de orden.

Solucion:

(=8)3 = (-1)283 - 1-(\3/5)2 =22= 4. «

1
En cuanto a las propiedades de la radicacién, puesto que /x = xn, estas
son inmediatas a partir de las propiedades de la potencia.

% Propiedades de la radicacion. Si n y m son naturales, y e y son reales
positivos, entonces valen las siguientes propiedades:

= Distributiva con respecto al producto: /z-y = V/x- /y.

= Distributiva con respecto al cociente: T\L/E = £

» Raiz de otra raiz: \/ {/z = ™/x (los indices se multiplican).
= No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando el radicando es una suma o resta:

X TFyE T+ T 8
X Ty T

= ;Cuidado al sumar o restar % y %! )

1 1
X x- %/x+ /T pues — + — £n+m,
n m

x
%

= Sin esimpar, /- = - {/z.

n Ypn = ( Q/E)n = x ~ es decir, son operaciones inversas cuando x > 0
(o x = 0). Si x fuera negativo vale lo mismo para n impar, pero hay que
tener cuidado para n par, y dicho caso se analiza en detalle en (2.3.3), en
la Seccion 2.3.4.

1 1
# "{/x pues — — — #n —m.
nom
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Ejemplo 27. Aplicando las propiedades de la radicacion.

. /3o 5 V5
16~ /16 4 °

= V20 = V/20.

) 1 1 5
Y7 T=73-72 =76 = V75 = /16807 (notar que el resultado no es
{5/7 , que es lo que se obtendria erroneamente al sumar los indices).

V38 = (\8/5)8 =3,y v/(-3)7 = -3. Sin embargo {/(-3)8 # -3, como se
«

vera en (2.3.3).

Ejemplo 28. Simplificando radicales. Veamos cdmo usar la propiedad distri-
butiva de la raiz para simplificar expresiones:

V21 ={/28.2= V28322292,
8
V511 = /58 .53 = /5853 = 54 /125 = 52V/125 = 25v/125. «

>
CJ/ El procedimiento utilizado en el ejemplo anterior se puede generalizar de
la siguiente manera: sean m y n naturales con m > n, y sea x un real positivo.
Sean ¢ y r naturales tales que m = n - g + r (es decir, hacemos la division m : n
y llamamos ¢ al cociente y r al resto). Entonces

Ve =xd{/xn.

Esta igualdad se obtiene mediante el mismo razonamiento empleado en el ejem-
plo, el cual suele ser mds sencillo de aplicar que memorizar la férmula resultante.
243

Ejemplo 29. Simplificar / 352.

Solucion: Primero hay que factorizar los niimeros involucrados, para luego sim-
plificar exponentes con indices de acuerdo al procedimiento anterior:

[243  [35 V¥ VB3T3 V3B 32.V3 9 3
25 V5 VB Vis VEB 545 BVE
Otra forma de resolverlo es mediante la férmula de arriba, aplicada por un lado
al numerador y por otro al denominador. Para /3% se aplicaconn =2, m=5y
x=3,loqueproduce g=2yr=1(pues 5=2-2+1). Luego

V35 = 32 /6.

Para el denominador /53, la férmula se aplicaconn =2, m =3y x = 5, lo que
produce g = 1 y r = 1. Por lo tanto

V53 = 5/5. «
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Diremos que dos o més radicales son semejantes si tienen el mismo indice
y el mismo radicando. Lo tnico que pueden tener distinto es el coeficiente que
los multiplica. Por ejemplo, los radicales 31/2 y —5v/2 son semejantes. Para
comprobar si dos radicales son semejantes o no, se simplifican lo més posible,
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 30. Reconociendo radicales semejantes. Determinar si los radicales

V162 y ¥/48 son semejantes.

Solucion: Observemos primero que ambos tienen indice igual a 3. Ademads, si
factorizamos los radicandos obtenemos

162 =2-3%, 48 =2%.3.
Entonces, por un lado tenemos que
V162 =234 =2-3.-¥3=3V6,

y, por el otro,

Va8 =/3.24=3.2. Y2 =2%6.

Luego, son radicales semejantes. «

Ejemplo 31. Combinando radicales. La propiedad distributiva de la suma y la
resta nos permite combinar radicales semejantes. Por ejemplo, si consideramos
los radicales del ejemplo anterior tenemos que

V162 + V48 -9V6=3V6+2V6-9V6=(3+2-9)V6=-4V6. «

Consideremos las dos fracciones siguientes:

1 V2

N R

Sabiendo que \/2 ~ 1.4142, para obtener un valor numérico aproximado de las
fracciones anteriores, debemos hacer la divisién 1 : (1.4142) para la primera,
mientras que para la segunda debemos resolver (1.4142) : 2. Sin una calcula-
dora, la dltima es mds sencilla de resolver que la primera, ya que dividir por 2
es tomar la mitad del nimero, lo cual es aproximadamente 0.7. Resulta que es-
tas dos fracciones son equivalentes, y la segunda puede obtenerse a partir de la
primera mediante un procedimiento denominado racionalizacion del denomi-
nador. El mismo consiste en eliminar los radicales que aparecen en el denomi-
nador, multiplicando y dividiendo la fraccién dada por un mismo valor, elegido
convenientemente. [lustramos el método en el ejemplo siguiente.
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Propiedades de potencia

Recordemos un poco las propiedades de la potencia. Complete el cuadro para que se

cumpla la igualdad

a,beR—-{0}; nnmeN
P1 a® = (—V41)° =
P2 al = (m+7)t =
n_ V2\ % _
P3 a = (?) =
P4 a-a™ =a— -2 =
P5 a:a™ =a— 3 =
\/§ —_—
n\m _— ,____ 1
P6 (@)™ =a [(49)?)i= ___
P7 a™/m = —13%3 =
a?’l . le — ;
P8 N W5)3-(Viz5) =
G) ——
P9 Va = Viiz =
Va Vb =
P10 - 51/2.420 =
ﬁ _
Partes de la potencia y la raiz
Indice Raiz 2 b = C
Ne L/
n
va=b |
h Base |
. , Potencia
Radicando Exiriente




Actividad 5:

1. Resuelve estos calculos sin usar calculadora

19, 119 412, ‘i]‘a. ‘Q)m 9. g
a.0,5.2 b.(s) JE R c.3.420%: 342

d.JC5"  e.V625. ;E £.4125°

2. Rodeen, en cada caso, las expresiones equivalentes a la dada. Expliguen como lo

pensaron.
4 4 6 = ] 3 4 6 4 2
77-3 . e i, L3 i, L1 jv. L3 v
&377.6° 3-2° 6 32.2° 2° 12.6°
.22 2 Eal " ey 7 o

3. Estos pares de expresiones algebraicas son equivalentes. Expliquen por qué.

' '\ , = : = —_ .
a. XXX y ia b. (xX°-X'f: x3 y ‘Jxm C. \}xﬁzx2 y VX - X

L J X ] ! i ! d \ | | |
4. Decidan si estas afirmaciones son verdaderas o falsas. Escriban cémo lo decidieron.

32 <
a.as: \l-.a_ = 1 para cualquier valor de a.

3 3 6 . v

b. b_+ b = b para cualquier nimero real b.
2 ”

C. \'x = x para todos los nUmeros reales x.

3
d.(q) = \]—q—3 para cualquier nimero g positivo.

e. (2p+7)° = 4p° + 49 para cualquier nimero real p.
f. No existe ningun nimero real cuyo cuadrado sea 101.

2 . ’ s
g.Va + 36 = a+ 6 para cualquier nimero real positivo a.

h. ¥a no existe si n es un nimero natural par y a es un nimero real negativo.
i.Siayb son_pumercos reales distintos de cero y ¢ es un nimero natural cualquiera,
entonces: (%) = (-g) ;
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5. A El objetivo de este ejercicio es evitar cometer los siguientes errores”, que
son tan graves como frecuentes. Hallar ejemplos que prueben que:

6.

(h) JTF+y+Vx+ /Y
O V3 VEL

Simplifique y exprese todas las respuestas en términos de exponentes
positivos en los problemas 1 a 14.

1.
4.

y £

10.

13.

(2%)(2%) 2. x8x?
3.5
Pz %5, ';9);5
(03)7 e 5
T - (y_)
3\ 2 9
(22) w
y X
()" 4 EPEY
x(x3) )

3. wru®
6. (x12)4

9. (2x%y3)3

2 (25
7b>
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Propiedades de las potencias 7 .- Reduce a una tnica potencia: 3 -
bPrOduct(Z ' Cocientt-; a) (a2-a*a)*-(a®-a®a’) b) 2° 2(22 222] c) 32 33{24122j
a-a=a’* a:a"=a ¢ ,
Sol: a) a®; b) 22; ¢) 3°
a‘-b° = (a'b)c o b° = (a : b)c 8.- Calcula: i )
3 3
Potencia Potencia de Fraccién a) (58'54) : (52) b) [(_26 )'("'2) J:[("‘Z) }
0 1
a =1 a =a ¢ . 8757 . (a3 373 2 3
C a) _a o (D7) (8] (83
(ab) —abe b b¢ Sol: a) 5% b) 2% ¢) 7, d) 3¢
. . 9.- Opera y calcula:
Propiedades de las Ralcs cuadradas 4 10° - ( 54 24) b) (_12)7 :[(_35 45 )]
Ja=b & b’=a N o
Potencias de base negativa <) [(_9) (-2) J 18" d) [5 (-4) J:ZO
i si a>0 + (+2)° =48 e) 8':(2°4%) p25%:[(-15):3"|
a-< si b par + (-2)' =+16 Sol: a) 10% b) 12% ¢) 18; d) -20% ) 2% f) -5
si a<0 si b impar - (-2 =-8 10.- Reduce a una tnica potencia:
a) [29 (2°) }53 b) 10°: [(52 ) 54}
1.- Calcula Aplicando las Propiedades de las potencias:
a) 33.34.3 b) 57.53 c) (53)4 c) 63 :|:(27 :26 ),3}2 d) |:(62 )2,4_4} . (23 )4
d 5:2:3)* e (3) B [(5%)7° Sol: a) 10% b) 2% ¢) 6;d) 3
g (82)° h) (9%)2 i) 25.24.2 11.- Calcula, si es posible, las siguientes raices:
i) 27 . 96 k) (22)4 ) 4-2- 3)4 a) \/E b) \/8_2 ) v—49 d \/152
Sol: a)3%; b)5%; ¢)512; d)30%; e)316; £)524; g)218; h)312; )210; j)2; k)25; 1)24% m)220; n)1; /)33 ) N =x? j) \/? k) (-1442 1) \/0_4
2.- Calcula, teniendo cuidado con los signos:
) ) 212 ) J-a* fi) —a)* ) Im®
a) (2P (-2F- (-2 b) (-2 (e2pemgr T NCEW VT R b o
© 22-29-2 d (2)°:28 P V8l @ Jm' 0 V' 9
) Sol: a) 7; b) 8; ¢) No; d) 15; e) 13; f) No; g) 50; h) 50; i) No; j) x; k) -144;
e) 22:(-2)% f) -26:(-2)° 1 1) a% m) 2; n) no; i) &’ 0) m% p) no; q) m’; 1) no; s) no
.- Calcula:
g) 272:273 h) (-2)3(+2)7 6.3 a, 5.04). (04 a4
Sol: a) (-2)°; b) (-2)°; €) 2; d)-22; €) -25; f) 23;8) 2; h) - (2)©° a) (4 14 )(4 '4) b) (36 16 ) (2 -3 )
3.- ¢Qué signo tienen las potencias siguientes? o x ( - x3) N d) [ 28 . 42 J
a) 6° b) (-3)©2 c) 3% d) (-3)2
e) (2% f 5% @ (35 h) 49 e) 16*:478° f (-m'em’)s ( ’)
i) 3 y oY k) 3° D (-2)7° g 4°-52+3° h) 144 \/
4.- CaICI:la las siguientes 13)otencias: ] ' i) 63:62+52.5 j) [ 2 J 81°
a) 3 b) (-1) c) (-2 d 2 ; 77 g2
e (2 H 2 g (3° h) 5 o [27C87]+36" ) mO i’ ) P
Sol: a)81;b) -1; c) -8;d) 32;e) 16; f) -4; @) -27 ; h) 25 m) |:(_k)9 . k5:| . (_k)3 n) (255 - (_4) ): (_10)3

5.- Realiza las siguientes operaciones y expresa el resultado
en forma de potencia:
a) (24 o 32 o 53)3 b) (32 . 53)3 c) (53 . 22 . 43)2

Sol: a) 212355% b) 305, ¢) 56216

6.- Reduce a una Unica potencia:

a) x*x® b) ( )3( m)4 m® :m°
d) X x o (-4):(4*) 9 ( o)
9 (@) B (it ) (x )
)o(xxf) ko (575°):50 ) (2¢) 2
m (52):[(-5°] W [T

Sol: a) x1% b) -m’; ¢) m? d) x; e) -4% f) m'%; g) a° h) x”;
i) -x'% j) x% k) 5% 1) 2° m) 5% n) -3°

© www.intergranada.com
Noviembre 2022

Sol: a) 4% b) 62 ¢) x*; d) 2% e) 25 f) m%; @) 40; h) 1; i) 131;

i) 3; k) -6% 1) m'p; m) k; n) 107

13.- Realiza las siguientes operaciones combinadas y
calcula el resultado: (usa potencias si es necesario)

a) 3-42-32:3%+ 81 :3%=
b) 5-(7-2)2:25-4%:43+ J36:6 =
c) 52 + 5% -5 + 5%=
d) 25-5-2+8%:45+ 249 =

5
e) (-30)7: (-6)7 f) 8: (-4)* 9
i) (-10)’(~10)"10° : 100?

k) 625-25% :125

h) (—(—22 § )4

j) 162-83 . (-4)’

9)

1) (-100)*(-1000)" : (-10)’
Sol: a) 40; b) 2; c) 146; d) 33; e) 57; f) 2%
9) 3% 1) -10° ) 2% k) 5% ) 107
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14.- Una finca tiene forma cuadrada y su area mide 81 m?2.

¢Cuénto mide cada uno de sus lados?
Sol: 9 m.

15.- Escribe el producto de cien por mil como una tUnica

potencia.
Sol: 10°

16.- Un cine tiene el mismo niimero de filas que de columnas,

y en total tiene 289 butacas. ¢Cuéntas butacas tiene cada fila?
Sol: 17 butacas.

17.- Un rectangulo mide 120 m de largo vy 30 m de ancho.

Calcula el lado de un cuadrado que tenga la misma éarea.
Sol: 60 m.

18.- Lily va a colocar en su supermercado oriental 5 cajas de
vasos en las que los vasos vienen ordenados en 5 filas de 5
vasos. Expresa como una Unica potencia el nimero de vasos

a colocar y calculalo.
Sol: 5*=125 vasos.

19.- El patio de un centro escolar es cuadrado, y cada lado
mide 60 m. Queremos ponerlo de terrazo, que mide 40 cm x
40 cm. Si cada pieza de terrazo vale 0,65 €, y por colocarlo

cobran 3.000 €, écuanto cuesta arreglar el patio?
Sol:17.625 €.
20.-

Un parque cuadrado, que tiene de superficie 7,84 ha,
esta plantado de pinos perfectamente alineados y distribuidos
en filas y columnas. Si cada pino ocupa 49 m?, ¢cuantos pinos

hay en cada fila?
Sol: 40 pinos.

21.- Halla el 4rea de una finca cuadrada que tiene 100 m de

lado. Da el resultado en hectéreas.
Sol: 1 Ha.

22.- En una papeleria hay 4 estanterias con 8 baldas en cada
una de ellas y sobre cada balda, 16 libros. Expresa en forma

de potencia el total de libros que hay en la papeleria.
Sol: 2°=512 libros.

23.- ¢Es cierto que la suma de potencias de la misma base es
otra potencia cuya base es la misma y cuyo exponente es la
suma de los exponentes de los sumandos? Justifica la

respuesta con un ejemplo
Sol: No

24.- Con 195 éarboles se quiere formar un cuadrado de filas
y columnas. ¢Cudantos arboles tiene que haber en cada lado?
¢Cuantos sobran? ¢Cuantos maés serfan necesarios para

formar un cuadrado de un &rbol mas de lado?
Sol: 1 més.

25.- En la fiesta de cumpleanos de mi hermano pequeno
habia 128 caramelos para repartir. Después del reparto cada
nifo tenia tantos caramelos como nifios habia. Si sobraron 7

caramelos, ¢cuantos nifnos habia?
Sol: 11 nifios.

26.- La raiz cuadrada de un nimero es 37 y si el nGmero
fuese 44 unidades mayor su raiz cuadrada seria exacta. a)
¢Cudl es el nimero? b) ¢Cuantas unidades como minimo
habria que quitarle al nimero para que la raiz fuese también

exacta?
Sol: a) 1.400; b) 31 unidades.

27 .- El presupuesto para alicatar las cuatro paredes de una
cocina cuadrada es de 900 €. Si las paredes son cuadradas y
nos cobran a 25 € el metro cuadrado, écuanto mide el lado

de cada pared?
Sol: 3m.

28.- Con cubitos se forman cubos mayores de lado 2, 3,4 y
5. ¢Cuéntos cubitos son necesarios en cada caso? Exprésalo
en forma de potencias.
Sol: 23, 3%, 43y 5°.
29.- Una mesa rectangular tiene el largo igual al doble del
ancho. Si la superficie es de 512 cm?, écudl es el perimetro?
Sol: 96 cm.
30.- Escribe el cubo del producto de cien por mil como una
Unica potencia.
Sol: 10°

© www.intergranada.com
Noviembre 2022

© Raul Gonzalez Medina

31.- Una finca tiene forma cuadrada y mide 25 m de lado. Si
el metro cuadrado se paga a 300 €, ¢cuanto vale la finca?

Sol: 187.500 €
32.- Calcula si existen estas raices:
a) @1 b Y1 o Yes
d 625 e Y625 H 410.000

Sol: a) 1; b)-1; ¢) 4; d) 5; e) No; f) 10
33.- Calcula las siguientes raices exactas:

a) /0,04 b) /0,49 c) /081
d) o001 © oo0121 o 01225

Sol: a) 0,2;b) 0,7; ¢) 0,9; d) 0,01; e) 0,11; f) 0,35
34.- Calcula utilizando las propiedades de las potencias:

a) 6*-8° b)152'42 o 2°-4° d) 2°:3°4
32.93.2¢ 12210 8216 2°-9°
Sol: a) 72; b) 5/2; ¢) 2; d) 4/3
35.- Simplifica:
1.1 N a) b 2V e

Sol: a) a; b) a% c) a%b; d) 2°
36.- Calcula utilizando las propiedades de las potencias:
4
625%(25)"5° 16(32)° : 64 27{9%) 81
a e
50.1252.(252 )3 1024* 729*
Sol:a) 1;b) 8; ¢) 1/3
37.- La masa del Sol es, aproximadamente, 330.000 veces la

de la Tierra. Si la masa de la Tierra es 6-10?* kg., calcula la
masa del Sol.

Sol: 1,98:10% kg.
38.- El didmetro de un virus es de 5-10* mm. ¢Cuéntos de

esos virus son necesarios para rodear la Tierra, si su radio
medio es de 6.370 km?
Sol: 8:10% virus

39.- Un atomo de oxigeno, O, tiene una masa aproximada
de: 0, 000 000 000 000 000 000 000 026 560 gramos,
exprésala en kilogramos y en toneladas con la ayuda de la
notacion cientifica.

Sol: a) 2,656:10%° Kg; b) 2,656:10%° Ton.
40.- La masa de un protén es de aprox. 1,6726-102"kg, unas
1.836 veces la masa de un electrén. Con estos datos, ¢puedes
calcular la masa aproximada de un electrén?
41.- Calculay simplifica'

Sol: 9,11-10°! Kg.
L
5
Bt

c)2 [é—l 2) 9+1:

2.3
7

513 5 15

{3}

Sol: a) 15/7; b) 289/112; ¢) 283/144; d) -33/20; e) 17333/108; f) 137/40
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2.3. Numeros reales

9. Determinar el error en el siguiente razonamiento (indicar cudl/es igualdades
son incorrectas):

5 5 5 5
L@ () e ()t @ (vD) e i e
10. Determinar cudl de los dos razonamientos es el correcto y justificar:

(-2)% = \/(~2)10 = /1024 = 32;
(-2)% = (-2)° = (-2)(-2)(-2)(-2)(-2) = -32.

2.3.2. Notacion cientifica

La notacion cientifica, también conocida como notacién en forma expo-
nencial, es una manera “compacta” de escribir nimeros demasiado grandes o
demasiado pequefios, los cuales son frecuentes en muchos campos de la ciencia.
Por ejemplo, tenemos los siguientes valores aproximados:

= Masa de la Luna: 74000000000000000000 toneladas.

= Distancia de la Tierra al Sol: 150000000 km.

= Masa de un protén: 0.0000000000000000000000000016726 kg.

En dichos nimeros, muy grandes o muy pequefios, hay una gran cantidad

de ceros, ya sea a la derecha o a la izquierda. Estos ceros pueden representarse
como potencias enteras de 10, por ejemplo:

1
10° = 100000, 107* = — =0.0001.
104

En forma general, si n es un ndmero natural entonces

10" = 10---00 , 107" =0.00---001.
—— ————
Un 1y n ceros n—1 ceros y un 1

> Entonces, multiplicar un nimero por 10" desplaza el separador de decimales
(en este caso el punto) n lugares hacia la derecha, mientras que multiplicar por
107" lo desplaza n lugares hacia la izquierda:

2.5 x 107 = 25000000, 2.5 x 107* = 0.00025.
— — ——
7 lugares 4 lugares

Lo que hicimos fue precisamente expresar un nimero muy grande y uno
muy chico en notacion cientifica. Formalmente, se dice que un nimero positivo
x estd escrito en notacién cientifica si estd expresado en la forma

m x 10",

siendo m un entero y m un nimero racional tal que 1 < m < 10. El exponente n
es llamado orden de magnitud.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Ejemplo 39. Utilizando notacion cientifica.

= Masa de la Luna: 7.4 x 10'° toneladas.
= Distancia de la Tierra al Sol: 1.5 x 108 km.

= Masa de un protén: 1.6726 x 10727 kg. «

@ Las calculadoras también utilizan notacién cientifica para expresar
nimeros muy grandes o muy chicos. La forma de indicarlo depende del mo-
delo de la calculadora, pero las posibles opciones de salida para, por ejemplo,
6.8954 x 10*° son las siguientes:

6.8954%x1013, 6.8954 15, 6.8954E15.

Reciprocamente, para ingresar en la calculadora un niimero en notacién cientifi-

ca, se utilizan la tecla |! en las mas modernas, o la indicada como ||

—

en las mds antiguas, muchas veces ubicadas a la izquierda de la tecla ||

Ejercicios 2.3.2

1-4. Expresar en notacion cientifica las cantidades dadas.
1. 2650000000000000000 metros.

2. 0.00000000000000000000015 kilogramos.

3. 10204000000000000000000000000 litros.

4. 0.0000000000000000000000102 gramos.

5-9. Escribir cada nimero dado en notacién decimal.
5. 3.5674 x 10?

6. 1.23x 1078

7. 6.4x10°

8. 8.2x1076

2.3.3. Orden en los numeros reales

En el conjunto R tenemos definida una relacion de orden que denotamos
como antes con el simbolo < (menor). En términos no formales decimos que
a < b(ob > a)sial ubicar ambos puntos en la recta numérica, a queda a la
izquierda de b. Como antes, a < b significa a < b 0 a = b. Esta relacién de orden
satisface las propiedades enunciadas a continuacién:

4
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2.3. Numeros reales

» Tricotomia: dados dos nimeros reales a y b, entonces se cumple una y
solo una de las siguientes opciones:

a<b, a=b, b<a.

= Transitiva: sia < by b < ¢, entonces a < c.

\J
CJ/ Las operaciones estudiadas previamente producen un efecto en el orden
entre dos niimeros reales: algunas lo mantienen, otras lo invierten. En cualquiera
de estos casos, esto se conoce como monotonia de la operacién, y enunciamos
el efecto de cada una a continuacion:

= Suma (o resta): si a < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todo nimero real c.

= Producto (o cociente): si a < b, entonces ac < bc cuando ¢ > 0, pero
ac > be cuando ¢ < 0.

= Potencia (o radicacion): si ¢ >0y 0 < z < y entonces 29 < 9.

= Logaritmo: si 0 < = < y, entonces log, x < log,y cuando a > 1, pero
log, = > log,y cuando O < a < 1.

A La monotonia del producto dice que multiplicar ambos lados de una de-
sigualdad por un nimero positivo, no cambia el sentido de la misma. Sin embar-
g0, si multiplicamos por un nimero negativo, la misma se invierte. Algo similar
ocurre con el logaritmo, el cual preserva el orden cuando la base es mayor que
uno, pero lo invierte en caso contrario.

El conjunto de todos los niimeros reales puede representarse graficamente
como una recta numérica, como se indica a continuacion:

Existe una forma simple de expresar el conjunto de los nimeros reales que
satisfacen una desigualdad doble o simple, y es mediante intervalos. Por ejem-
plo, si a y b son dos nimeros reales con a < b, el conjunto

J={zeR:a<z<b}

puede escribirse de manera mds simple mediante el intervalo abierto (a,b),
que representa la parte de la recta comprendida entre a y b, como lo indica el
siguiente gréfico:

SIF N

N
7
b
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Si las desigualdades no fueran estrictas, es decir, si se incluyeran los extre-
mos a y b, entonces el conjunto resultante se llama intervalo cerrado [a, b]:

F={zeR:a<x<b}=[a,b],

cuya representacion grafica es

m
i

Si se incluye solamente uno de los dos extremos, el conjunto resultante se llama
intervalo semiabierto y se denota como (a, b] si incluye a b pero no a a, y como
[a,b) en el caso inverso. Ilustramos ambas posibilidades a continuacién:

4 |

N o4

a

C Al

L P4

Finalmente, podemos tener conjuntos de la forma

A={zeR:z<a}, B={zeR:z>a},
C={reR:x<a}, D={zeR:x>a},

en los que solamente hay una desigualdad. El conjunto A se escribe en forma
de intervalo como (-0, a), y B como (a, c0)*. Ambos determinan semirrectas
abiertas en la recta numérica. El simbolo oo se lee infinito y no representa un
nimero. Similarmente, el conjunto C' se escribe como (—o0, a], D como [a, c0),
y determinan semirrectas cerradas. En el siguiente grafico ilustramos los con-
juntos By C":

SV N

A
Q 4

>
CJ/ Resumiendo, utilizamos corchete para indicar que el extremo del intervalo
estd incluido, y en caso contrario usamos paréntesis. Una forma alternativa de
representar estas situaciones en la recta real es utilizando un circulo “lleno” en

*Aunque, al igual que con los nimeros reales, el signo + colocado delante es redundante, a
veces suele escribirse (a,+o00) para indicar este conjunto. Similarmente, suele escribirse también
[a, +00) para indicar el conjunto [a, o0).
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2.3. Numeros reales

lugar de corchete, o uno “vacio” en lugar de paréntesis, como puede encontrarse
en otros textos. Puesto que los simbolos oo y —oco no representan nimeros reales,
siempre deben ir acompafnados con paréntesis, y nunca con corchete. Asi, otra
forma de denotar al conjunto R de los niimeros reales es mediante el intervalo
(=00, 00).

Ejemplo 40. Representacion grafica de intervalos. En el primer grafico re-
presentaremos los conjuntos

A={zeR:-4<x2<0} y B={reR:z>2}.

! 1 4 L L L . 1 Il iE L L L L
T T LY T T T - T L 5 T T T T
6 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6
A=(-4,0] B=1[2,00)
Por otro lado, los conjuntos
C={xeR:x<-2} y D={reR:2<x<6}
se representan graficamente como:
“ L L L L AY] l I l L . . . N
T T T T y T T T LN T T T yl
6 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6
C = (-00,-2) D =(2,6)
Finalmente, representaremos graficamente los conjuntos
E={zeR:-4<z<1} 'y F={zeR:5<z<5}.
| | C . . . . | | | L N l
T T | = T T T T .| T | T yl T
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
E=[-4,1] F=[%5)

«

> En capitulos posteriores, serd fundamental comprender el resultado de la
unién y la interseccion de intervalos. Para ejercitar esto, se recomienda en parti-
cular la resolucion del Ejercicio 4 de la lista siguiente.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Ejercicios 2.3.3
1. Completar con el signo menor (<) o mayor (>) seglin corresponda:

(a) 5 8, entonces 5 — 2 8-2.
() 5 8, entonces 5 - (-2) 8-(-2).
(c) 2 (-3), entonces 2 - 4 (-3)-4.

@ (-4) (-3), entonces (—4) - (-2) (-3)-(-2).
() 5 3, entonces 5% 3%

(f) 4 6, entonces 43 6°.
(g 4 6, entonces logs; 4 log 6.

(h) 4 6, entonces log1 4 log1 6.
3 3

2. Escribir en forma de intervalo los siguientes conjuntos y representarlos en la
recta numérica:
A={reR:-2<x<3}, B={reR:x >4},
C={zreR:0<z<4}, D={xeR:z<-2}.

3. Utilizar desigualdades para expresar los siguientes intervalos, y representar-
los en la recta numérica:

(2,5), [2,00), [-2,1), (-00,0), (-6,-3].

4. Hallar y representar graficamente la unién y la interseccion de los siguientes
pares de intervalos:

(a) (_2a3) y [Oa 5]
(b) [3,8)y [8,11].
(C) (_3’2] y [2’6)

2.3.4. Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero real z se indica con |z| y se define como

2] = x, sixz>0;
") -z, siz<O.

Es decir, si un nimero x es positivo o cero, su valor absoluto es igual a él, pero
si el nlimero x es negativo, entonces su valor absoluto es el opuesto de x, el cual
ahora es positivo. Por lo tanto el valor absoluto de un nimero es siempre positivo
0 cero, pero nunca negativo. Por ejemplo, |3| = 3 mientras que | — 5| = 5.
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2.3. Numeros reales

Haremos ahora una interpretacion geométrica del valor absoluto. Para ello,
observemos que |3| = |- 3| = 3. Si ubicamos el 3 y el —3 en la recta numérica, ob-
servamos que ambos se encuentran a 3 unidades de distancia del cero, el primero
hacia la derecha y el segundo hacia la izquierda.

N ] ]
T hd T T

——w @

!
w
—_— -

3 unidades 3 unidades

Geométricamente, |x| representa la distancia del nimero « al cero.

Consideremos ahora dos nimeros reales = e y. Nos preguntamos si la canti-
dad |z - y| nos da alguna informacién sobre dichos niimeros. Analicemos para
ello los siguientes casos:

wsiz=5,y=2]z-yl=5-2/=3;

msiz=2,y=5,|lr-y|=12-5|=|-3|=3;

wsiz=5,y=-2,|z—y|=5-(-2)[=15+2|=T;
msiz=-5,y=-2,|r-y|=]-5-(-2)|=|-5+2|=]-3]=3;
msiz=-5,y=2,Jx—-y|=|-5-2|=|-7]="T.

Si graficamos en la recta numérica los casos anteriores, podemos comprobar lo
siguiente:

Geométricamente, |z — y| representa la distancia entre
los nimeros x e y.

> Observar que |z +y| = |z — (—y)|, lo que junto a lo anterior implica que |z + |
representa la distancia entre x y —y (el opuesto de y).

g Es aqui donde debemos detenernos para advertir sobre un error muy fre-
cuente al momento de resolver ejercicios que involucran valor absoluto. En el
siguiente ejemplo, incluiremos la forma correcta de resolverlos, asi como dicho
error habitual.

Ejemplo 41. Comprendiendo la definicion de valor absoluto. Utilizar la de-
finicién para expresar |2x — 5|.

Solucion: Aplicando directamente la misma, tenemos que

22— 5] = 2¢ -5, si2x-52>0;
"] 2z+5, si2z-5<0.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Con esto la consigna ya estaria cumplida®, pero vamos a analizar un poco lo
obtenido antes de pasar al modo incorrecto de resolverla. Lo anterior nos dice
que si queremos conocer |22 —5| para un valor particular de x, debemos chequear
si 2x — 5 es positivo o cero (y en tal caso evaluar en el primer renglon de la llave
anterior), o si es negativo (y evaluar en el segundo). Por ejemplo, para = 1
tenemos que 2z —5 = 2-1 -5 = -3 < 0, por lo que para conocer el valor de
|2z — 5| debemos reemplazar en el segundo renglén de la llave anterior, para
obtener |2z — 5| = -=2-1+ 5 = 3. Es claro que esto también se podia obtener para
x = 1 haciendo directamente el reemplazo

|2z -5|=12-1-5|=]-3|=3,
pero saber trabajar en forma general resultard fundamental més adelante.

A La forma incorrecta (pero frecuente) de resolverlo es la siguiente:

2z -5, sixz>0;
|2x_5|_{ -2x+5, siz<0.

El “punto de corte” no es siempre = 0 sino donde todo lo que estd “dentro”
del valor absoluto pasa de positivo a negativo. En este caso, lo que estd “dentro”
no es x, sino 2z — 5. Notar que segin esta formula errénea, para conocer el
valor de |2z - 5| en & = 1, deberfamos evaluar en el primer renglén de dicha
férmula, ya que en este caso = = 1 es positivo. De esta forma, obtendriamos que
|2z - 5| = 2.1 = 5 = -3, lo cual es claramente incorrecto pues es negativo, y el
valor absoluto de todo nimero es siempre mayor o igual que cero. «

Ejemplo 42. Reescribir 5|7 — 3z + 2 utilizando la definicién de valor absoluto.
Ademéds, hallar el valor de esta expresion para x = -1y x = 3.

Solucion: Aplicando dicha definicion (solamente donde aparece el valor absolu-
to), tenemos que

B 5(7-3x)+2, si7-3x>0;
5|7_3$|+2‘{ 5(-T+3z)+2, si7-3z<0.
Resolviendo en lo anterior obtenemos

37-1bx, si7-3x>0;

5|7‘3x|+2:{ 152 -33, si7-3x<0.

Hallaremos ahora el resultado de la expresion para los valores particulares de x
dados, reemplazando directamente en ella. Si x = -1, entonces

5173z +2=5|7T-3-(-1)|+2=5|7T+3|+2=5-]10[+2=5-10+2 = 52,

* Aunque las propiedades de monotonia de las operaciones presentadas en la Seccién 2.3.3 nos
permitan ya escribir z > % en lugar de 2z — 5 > 0, se opta aqui por posponer la resolucion de
inecuaciones, incluso de las mas simples, hasta la Seccion 4.5.
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y cuando x = 3 tenemos

5[7-3z|+2=5[7T-3-3|+2=5|7-9/+2=5-|-2|+2=5-2+2=12. K
A continuacién enumeramos algunas de las propiedades del valor absoluto.

% Propiedades del valor absoluto. Si x e y son nimeros reales cualesquiera,
entonces vale lo siguiente:

(a) |z >0;

(b) || =0siysolosiz=0;

(© |-z =lz[:

(@) |zy| =[xllyl;

(e) |z +y| < |z| +|y| (desigualdad triangular);

(f) Sia >0 setiene que |z| < a siy solosi—a < x < a (andlogamente con <);

(g) Sia > 0 se tiene que |x| > a siy solosiz > a o2 < —a (andlogamente
con >).

s (Qué nos dicen todos los simbolos anteriores? Poder interpretar el lenguaje
matematico es fundamental para comprender los conceptos y resultados. La pro-
piedad (a) establece que el valor absoluto es siempre positivo o cero, pero nunca
negativo, mientras que (b) afirma que el tinico ndmero que dista cero unidades
del cero, es el mismo cero.

En (c) se establece que cada nimero dista del cero lo mismo que su opuesto,
lo cual es l6gico ya que éstos se encuentran hacia lados opuestos en la recta
numérica, pero a la misma distancia de él.

La propiedad (d) dice que el valor absoluto se distribuye con respecto al
producto (y en consecuencia con respecto al cociente). Sin embargo, esto nunca
debe hacerse cuando tenemos una suma o resta de dos nimeros, es decir, es facil
encontrar valores para x e y tales que

[ =yl # |=] =y,

|z +y| # |2 + [yl

Para los casos anteriores, lo que vale es la desigualdad triangular (e), que junto
con (c¢) implican que

-yl <zl +[yl, O

pues |z —y| = |z + (=y)| <[z +| - y| = |=[ + |y].

Finalmente, las propiedades (f) y (g) nos indican, respectivamente, cuéles
son los nimeros que se encuentran “cerca” del cero (en el sentido que estin a
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

una distancia menor o igual que a), y cudles se encuentran “lejos™ de él (por
encontrarse a una distancia mayor que a). Graficamente, si a es un nimero po-
sitivo, entonces |x| < a indica todos aquellos valores que se encuentren a una
distancia menor o igual que a del cero, ya sea hacia la derecha o hacia la iz-
quierda. Esto se representa como el intervalo [—a, a], ilustrado en la Figura 2.1.
Andlogamente, |z| < a siy solo si —a < x < a, lo cual termina de ilustrar la
propiedad (f).

LC | |
L 4

-a 0 a

Figura2.1: |z| <asiysolosi—a <z < a.

En cambio, |z| > a indica todos aquellos valores que se encuentren a una dis-
tancia del cero mayor o igual que a, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda.
Esto se representa como la unién de los dos intervalos (-o0,a] y [a,0) que
se ilustran en la Figura 2.2. De la misma forma, si la desigualdad es estricta te-
nemos que |z| > a siy solo si z > a 0 © < —a, lo cual termina de ilustrar la
propiedad (g).

| !
m T

Figura2.2: |z| > asiysolosiz >a oz < —a.

Sm

Notar que si en (f) tomamos a negativo y buscamos los valores de x tales que
|| < a, la respuesta seria el conjunto vacio, ya que el valor absoluto nunca puede
ser negativo. De la misma forma, si a es negativo en (g), entonces la solucion a
|| > a son todos los niimeros reales, ya que el valor absoluto es siempre positivo
0 cero.

En el Capitulo 4 retomaremos el concepto de valor absoluto resolviendo
ecuaciones e inecuaciones que lo involucren. Alli, comprender su definicién y
propiedades serd una herramienta imprescindible.

Ejemplo 43. Aplicando las propiedades del valor absoluto. Reescribir las
siguientes desigualdades utilizando las propiedades (f) y (g) para eliminar el
valor absoluto segun corresponda:

() |z|<3
(i) [2-b] >4

(iii) |5y > 10
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Solucion: Utilizamos la propiedad (f) para reescribir (i) como -3 < z < 3. Para
las dos restantes usaremos la propiedad (g): la desigualdad en (ii) es equivalente
a

2-b>4 o 2-b<-4,

mientras que lo dado en (iii) equivale a

5y>10 o 5Hy<-10. «

Ejemplo 44. Sean a, b y ¢ nimeros reales tales que |a —b| =3y |[b—¢| = 2. Si
ademas satisfacen que a < b < ¢, encontrar la distancia entre a y c.

Solucion: Para resolverlo, resultara ttil ubicarlos en la recta numérica. Podemos
comenzar ubicando a en cualquier parte, y combinar las hipdtesis a < b con
|a — b| = 3 para concluir que b debe estar a 3 unidades hacia la derecha de a. De
la misma forma, de b < ¢y |b - ¢| = 2 se deduce que ¢ debe estar a 2 unidades
hacia la derecha de b, obteniendo asi el siguiente grafico:

® I I ® I ®
a b c

Entonces, podemos concluir que la distancia entre a y ¢ es 5. En este caso se
cumple que |a — ¢| = |a — b + |b - ¢| = 3 + 2, pero esto sucedié gracias a la
hipétesis adicional a < b < c. Sin esto, lo Unico que podemos saber gracias a la
desigualdad triangular (e) es que

la-cl=la—b+b—c|=|(a-b)+(b-c)|<|a—bl+|b-d|

Es decir, podriamos asegurar que |a — ¢| < 5, pero no podriamos dar su valor
exacto (por ejemplo, si el orden fuera a < ¢ < b, entonces haciendo un grafico
similar al anterior se obtiene que |a — ¢| = 1). K

A Como se menciond anteriormente, la comprension del valor absoluto serd
fundamental al momento de resolver ecuaciones. Por eso, la observacion si-
guiente evitard cometer un error frecuente:

V32=19=3,

pero también
V(-3)2=v9=3.

Lo mismo ocurre con cualquier otro exponente par:
V(=2)*= V16 =2.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

El error frecuente consiste en “cancelar” el indice con el exponente para obtener

{/(—2)4 =2 X

Si el exponente es impar entonces no tenemos este problema de signos:

\J
CJ/ De lo anterior concluimos que si « € R y n es un niimero natural, entonces:

t/zn = { ], sl e pa (2.3.3)
x, S1 7y €S 1mpar.

Ejercicios 2.3.4
1. Hallar:
(a) 3| -5
(b) |-1-6]
() -|-9]+1
(d) [2+3(-2)]
() —-|(-2)7
® (-(-2))?

2. Utilizar la definicion de valor absoluto para reescribir las siguientes expresio-
nes:

(a) |z -2

(b) 2|3 - 2| +5
(c) 2y-3|-1
(d) —4jx+1]
@€ |-z-1]+2

3. Representar graficamente los siguientes conjuntos:

A={zeR:|z|<3}, B={zeZ:|x|<3}, C={xeN:|z|<3}.

4. Representar graficamente los siguientes conjuntos:
A={reR:|z|>2}, B={zeR:|z|<4}, C={xveZ:|z|>1}.
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5.

10.

11.

12.

Reescribir los siguientes conjuntos como intervalos o como unién de dos
intervalos, segtn corresponda:

A={zeR:[z|]<1}, B={zeR:|z[>1i},
C={zeR:|z|>2}, D={xeR:|zx|<3}.

. Utilizar las propiedades del valor absoluto para reescribir las siguientes de-

sigualdades:

(a) |z-2/<4

(b) |3z +1]>2
(c) [3y|<6

@ [-y+1][>2
(e) [t+5]<2

. (Qué valores de x en R satisfacen |z| < —=3? ;Cuéles cumplen |z| > -3?
. Demostrar que |« — y| # |z| - |y| y que |z + y| # |=| + |y].

. Utilizando las propiedades del valor absoluto para = € R, seleccionar la op-

cién correcta en cada caso:

@ |-z+1|=|x-1 |-z+1|=]-2-1] |-z+1|=|z+1]
(b) |z +3|=]|z|+3 |z +3|<|z|+3 lz+3|<x+3

(¢) 12z-3|<|2z|-3 20 -3| <2z +3 |22 - 3| < |22]+3
(d) |3z —6| =3z -6 |3z - 6] = 3|z — 2] |3z - 6] =-3| -z +2

Marcar en cada caso la opcién correcta:
(a) Ladistancia entre 2y —4 es
2-4| [2+4| 2/ -] -4]

(b) La distancia entre -3y —6 es

| =3[ +[-6| |-3-6] |-3+6
A Jenaro, Zoe y Mateo viven a lo largo de una calle recta. Si sabemos que
Jenaro vive a 5 cuadras de Zoe y a 2 cuadras de Mateo, jcudl es la mdxima
distancia a la que pueden encontrarse entre si las casas de Zoe y Mateo?

Justificarlo usando las propiedades del valor absoluto, y realizar un grafico
que ilustre la situacion.

Hallar
6/(_3)6 _ 5/(_3)5 _ a8 = &3 =
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

13. A Buscar valores adecuados que prueben que las siguientes afirmaciones
son incorrectas:

(a) Siz <y, entonces |z| < |y]. X
(b) Si |x| < |yl, entonces z < y. X

(c) Si|z|<|y|, entonces |z + z| < |y + z|. X
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VALOR ABSOLUTO

Cualquier numero a tiene su representaciéon en la recta real. El valor absoluto
de un numero representa la distancia del punto a al origen. Observe en el
dibujo que la distancia del 3 al origen es 3 unidades, igualmente la distancia del

punto -3 al origen es 3. En notacion, esto es |-3| =3. Las barras se leen como

el valor absoluto de lo que esta dentro de ellas. En el valor absoluto no importa
en que lado de la recta real esta representado el numero. Analiticamente
podemos ver que si a es positivo, es decir esta a la derecha del cero, entonces

|a| =a y si esta a la izquierda del origen, es decir si a es negativo, entonces
|a| = —a . Esto lo escribimos en la siguiente definicion

i- = -3 uridades ---1- - - 3 unidades ---

} } f o
-3 1] 3

Definicion.- El valor absoluto de un ndmero real, x, se define como:
x, si x=20
=0

x, si x<O0

Veamos los siguientes ejemplos

Ejemplo 1
1 1
a-|-| ==
2] 2
1 1 1 . "
b.- —5 = —(—5) = 5 Observe como el valor absoluto a una cantidad positiva la

deja igual y a una cantidad negativa le cambia el signo.

c.- Si x>2 entonces |x —2| =x—2, pues x-2>0 y asi usamos la primera parte de

la definicidn. Visto de otra manera a la expresion que le estamos tomando valor
absoluto es de signo positivo y el valor absoluto lo deja igual.

d.- Si x<2 entonces |x—2| :—(x—Z), pues x-2<0 y asi usamos la segunda

formula de la definicion. Visto de otra manera a la expresion que le estamos
tomando valor absoluto es de signo negativo y el valor absoluto le cambia de
signo.
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[ Notacion Cientifica ]

Ejercicios de Notacién Cientifica

Departamento de Matematicas

http://selectividad.intergranada.com
© Radl Gonzélez Medina

-Com

La notacion cientifica nos permite escribir nimeros muy
grandes o muy pequeiios de forma abreviada. Esta
notacién consiste simplemente en multiplicar por una
potencia de base 10 con exponente positivo o negativo.

exponente
1 ,3210 * =132-10%
un nimero ~ varios
entero  decimales

1.- Explica en qué consiste la notacién cientifica. ¢Es
13,4:10° la expresién en notacién cientifica del nimero

13.400.000.000? Justifica tu respuesta.
Sol: No, es 1,34:10%°
2.- Escribe en notacién cientifica:

60250000000 35 cienmilésimas 0,0000000745
345 millones Siete billones 0,00001234

25100000 5 billones de billdn 3 millardos
5 nanédmetros 342.6 microgramos 10 gugols

Sol: 6,025-10%; 3,5-:10*; 7,45-10%; 3,45-108%; 7-10'%; 1,234-10°....
3.- La masa de la Tierra es 5,98-10%* kg. ¢Cuél seria la
masa equivalente a 3 planetas iguales a la Tierra?
Sol: 1,8:10%° kg.
4.- El didmetro de un virus es de 5:10* mm. ¢Cuéntos de
esos virus son necesarios para rodear la Tierra, si su radio
medio es de 6.370 km?
Sol: 8:10% virus
5.- La velocidad de la luz es 3:10% m/s. a) ¢Qué distancia
recorre la luz en un ano?; b) ¢Cuanto tarda la luz solar en
llegar a Plutén, si estan separados 5,91-10° km?
Sol: a) 9,45:10*2km; b) 19,7 seg
6.- La distancia entre el centro de la Tierra y el de la Luna
es de 3,84:10® metros. Si el radio de la Tierra es 6,37-10°
metros y el de la Luna es 1,74:10° metros, calcula la
distancia entre las superficies de la Tierra y la Luna.
Sol: f= 4,63-10° m.
7.- Teniendo en cuenta que el volumen de la Luna es
2,19-10° km?, y su masa es 7-10% kg: a) Calcula la
densidad media de la Luna, expresandola en kg/m?.
b) Compara su densidad con la de la parte sélida de la
Tierra (5,517 g/cm?).
Sol: a) 3.196,3 kg/m?; b) 1,73
8.- La masa de una molécula de hidrégeno es 3,3-10%* g.
¢Cuéntas moléculas hay en un gramo de hidrégeno?
Sol: 3:10%% moléculas
9.- ¢Qué edad tendria una persona que haya vivido mil

doscientos cuarenta mil millones de segundos?
Sol: 35.428 arios

10.- El volumen de la Pirdmide de Keops es 2.500.000 m?
y el del Lago Ness de 7.500.000.000 m®. a) ¢Cuantos m?
es mayor el Lago Ness que la Pirdmide de Keops? b)
¢Cuéantas veces es mayor el Lago que la pirdmide?
Sol: a) 7,4975-10° m®; b) 3-10° veces
11.- La masa de un protén es de aprox. 1,6726:102" kg
unas 1.836 veces la masa de un electrén. Con estos datos
puedes calcular la masa aproximada de un electrén.
Sol: 9,11:10% Kg.
12.- Si una persona tiene 5 litros de sangre vy
aproximadamente 4.500.000 glébulos rojos en cada
milimetro cibico de ésta, calcula en notacién cientifica su
nimero aproximado de glébulos rojos.
Sol: 2,25-10'2 glébulos rojos.
13.- Una biblioteca tiene 2.753.255 libros. Si cada libro
tiene de media 287 paginas y una persona puede leer 1
pagina cada 3 minutos, ¢Cuantos segundos tardaria en leer
todos los libros a un ritmo de 9 horas diarias?
Sol: 4,39:10°seg
14.- La distancia media de la Tierra al Sol es 1,50:108 km.
La distancia Mercurio-Sol es 0,39 veces la de la Tierra al
Sol. Expresa en centimetros esta distancia.
Sol: 5,85-:10'2 cm.
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15.- En astrofisica se utiliza mucho el ano-luz como
medida de grandes distancias. Sabiendo que un ano-luz es
la distancia que recorre la luz en un afio, expresa utilizando
la notacién cientifica el nimero de metros y de kildbmetros
que equivalen a un ano-luz.
Sol: 9,46 x 10 m; 9,46 x 102 Km;
16.- Supén que en el ordenador puedes teclear 110 cifras
por minuto. ¢Cuantas podrias teclear en 100 dias si te
dedicas a ello durante 8 horas diarias?
Sol: 5,28-10° cifras
17.- El didmetro aproximado de los glébulos blancos de la
sangre es 1,2:107m. Si Alexander tiene 5,5 litros de sangre
en su cuerpo vy el nimero de glébulos blancos por mm?es
de 7.500, averigua el nimero aproximado de glébulos

blancos que tiene Alexander.
Sol: 4,125-10'° glébulos blancos.

18.- El virus de ébola es una célula cuyo tamano son
14 micras, si una micra es la milésima parte de un
milimetro, écuantos metros mide un virus? Si otro virus
mide 12 micras, dcuantos de estos virus alineados hay en

el borde de tu pupitre?
Sol: a) 2,805:10' glébulos rojos; b) 39,27 %

Un dtomo de oxigeno, O, tiene una masa aproximada de:
0, 000 000 000 000 000 000 000 026 560 gramos
Expresa dicha masa en notacion cientifica.

Si desplazamos la coma desde donde esta ahora
0,000000000000000000000026560

Hasta ponerla entre el 2 y el 6
000000000000000000000002,6560

Hemos desplazado la coma 23 lugares hacia la derecha, por lo que el
exponente serd -23 y entonces en notacion cientifica la masa sera:

0,000000000000000000000026560 = 2,656-10723

19.- Un afo luz son 9,46-10% m, la distancia Tierra-Sol es
de 150.000 millones de metros, la velocidad de la luz es
C=3'10® m/s écuantas veces podria hacer el trayecto
Tierra-Sol un fotén de luz en un afio?
Sol: 63.066 veces aproximadamente.
20.- Un microscopio permite agrandar un objeto 2,5-10%
veces. ¢A qué tamaro se vera una particula de polvo que
mide 5-10"° metros?
Sol: 1,25 metros
21.- La masa de un protén es aproximadamente
1,6726-10%* gramos. ¢Cuantos protones serian necesarios

para formar una masa de 48 toneladas? ,
Sol: 2,87-10% protones.

22.- Los veterinarios estiman que el 5% de la poblacién
mundial tiene un perro. Segin esta estimacién, écuantos
perros hay en el mundo si hay 6,8:10° habitantes?
Sol: 3,410 perros.
23.- En un depésito de 6 m® se pueden colocar 2,4-10%
bolitas de acero. a) ¢Cuéantas se podran colocar en un
dm?®?; b) Calcula el volumen medio de cada bolita.
Sol: a) 4-10%° bolitas; b) 2,5:10%° cm?®
24.- La masa de la tierra es de 5,98:10%* Kg y la masa de
Jupiter es 317,94 veces mayor, éde cuantos kg hablamos?
Sol: 1,901-10% Kg.
25.- Una de las estrellas mas cercanas a la Tierra es
ai-Centauro cuya distancia aproximada es de 4 afnos luz.
¢Puedes calcular la distancia en kildmetros, sabiendo que
la velocidad de la luz es de 3108 m/s?
Sol: 4,07-10 Km
26.- Un disco duro multimedia tiene 1,5 Tb de capacidad,
y un DVD-ROM, 4,7 Gb. ¢Cuéantos DVD-ROM necesito
para hacer una copia de seguridad de mi disco duro?, ¢Y
cuantos CD-ROM si su capacidad es de 750 Mb? Datos: 1
Tb = 219 Gb; 1Gb = 21 Mb.
Sol: 327 DVD’s y 2098 CD’s
27.-Si 18 g de agua contienen 6,023-10% moléculas.

¢Cudl es la masa en gramos de una molécula de H.O?
Sol: 2,989-102 gr.
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Manual de Matematica preuniversitaria

Capitulo 3

Polinomios y expresiones
racionales

3.1. Polinomios

Los polinomios son objetos muy frecuentes en todas las ciencias que utili-
zan a la matemadtica como herramienta. Las ecuaciones y funciones que involu-
cran polinomios tienen aplicaciones en una gran variedad de problemas, desde
la matemadtica elemental hasta la fisica, quimica, economia, arquitectura y areas
relacionadas con la biologia y la salud.

Trabajaremos aqui con polinomios de una sola variable, es decir, un valor
que puede ir cambiando (a diferencia de las constantes, que denotan un valor
fijo). Simbolizaremos aqui con x a la variable, pero, por supuesto, puede elegirse
cualquier otro nombre. Esta variable puede tener exponente pero este debera
ser un nimero natural o cero, y podra también estar multiplicada por cualquier
constante real (niimero fijo llamado coeficiente). Un polinomio de una variable
es una suma finita de este tipo de expresiones. Mds precisamente, un polinomio
en x con coeficientes reales es cualquier expresion de la forma

ao + a1 + axx’ + - + apz™,
siendo los ndmeros reales ag, a1,...a, los coeficientes del polinomio.

El subindice en estos coeficientes es una notacién que nos indica a qué po-
tencia de = acompaiia cada uno: ag multiplica a 2%, ag a 2°, a7 a 27, y asf su-
cesivamente. Por eso, a; se denomina coeficiente de grado k. El coeficiente de
grado 0, ag, también recibe el nombre de término independiente o constante,

ya que 2° = 1y, por lo tanto, la variable “desaparece” en dicho término.

Cada término a,z* que compone al polinomio se llama monomio. Por lo
tanto un polinomio es simplemente una suma de monomios.
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

Los siguientes son ejemplos de polinomios:
3x4—2m+%, 7rx7+5x2, 3, 8x +1, 2 —\/3z. v

En cambio, estas expresiones no son polinomios:

_ 1 1
z 2+ 3z, o r2 -5, e -z K
4 +3x+1

Notar que cada nimero real puede ser visto como un polinomio, y es llamado
polinomio constante. El caso especial del cero recibe el nombre de polinomio
nulo.

Para ponerle nombre a un polinomio escribimos, por ejemplo,

p(z) =zt - 227 + 1, q(z) =z -3+2? r(x)z?md—x2+%x+5.
Es decir, los nombramos con alguna letra e indicamos entre paréntesis cOmo
hemos llamado a la variable, la cual, como ya mencionamos, no necesariamente
debe llamarse z:

s(t)=t* -3t +1,

es un polinomio con ¢ como variable.

El grado de un polinomio no nulo p, denotado como gr(p), se define como
el exponente mds grande al que aparece elevada la variable, siendo su coeficiente
no nulo. Por ejemplo, para los polinomios dados arriba tenemos que

gr(p) =4,  gr(¢)=2, gr(r)=3,  gr(s)=2.

En particular, los polinomios constantes pero no nulos tienen grado cero, mien-
tras que el polinomio nulo no posee grado. <»

Cuando se define el grado de un polinomio se aclara “siendo su coeficiente
no nulo”. Esto se debe a que, por ejemplo, podemos escribir

p(x)=a"-22%+1=02"+ 2 — 22 +1=02" + 2? - 222 + 1,

y de esta manera no podriamos determinar el grado. Pero, como se indica, para
ello se tienen en cuenta solamente los términos cuyos coeficientes sean distintos
de cero.

Si un polinomio tiene grado n, entonces a,, se denomina coeficiente princi-
pal del polinomio. Asi, por ejemplo, en los polinomios anteriores el coeficiente
principal de p es 1, al igual que el de g y s, mientras que el de r es 2.

Cuando un polinomio tiene coeficiente principal igual a 1, es llamado poli-
nomio ménico. En los ejemplos anteriores, p, ¢ y s son polinomios ménicos.
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3.1. Polinomios

Un polinomio completo es aquel que tiene escritos todos los términos, desde
el independiente hasta el término de mayor grado, incluidos todos los monomios
con coeficientes nulos. Un polinomio estd ordenado si los monomios que lo for-
man estan escritos de mayor a menor grado” (es decir, los exponentes aparecen
en forma decreciente).

Siguiendo con los mismos ejemplos anteriores, tenemos

p(z) =2* = 22° +1 ~> Ordenado pero no completo.

q(z) =z -3 +2* ~> Completo pero no ordenado.

r(z) = 22° - 2

+ ix +5 ~> Completo y ordenado.

Los términos con coeficientes nulos suelen no escribirse, pero siempre pode-
mos completar un polinomio agregando ceros como coeficientes de los términos
de menor orden faltantes:

p(z) =2*-22% +1=2*+02° - 222 + 0z + 1 ~> Completo y ordenado. ¢~

Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y, ademads, los coefi-
cientes de cada término de igual grado son iguales. Entonces, los polinomios

q(zr) =2 -3 +2° y jz)=a*+x-3
son iguales.

Los polinomios también se clasifican segtn la cantidad de términos que po-
seen, teniendo algunos de ellos su propio nombre:

= Monomio: un término.

= Binomio: dos términos.

» Trinomio: tres términos.

. cuatro términos.

Siguiendo con los ejemplos dados en la pagina 56, p, ¢ y s son trinomios
mientras que 7 es un cuatrinomio. El polinomio 22 — 1 es un binomio, mientras
que —2z2 es un monomio, al igual que los polinomios constantes.

Dado un ndmero real ¢, el valor numérico (o especializacion) de un poli-
nomio en c es lo que resulta de sustituir el simbolo de la variable por el nimero
¢, y efectuar luego las operaciones indicadas en la expresion del polinomio. Mds
precisamente, dado un polinomio p(z) = a,x™ + -+ + asx® + a1z + ag y un

ndmero real c, el valor nimerico de p en c se denota y define por

p(€) = anc™ + -+ agc® + ayc + ag.

*Esto es solamente una convencidn, ya que también se podrian ordenar de menor a mayor grado.
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

Ejemplo 45. Valor numérico de un polinomio. Si p(z) = 2*-222+1, entonces
el valor numérico de p en 0 es

p(0)=0"-2-02+1=1.
De igual forma, obtenemos el valor numérico de p en 3 haciendo

p(3)=3'-2-3%+1=81-18+1=64. «

\J
C/J Decimos que un nimero real ¢ es raiz de un polinomio p si p(c¢) = 0, es
decir, si el valor numérico de p en c es cero. Una raiz es conocida también como
cero del polinomio.

Ejemplo 46. Raiz de un polinomio. Para el polinomio p del ejemplo anterior,
podemos asegurar que 0y 3 no son raices de él, pues obtuvimos p(0) =1 #0, y
p(3) = 64 # 0. Sin embargo, vemos que

p(1)=1*-2-12+1=1-2+1=0,

por lo que 1 s/ es una raiz de p. «

4 El concepto de raiz de un polinomio serd fundamental para comprender
cémo factorizarlo, lo cual es la clave para simplicar expresiones algebraicas o
resolver ecuaciones polindmicas, como se verd mas adelante.

Ejercicios 3.1

1. Determinar cudles de las siguientes expresiones son polinomios y cuales no.
En caso de serlo, indicar su grado y su coeficiente principal:

@) mz®-z2+1
(b) 223 -2 2 +5x-2
(€) 2-22+ /225 — 28
d z-/T+5
2. Reescribir los siguientes polinomios en forma completa y ordenada:
(@) p(x) =4-32° +ex?
M) g(z) =223 +322 + 2
(¢) 7(z) =x+7-32>
3. Clasificar los siguientes polinomios segun su cantidad de términos:

(a) z+1
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(b) x° -3z +2
3,6

(© 5T

d 22-325+2-1

e) V5
4. Hallar el valor numérico de los polinomios del ejercicio anterior en —2 y en 1.

5. Determinar si el/los valor/es indicado/s en cada caso corresponden o no a una
raiz del polinomio:

(@) p(z)=23-322 - 182 +40; c=2,c¢=0,c=-4.
(b) q(x) =223 +1022 -22+10; c¢=0,c=-1,¢c=5.

(¢) 7(x) =2? +1; c cualquier nimero real.

3.2. Operaciones entre polinomios

En esta seccién nos ocuparemos de definir las operaciones suma, resta, pro-
ducto y divisién entre polinomios.

3.2.1. Suma y resta de polinomios

Antes de sumar polinomios, comencemos sumando monomios. Si sumamos
dos monomios de igual grado®, el resultado es otro monomio del mismo grado,
cuyo coeficiente es la suma de los coeficientes de los monomios:

azx™ +bx"™ = (a+b)a".

Del mismo modo se procede con la resta de dos monomios de igual grado, pues
azx™ - bx™ = ax™ + (-b)z™. Entonces

az™ —bx"™ = (a—b)x".

Ejemplo 47. Sumando y restando monomios.

32” + 522 = 822, 225 — 625 = —42°, z+V2x=(1+V2)z. «

Puesto que un polinomio estd formado por varios monomios, para sumar (o
restar) dos polinomios vamos a sumar (o restar) los monomios de igual grado
de cada uno de ellos (completando con cero cuando corresponda). Mas precisa-
mente, tenemos la siguiente definicién:

*Los monomios de igual grado se llaman también monomios semejantes.
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

>
CJ/ La suma de polinomios es una operacién en la que, partiendo de dos
polinomios p y g, obtenemos un tercer polinomio, denotado p+gq, que tiene como
coeficiente de cada monomio a la suma de los coeficientes de los monomios de
igual gradode py q.

Ejemplo 48. Sumando dos polinomios. Considerar p(x) = 42° - 3z + 2% y
q(z) = —22% + 2 + 42 + 1. Entonces

(p+q)(x) = (42° + 02* + 023 + 2% = 32+ 0) + (02° + 02 - 223 + 422 + 2 + 1)

=42% + 02* - 223 + 5% — 2 + 1.

Luego (p +q)(z) = 42° - 22% + 522 - 2z + 1. &

>
CJ/ La resta p — ¢ se define como el polinomio p + (—¢), siendo —q el polino-
mio opuesto de g, es decir, el polinomio cuyos coeficientes son los opuestos de
los coeficientes de q. Esto implica que para restar dos polinomios, se restan los
coeficientes de los monomios del mismo gradode py q.

Ejemplo 49. Restando polinomios. Consideremos, como en el ejemplo ante-
rior, p(x) = 42° - 3z + 2% y q(x) = —22% + = + 42 + 1. Entonces

(p-q)(x) = (42° + 0x* + 023 + 2% = 32+ 0) — (02° + 0z - 223 + 422 + 2 + 1)

=42® + 02t + 223 - 32 — 4z - 1.

Por lo tanto (p — ¢)(z) = 42° + 22 - 32 — 4z - 1. «

El paso de ordenar y completar ambos polinomios antes de sumarlos no es
obligatorio, sirve simplemente para organizar los monomios y no olvidarnos de
ninguno. Este procedimiento también puede hacerse de manera similar pero en-
columnando los coeficientes de igual grado:

25 2t 23 22 oz 2f A T
40 0 1 3 0 40 0 1 3 0
0o o0 -2 4 1 1 0 0 2 4 -1 -1
4 0 -2 5 -2 1 4 0 2 3 4 -1
1 1
p+q p-q

Por lo tanto, se concluye que (p + ¢)(z) = 42° — 223 + 522 — 2z + 1, y que
(p—-q)(z) = 42® + 22% - 322 — 42 - 1, como obtuvimos anteriormente.

? Lo que est4 escrito sobre la linea de puntos suele no ponerse, pero ayuda a
recordar en qué forma se ordenaron los exponentes, si creciente o decreciente-
mente. Si dicho orden esta claro, ese renglén puede obviarse.
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3.2. Operaciones entre polinomios

De cualquiera de las dos formas anteriores pueden también sumarse (o res-
tarse) mds de dos polinomios, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 50. Sumando mas de dos polinomios. Calcular (p—q+7)(x), siendo

p(x) = 2z*—2% -3z, q(z) = =322+ 2252 +1, r(z) = T-z*+32°-x.

Solucion: Lo haremos mediante el método de encolumnar los respectivos coefi-
cientes, cambiando de signo los de ¢ pues estd restando. Esta vez no vamos a
escribir las potencias de x, ya que a lo largo de este libro lo haremos siempre en
forma decreciente.

2 0 -1 -3 0
o 5 3 -2 -1
-1 0 3 -1 7
5 5 6 6
Por lo tanto (p — ¢ +7)(z) = * + 523 + 52 — 62 + 6. K

De las propiedades de la suma de nimeros reales se deduce que la suma de
polinomios es conmutativa (p+q = ¢+p) y asociativa ((p+q)+7 = p+(qg+7)),
que el polinomio nulo es neutro (p + 0 = p), y que la suma de un polinomio con
su opuesto da como resultado el polinomio nulo (p + (—p) = 0).

% Puesto que la resta de dos polinomios p — ¢ se define como la suma del
primero mas el opuesto del segundo, tenemos que: el orden importa, por lo tanto
la resta no es conmutativa (ver Ejercicio le).

Ejemplo 51. Modelando con polinomios. Una empresa fabrica y vende un
producto. La ganancia se determina restando de los ingresos obtenidos el costo
de los gastos de produccién. Para este producto, dichas cantidades vienen dadas,
en pesos, por:

I(z)=a®-32> +122;  C(z)=a" - 62> + 15z,
siendo x la cantidad de unidades del producto. Se pide:

(a) Hallar el polinomio que representa la ganancia de la empresa al vender x
unidades del producto.
(b) La ganancia obtenida al vender 100 unidades del producto.

Solucion: La ganancia de la empresa al vender = unidades es
G(z) =I(z) - O(z) = 2 - 32 + 12z — (2® - 62° + 15z) = 32% - 3z.

Luego, la ganancia al vender 100 unidades es de G(100) = 29700 pesos. &
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Ejercicios 3.2.1

1. Sean p(z) = 22* - 322 =523 +2°, q(2) =2 -3z + 23 - 22t r(x) =22y
s(x) = 2% + 22, Realizar las siguientes operaciones y expresar el resultado
como un polinomio ordenado:

(@ p-r-s
(b) p+p
() s—-r+q
d) g+p+s
() p—qy q-—p. Comparar los resultados.
2. Determinar gr(p + s), gr(q + s), gr(r + s), siendo p, ¢,  y s como en el

ejercicio anterior. Concluir si existe o no una regla sobre el grado de la suma
de polinomios.

3. 8% Se recorta un rectdngulo de cartulina cuya base es = cm y su altura 22
cm. Hallar el polinomio que representa el perimetro del rectdngulo, y el valor
del mismo cuando z = 2.

3.2.2. Producto de polinomios

Al igual que con la suma, comencemos viendo cdmo se realiza el producto
de monomios, €l cual se define como:

(az™)(bz™) = (a-b)z"™™.

Es decir, el resultado es otro monomio cuyo grado es la suma de los grados de
los dos monomios, y cuyo coeficiente es el producto de los coeficientes de los
monomios.

Ejemplo 52. Multiplicando monomios.

(32%) - (<20°) = —62°, (%xg)(2x):x4, (c4)(-27) = 42", &

>
CJ/ De lo anterior y de la propiedad distributiva del producto con respecto a
la suma (y a la resta) en los reales, se concluye que para efectuar el producto
p - q de dos polinomios p y ¢, se multiplica cada monomio del primer polinomio
por todos los monomios que forman el segundo polinomio, y se suman todos los
monomios obtenidos (sumar significa respetar los signos obtenidos al hacer el
producto). Para simplificar el resultado se suman los monomios de igual grado,
si los hubiera.
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Ejemplo 53. Multiplicando dos polinomios. Hallar el producto entre los poli-
nomios p(z) = 222 -4z y q(x) = 3 + 5z.

Solucion:

(22% - 4z)(3+5z) = (22°) (3) + (22%) (5z) + (—4=)(3) + (—4a)(5x)
2 3 2
= 6x° +10x° — 12z - 20z
= 102° - 1422 - 12z. «

% De la definiciéon y de las propiedades de la suma y el producto se deducen
los siguientes hechos:

= El producto de polinomios satisface las propiedades conmutativa (es de-
cir,p-q=q-p)yasociativa (p- (¢-r) = (p-q) - ).

= El polinomio de grado cero p(x) = 1 es neutro multiplicativo: ¢ - p = ¢.
= El polinomio nulo es absorbente multiplicativo: ¢ - 0 = 0.
= Vale la propiedad distributiva respecto de la suma y la resta:

p-(qg£r)=p-qxp-r.

= Los tnicos polinomios cuyo inverso multiplicativo es otro polinomio son
los polinomios constantes no nulos.

= El grado del producto es la suma de los grados de los factores™:

gr(p-q) = gr(p) + gr(q).

La propiedad asociativa es fundamental ya que cuando tenemos un producto
de mds de dos polinomios, la forma de realizarlo es asociando de a pares, como
se ilustra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 54. Multiplicando mas de dos polinomios.

(z+3)2z3+2-2)(1-2%) = ((x +3)(22% +2- x))(l —x?)

_ ((@>)<1—w2>

*Se diferencia de la suma y resta, donde no existe una regla para el grado del polinomio resul-
tante, como se vio en el Ejercicio 2 de la seccién anterior.
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= (21‘4+2m—x2+6x3+6—3x) (1-2?)
= (2x4+6$3—$2—x+6) (1-22)
=224 - 228 + 623 - 62° — 2% + 2t —x + 2 + 6 — 622
=220 - 62° + 32* + 723 - T2? -z + 6,
donde en el pentltimo paso no se dibujaron las “flechas”, simplemente se ex-
preso el resultado de multiplicar cada monomio del primer polinomio por cada

uno de los del segundo. Finalmente, se sumaron los monomios de igual grado y
se ordenaron. «

Si bien cualquier producto de polinomios se puede efectuar como se indicéd
arriba, hay algunos casos particulares que, si los sabemos manejar, podran aho-
rrarnos un poco de tiempo al momento de hacer los cdlculos. Sin embargo, si
al intentar usar alguno de estos casos particulares no se recuerda la férmula,
siempre se puede recurrir a hacer el producto en la forma tradicional.

Los casos especiales que veremos son tres: cuadrado de un binomio, cubo
de un binomio, y un producto de binomios cuyo resultado es una diferencia de
cuadrados.

4
Cuadrado de un binomio.

Como su nombre lo indica, analizaremos el resultado de elevar al cuadrado
un binomio, lo que significa multiplicar el binomio por si mismo. Lo haremos
primero para una expresion de la forma a + b:

(a +b)? :(@b) =a’+a-b+b-a+b*= a®+2ab+b>. (32.1)

En palabras, si elevamos al cuadrado la suma de dos términos, se obtiene la
suma entre el cuadrado del primero, el cuadrado del segundo y el doble producto
de ellos. Andlogamente™,

(a-b)? =(a-b)(a-b)=a’-a-b-b-a+b*= a®-2ab+b>. (32.2)

Notar que el signo menos solamente afecta, en el resultado final, al término que
tiene el doble producto de los términos, ya que (—b)(-b) = b%.

Apliquemos las féormulas (3.2.1) y (3.2.2) para comprenderlas mejor.

Ejemplo 55. Cuadrado de un binomio.
s (z+5)° =22 +2-2-5+5% =22+ 10z + 25.
s (2-3)2=2-2-2-3+3° =262 +9.
s (2% - 42)? = (22%)" - 2. (22%) - (42) + (42)° = 42® — 162* + 162°. &

*Este resultado puede obtenerse también a partir de la suma, ya que a — b = a + (=b).
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El trinomio que se obtiene al elevar un binomio al cuadrado es llamado
trinomio cuadrado perfecto. Polinomios de esta forma serdan estudiados con
mas detalle en el Capitulo 4.

\J
CJ/ Cubo de un binomio.

Ahora consideraremos el resultado de hacer (a+b)>. Aplicando la definicién
de potencia y (3.2.1), obtenemos

(a+b)*=(a+b)(a+b)?=(a+b)(a®+2ab+b?).
Resolviendo este producto se llega al siguiente resultado:
(a+b)3 = a® + 3ba® + 3ab® + b. (3.2.3)
Similarmente se obtiene:
(a-b)3 = a® - 3ba® + 3ab® - b. (3.2.4)

Notar que en este caso el signo menos afecta a los términos en los que b posee
exponentes impares.

Ejemplo 56. Cubo de un binomio. Aplicar las férmulas (3.2.3) o (3.2.4) para
obtener el cubo de los siguientes binomios:

(z+2)3, (z -3)3, (322 + z)3.

Solucion:
w(z+2)3=2%+3-2-22+3-2-22+2% =23 + 622 + 122 + 8.
w(z-3)2=2%-3-3-22+3-2-32-3%=2%-92% + 272 - 27.
= (327 + )3 = (322)3 + 3w(32%)% + 3(32?)2? + 2°
= 2725 + 2725 + 92% + 23 «

El polinomio que se obtiene al elevar un binomio al cubo se llama cuatrino-
mio cubo perfecto.

\J
CJ/ Diferencia de cuadrados.
Consideremos un producto de dos factores con el siguiente aspecto:

(a+b)(a-b)=a®-ab+bd-b*=a®-b>.
Luego,
(a+b)(a-b)=a®-b% (3.2.5)

Se llama diferencia de cuadrados al resultado obtenido, ya que es la di-
ferencia de dos cuadrados. Notar que el cuadrado que aparece restando es el
correspondiente al valor que cambia de signo entre los dos factores.
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Ejemplo 57. Utilizar la férmula (3.2.5) para efectuar los siguientes productos:

s(z+3)(z-3)=2?-3*=22-9.
w (27 +5) (22 -5) = (27)% - 5% = 422 - 25.

(22 - V2) (a2 + V) = (22) - (V2) = ot - 2.
o (2 +4z) (23 - 4x) = (x3)2 - (42)? = 25 - 1622. «

A Manejar los tres casos anteriores serd una herramienta fundamental para
realizar el proceso inverso en la Seccidn 3.3, en donde el objetivo serd descom-
poner un polinomio como producto de otros.

Ejercicios 3.2.2

1.

66

Verificar que vale la propiedad distributiva respecto de la suma
p-(qg+r)=p-q+p-m,

con los polinomios p(z) = 2% +1, ¢(z) =2 -2,y r(z) = 2z - 1.

. Determinar el grado del producto de (z* — /223 + 32° + 1) por (7z® - ).
. Determinar el grado del producto de un polinomio de grado 15 por %x

. Realizar los siguientes productos:

(@) (22*)(-32?) (32)

(b) (-3z* +22-3)(x-32%+1)
© (2°-2)(-2+23+2?)

@) (z+2)(~23+4)(-2-3)

(e) (—31‘ + %xg’) (—2x2 + 4)

. Realizar los siguientes productos utilizando las férmulas obtenidas para los

casos especiales presentados en esta seccion:

(@) (z+7)?

(b) (22 -3)*

(© (z3+1)2

@) (z-4)°

© (tz+3)°

(f) (22_1)3

(@ (t+7)(t-T7)

(h) (4= -c)(4z +¢)

() (Vz-V3)(Vz+V3)
G) (2% +7m)(2®-7)

K) (z+2)(xz+3)(z-2)(z+3)
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3.2.3. Division de polinomios

Como en las operaciones anteriores, comencemos dividiendo dos monomios,
lo cual se define como:

(az™): (bz™) = (a:b)z"™™,

para b distinto de cero. Para que el resultado sea un monomio, el exponente
debe ser natural o cero, lo que se garantiza cuando n > m. Es decir, si n > m,
el resultado es otro monomio cuyo grado es la resta de los grados de los dos
monomios, y cuyo coeficiente es el cociente (division) de los coeficientes de los
monomios.

Ejemplo 58. Dividiendo monomios.

328 3 S\ o5 3 ~6z* 3
“og5 = 2% (62°) : (32) =227, priatt «

Nuevamente la division de monomios serd la clave para dividir polinomios.
Aunque la divisién de polinomios suele asustar a los estudiantes, es, en realidad,
mds sencilla de lo que parece. Para hacerla hay que seguir un algoritmo, es decir,
una serie de instrucciones que se repite. Vamos a describir a continuacién este
algoritmo y luego lo aplicaremos en algunos ejemplos.

> Algoritmo de la division.

= Paso 1. Escribir ambos polinomios ordenados (de mayor a menor expo-
nente), y el dividendo completo.

= Paso 2. Dividir el monomio de mayor grado del dividendo por el de mayor
grado del divisor.

= Paso 3. Multiplicar el monomio obtenido por todo el polinomio divisor, y
restarle este resultado al dividendo.

= Paso 4. Comparar el grado del polinomio obtenido con el del divisor:
* Siel grado del polinomio obtenido es mayor o igual que el grado del
divisor, volver al paso 2 y repetir el proceso tomando como dividen-
do a este nuevo polinomio.

* Si el polinomio obtenido tiene grado menor que el grado del divisor
o es el polinomio nulo, la divisién termina.

> Tlustramos este proceso y recordamos la terminologia en el siguiente ejem-
plo. Haremos la divisién

(42" =322 —42® - 1) : (22% -2 + 1),
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que también se puede escribir como

dpt - 322 — 423 -1

202 —x +1

Este cociente es posible porque el grado del dividendo (numerador) es mayor
que el grado del divisor (denominador), asi que aplicaremos el algoritmo.

Pasos 1 y 2: Ordenamos y completamos el dividendo, ubicamos los polinomios
en la forma usual y dividimos:

423 =322 +0z -1 -z +1

222
Paso 3: Multiplicamos y restamos:

4zt —42® 322 +0x -1
| 4a* -223 +22% +0x +0| 222
=223 —52? +0z -1 X

Paso 4: El grado del polinomio obtenido es 3, que es mayor que el grado del
divisor, por lo que volvemos al paso 2, para enfocarnos en la divisién entre los
polinomios —22% — 522 — 1 y 222 — = + 1. Para ello, hacemos la divisién de
monomios (-2x3) : 222 = —x, colocamos este resultado y repetimos. Luego de
varias repeticiones obtenemos:

dividendo - 4% -4z -322 +0z -1 |222 -z +1 < divisor

dx* —223 +22° +0x +0 222 -z -3 < cociente
o =22% -5 +0x -1

223 +22 -z 40
=622 +x -1
-62% +3z -3

=2z +2 <« residuo o resto

? (Cémo podemos verificar si lo obtenido es correcto? La verificacion es la
misma que cuando hacemos divisién de ndimeros:

11 Q Verificacion: 5-2+1=11. ¢
105
1
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Es decir, para que esté correcta debe ocurrir que

dividendo = cociente - divisor + resto. (+)

Realicemos entonces la verificacion para comprobar que resolvimos correc-
tamente la divisiéon. En nuestro ejemplo, tenemos que:
cociente - divisor + resto = (227 — x - 3) (222 -z + 1) + (-2 + 2)
= (42" —42® - 322 + 22 - 3) + (22 + 2)
=4zt —42% - 327 -1

= dividendo. v/

s /Como se expresa correctamente el resultado de una divisiéon? Por ejem-
plo, volviendo al ejemplo numérico, no es correcto escribir 11 : 2 = 5, pues la
igualdad no es cierta. Lo correcto es

11:2=5+1.

(De donde se obtiene esta igualdad? Dividiendo ambos miembros de la ecuacion
dada en (t) por el divisor, obtenemos

dividendo . resto
————— =cociente + —.
divisor divisor

Si el resto es cero, el dltimo término desaparece (en la seccién siguiente reto-
maremos este caso). Esta formula nos permite expresar el resultado completo de
una divisién. Para el caso de nuestro ejemplo nos queda:

4zt - 322 — 423 -1
v 3 ’ =22% —x -3+

-2x + 2 /
202 —x+1 202 —x+1°

la cual es la forma correcta de expresar el resultado de la division luego de hacer
el algoritmo. Otra forma de dar el resultado, es simplemente indicando cudl es
el cociente, y cudl es el resto.

Ejemplo 59. Dividiendo polinomios. Hallar el cociente

—2% +122% - 1823 + 12
2 —4x? + 223

Solucion: Luego de observar que la division es posible pues el grado del nume-
rador es mayor o igual que el grado del denominador, aplicamos el algoritmo de
la division.
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—x® +122* 1823 +02% +0x +12 |22% —422 +2

4 4028 -2 40z 40

-z +2x —-sx +bxr  +1

10zt 1823 +2? 40z 12
102  -2023 +0x? +10z +0

e 23 +22  -10z +12

203 —4z?  +0x  +2

e 522 -10z +10

Por lo tanto

5 4 3 2
- 12z2% -1 12 -1 1
z° + 12z 8x° + :—lx2+5x+1+5x Oz + 10

2 — 422 + 223 2 2 —4x2 + 223

En otra palabras, el cociente es —%xQ +5x+1yelresto es 522 — 102 + 10. En el
Ejercicio 3 se pide la verificacion de este resultado. «

% De la definicién de divisién de monomios y del algoritmo de la division
tenemos que el grado del cociente es igual al grado de dividendo menos el

grado del divisor: gr(p : q) = gr(p) — gr(q).

P La regla de Ruffini.

Existe una forma practica para hacer el cociente cuando el divisor es un
binomio de la forma x — 7 con r un nimero real (positivo o negativo). Notar que
tanto el exponente como el coeficiente de = deben ser iguales a 1.

Describimos el algoritmo para dividir p(x) : (z — r) segin esta regla y lo
ilustramos a continuacion.

= Paso 1. Se trazan dos lineas perpendiculares (formando una letra L) y se
escriben en el primer renglén los coeficientes ay,, an-1,..., a1, ap de p,
ordenados y completos (ver el ejemplo para comprender esto).

= Paso 2. Se escribe el nimero r en el segundo renglén, del lado izquierdo
de la linea vertical, y el coeficiente principal a,, de p se “baja” al renglén
inferior, debajo de la linea horizontal.

= Paso 3. Se multiplica a,, por r y se escribe debajo de a,,_;.

= Paso 4. Se suman estos dos valores (a,-1 y ray), y se coloca el resultado
en la misma columna, en el renglén inferior.

= Paso 5. Se repite el proceso con este nimero: se multiplica por r, se coloca
debajo de a,_5 y se suma. Se sigue asi hasta ag.
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Puesto que el grado del resto de un cociente debe ser menor que el grado del
divisor, que en este caso es 1, se concluye que el resto de dividir un polinomio
cualquiera por x — r es un nimero real (es decir, un polinomio de grado cero o
el polinomio nulo). El resto es el niimero que se obtiene al final del renglon
inferior, mientras que los demas niimeros son los coeficientes del cociente
(el cociente tendrd un grado menos que p, pues el divisor tiene grado 1).

> Tlustremos los pasos de la regla de Ruffini realizando la divisién

3xt-22%2+2-3

r+1

Pasos 1y 2: A Notar que x + 1 = x — (-1), por lo que r = —1 (es decir,
como la férmula viene dada con un signo menos delante de r, el nimero r tiene
el signo opuesto al que vemos en el divisor).

Paso 3: Multiplicamos 3 - (—1) y encolumnamos:

30 -2 1 -3
-1 -3

Paso 4: Sumamos la columna:
3 0 -2 1 -3
-1 -3
3 -3

Paso 5: Repetimos hasta el final:

3 0 -2 1 -3

-1 -3 3 -1 0
3 -3 1 0 -3
——
coeficientes del cociente resto
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Entonces, el cociente es 323 — 322 + & y el resto es —3. Como siempre,
para verificarlo podemos ver que recuperamos el polinomio dividendo haciendo
“cociente por divisor mds resto”:

(32° -322 +2)(x+1)-3=32"-22%+2-3. V

Ejemplo 60. Aplicando Ruffini. Aplicar la regla de Ruffini para efectuar las
siguientes divisiones:

Brr?-xr-1 -3 -x+1

)

r—-1 r+1

Solucion: Apliquemos la regla en cada caso

11 -1 -1 1 0 -3 0 -1 1
1 1 2 1 -1 -1 1 2 -2 3
1 2 1 0 1 -1 -2 2 -3 4

Entonces, para la primera divisién el cociente es 22 +2x+ 1 y el resto es 0. Luego
P’ -z-1=(2+2z+1)(z-1),

mientras que para la segunda, el cociente es ¢ — 2% — 222 + 22~ 3 y el resto es 4.
Por lo tanto

4
z+1

2® -3 —x+1
r+1

:(x4—x3—2x2+2x—3)+

Como antes, para verificarlo podemos ver que recuperamos el polinomio divi-
dendo haciendo “cociente por divisor mas resto”. «
Ejercicios 3.2.3
1. Dividir los siguientes monomios:

(a) (627): (2¢%) () (22°): (=32") () (V22®): (%)

8—%x4—3x3y—x3+4x+2.

2. Determinar el grado del cociente entre wx
3. Verificar que el resultado obtenido en el Ejemplo 59 es correcto.
4. Realizar las siguientes divisiones de polinomios y verificar el resultado:
(@) (623 -22%-1): (2% + 2 +2)
(b) (23 +622+6x+5): (22 +z+1)
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(€ (8z°+1):(22%-1)
(d) (62°+2*+42% -7z +1): (222 +2-3)

5. Realizar las siguientes divisiones usando la regla de Ruffini y verificar:

(a) (62 +823 1022 +8x-2): (v -2)
(b) (2% -323 +42%+32-5): (z-5)

(© (-32°+2* 522 +2%-2): (x+1)
d) (3-32%+62%): (z+2)

6. Realizar cada una de las siguientes divisiones primero mediante el algoritmo
de la divisién y luego usando la regla de Ruffini.

(@) (22* -322+2x-3):(z+3)
(b) (2®+222 42 -8): (v -2)

3.3. Factorizacion de polinomios

Como vimos en la seccién anterior, cuando realizamos una divisién (de po-
linomios o de niimeros naturales), la igualdad

dividendo = cociente - divisor + resto

nos permite verificar el resultado obtenido. En el caso en que el resto sea cero,
la igualdad anterior se transforma en

dividendo = cociente - divisor.
En otras palabras, cuando el resto es cero logramos escribir el dividendo
como producto de dos factores: el cociente y el divisor. Por ejemplo, para el
caso de nimeros naturales tenemos que

10=2-5,

pues el cociente al dividir 10 por 2 es 5, y el resto es cero. En forma mds general,
si al dividir p por ¢ obtenemos un cociente c y resto cero, entonces

p=q-c
y decimos que p es divisible por ¢, o también que p es miltiplo de ¢. Desde

otro punto de vista, se dice que ¢ es divisor de p, o que g es factor de p. Esta
terminologia se emplea tanto para nimeros naturales como para polinomios.
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Ejemplo 61. Factores de un polinomio. Como vimos en el primer caso del
Ejemplo 60, aplicando la regla de Ruffini obtuvimos que

Byt or-1=(%+2c+1)(z-1).
Entonces decimos que 3 + 2% —z — 1 es divisible por (2 +2z+1) y por (z-1),
o que es miltiplo de cada uno de ellos. También decimos que (2% + 2z + 1) y
(2 — 1) son factores de x> + 2 — x — 1, o que son divisores de él. «

Factorizar un polinomio significa escribirlo como producto de otros polino-
mios, como en el ejemplo anterior. Este es el objetivo de esta seccidn, y resultard
una herramienta fundamental para resolver ecuaciones polinémicas.

Comencemos con casos ya conocidos, que son los estudiados en la seccion
anterior.

CJ/ Diferencia de cuadrados. Este es uno de los casos mds simples de iden-
tificar, ya que, como su nombre lo indica, es una diferencia (es decir, una resta)
de dos cantidades al cuadrado. Esto es, nos encontramos con una expresioén de
la forma

a -1,
y queremos factorizarla. En la seccién anterior vimos que este es el aspecto del
producto

2-b?=(a+b)(a-b),
obteniendo as{ una factorizacién del binomio dado.
Ejemplo 62. Reconociendo una diferencia de cuadrados. Como se dijo antes,

es sencillo reconocer este caso: solamente hay que extraer las raices de las dos
cantidades involucradas en la resta:

x? — 16.
Entonces factorizamos 2 — 16 = (z + 4)(x - 4). «

? Notar que el término que aparece sumando en un factor y restando en el otro,
es la cantidad cuyo cuadrado estaba restando en el binomio dado. El otro término
siempre tiene un signo + delante.
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Ejemplo 63. Otra diferencia de cuadrados. Factoricemos ahora 9¢° — 5:

@ G

Entonces 9t8 — 5 = (3t4 + \/5) (3t4 - \/5) «

\J
EJ/ Trinomio cuadrado perfecto. Si el polinomio que queremos factorizar
es de la forma
a® + 2ab + b2,

entonces es lo que llamamos en la seccién anterior un trinomio cuadrado perfec-
to. Sabemos que este tipo de trinomios provienen de hacer (a + b)?. Es decir, en
este caso se tiene

a® +2ab +b* = (a + b)?,

lo cual es una factorizacién del polinomio dado, pues (a + b)? = (a + b)(a +b).
Los factores repetidos se expresan en forma de potencia simplemente para agi-
lizar la escritura.

Ejemplo 64. Reconociendo un trinomio cuadrado perfecto. Con la practica,
reconocer este tipo de trinomios no es dificil. Esencialmente, la idea es reco-
nocer en el trinomio dos términos que sean el cuadrado de ciertas cantidades,
y verificar si el término restante es el doble producto de dichas cantidades. Por
ejemplo, considerar el trinomio

22 +6x+09.

Observando el polinomio, identificamos dos términos que son el cuadrado de
dos cantidades: = y 3 (cuyos cuadrados son 22 y 9). Ademds, si hacemos el
doble producto de estas cantidades obtenemos 2 - 3 - x = 6z, que coincide con el
término restante. Entonces es un trinomio cuadrado perfecto, el cual se factoriza
como

22 +6z+9=(x+3)>%

Miremos ahora el trinomio
2 =10z + 25.

Aqui los cuadrados que identificamos son 22 y 25, provenientes de x y 5. Sin
embargo, el doble producto de ellos es 10z, y en el trinomio aparece con signo
opuesto. Para lograr —10z, tomamos una de las dos cantidades negativa, por
ejemplo, -5 (y se sigue cumpliendo que (-5)? = 25). Entonces

2 - 107 + 25 = (z - 5)°. «
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A Los dos trinomios presentados en el ejemplo anterior muestran que se debe
observar el signo del término de la forma 2ab para determinar si se factoriza
como (a +b)2, o como (a — b)?. En este tltimo caso, ya que 2% = (-z)? para
cualquier niimero real z, se tiene que (a —b)? = (—a +b)?, por lo que cualquiera
de las dos factorizaciones es correcta.

En el siguiente ejemplo se incluye una forma mds “visual” de identificar
trinomios cuadrados perfectos. El mismo muestra ademds que el trinomio no
debe ser necesariamente un polinomio de grado 2 y con coeficiente principal
igual a 1.

Ejemplo 65. Mas trinomios cuadrados perfectos. Factorizar los siguientes
trinomios

p(w)=a®+82° +16,  q(z) = 92" - 302° + 25.
Solucion: Para el caso de p, los dos cuadrados que vemos son x°® que es el cua-

drado de 23, y 16 que es el cuadrado de 4. El doble producto de estas cantidades
es 2-4-x® = 82°, que coincide con el término restante. Por lo tanto

p(x) = (2° +4)%.
Hagamos el mismo razonamiento para ¢ pero en forma gréfica que suele ayudar:

92%- 3022 + 25

é\/é

2-322.5 = 3022

Doble producto de las raices halladas.

En el grafico anterior, debajo de las flechas verticales, identificamos las dos can-
tidades cuyos cuadrados son los términos del trinomio, y luego hicimos el doble
producto de estas cantidades para comparar con el término restante. Finalmente,
prestamos atencidn al signo de este término para concluir que

q(x) = (32% - 5)2 . «

\J
CJ/ Cuatrinomio cubo perfecto. Si el polinomio que queremos factorizar es
de la forma
a® +3a%b + 3ab® + b?,
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entonces es lo que llamamos en la seccidn anterior un cuatrinomio cubo perfecto.
Sabemos que este tipo de trinomios provienen de hacer (a+b)3. Es decir, en este
caso se tiene
2 2 13 3
a® +3a®b + 3ab® + b = (a +b)>,

lo que resulta una factorizacién del polinomio dado ya que
(a+b)>=(a+b)(a+b)(a+bh).

Como antes, utilizamos la potencia para agilizar la escritura de factores repeti-
dos.

En los siguientes ejemplos identificaremos cuatrinomios cubos perfectos de
manera andloga a lo que hicimos para reconocer trinomios cubos perfectos, so-
lamente que ahora debemos identificar cubos en lugar de cuadrados, lo que au-
tomdticamente nos define los signos de cada término.

Ejemplo 66. Reconociendo un cuatrinomio perfecto. Factorizar los polino-
mios

p(x) =a® - 6%+ 120 -8,  q(t) = 27t% + 27¢* + 9t + 1.
Solucion: Comencemos con el polinomio p:

3 — 61'2 + 12$ _
cx?(-2) =622, 3-x-(-2)%=12z.
Entonces x2 — 622 + 122 — 8 = (2 — 2)3. Con respecto a g, tenemos:
27t6+ 27t + 92 + 1
3-(3t%)%.1 =214, 3-3t2.12 = 912,

Entonces 27t8 + 27t* + 9t2 + 1 = (3152 + 1)3- «

Pero, ; qué podemos hacer para factorizar polinomios que no tengan la forma
de los presentados hasta ahora? Lo primero que debemos intentar es sacar factor
comiin, como se explica a continuacion.
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\J
CJ/ Factor comin. Asi como los casos anteriores provinieron de leer una
igualdad ya conocida desde el lado adecuado, lo mismo ocurre con el método de
extraer factores comunes en un polinomio. Este método consiste en determinar
si el polinomio dado es el resultado de haber aplicado la propiedad distributiva
del producto respecto de la suma o la resta. Por ejemplo, esta propiedad nos dice

que
3@) = 32+ 622

Extraer factor comun es exactamente el proceso inverso: nos dan el polino-
mio 322 + 622 y debemos identificar qué factores aparecen en fodos sus térmi-
nos. En este caso vemos que el 3 aparece como factor en ambos términos (ya
que 6 = 2-3), y también 22 (ya que > = 22 - ). Los factores comunes a todos
los términos los extraemos, y lo multiplicamos por el polinomio que resulta de
“quitarle” dichos factores al original (esto significa dividir cada término por lo
que sacamos como factor comun):

323 + 627 = 32 (2 + 2).

? Como siempre es posible verificar si lo hemos hecho bien, aplicando la
propiedad distributiva del lado derecho de la igualdad para ver si recuperamos
el polinomio del lado izquierdo.

De esta forma hemos factorizado el polinomio dado. Recordemos que facto-
rizar un polinomio significa escribirlo como producto de otros polinomios, por lo
que z se extrae como factor comun con el menor exponente al que aparece, para
evitar exponentes negativos. Por ejemplo, si en el ejemplo anterior hubiéramos
tomado como factor comiin a 322, nos queda

32° + 627 = 32° (1 + 2271),

y, aunque la igualdad es cierta para todo x # 0 (hacer la distributiva del lado
izquierdo para verificarlo), lo que queda entre paréntesis no es un polinomio.

Ejemplo 67. Extrayendo factores comunes.

w ot —4ad 1 2? = 2% (2 - da + 1).

s 1022 + 25z + 15 = 5(222 + 5z + 3).

w 913 — 662 + 125 - 1819 = 3¢2(3t - 2 + 41° - 617).

m 3z(z+1)+5(x+1) = (z+1)(3x+5). Aqui el factor comtn es el binomio

(x + 1) que estd en ambos términos.

» 23— 4z = 2(2? - 4) = x(z - 2) (2 + 2). Sacar factor comtin nos permitié
obtener una diferencia de cuadrados y seguir factorizando.

» 231222 + 362 = 2(2? - 127 + 36) = x(z - 6)?. Sacar factor comtin nos

permitié obtener un trinomio cuadrado perfecto y seguir factorizando. &
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Ejemplo 68. Cualquier constante no nula como factor comiin. Si considera-
mos el polinomio p(z) = 322 — 122 + 6, es claro que podemos extraer al 3 como
factor comtin:

32% - 122 + 6 = 3(2* — 4z + 2).

Los coeficientes que quedan en el polinomio entre paréntesis son los coeficientes
del polinomio original divididos por 3, de manera que al hacer la distributiva se
recupera lo que estd a la izquierda de la igualdad. Pero si podemos dividir cada
coeficiente por 3, entonces podemos dividir por cualquier otro nimero que se
desee, siempre que no sea cero:

30" - 120 +6=6(32"-22+1) =-4(-22% + 32 - 3).

En otras palabras, aunque el aspecto del resultado quizas “empeore”,
todo polinomio p es divisible por cualquier polinomio de grado cero.

En particular, siempre es posible factorizar un polinomio (no constante) da-
do, como producto entre una constante y un polinomio monico (es decir, uno
con coeficiente principal igual a 1). Por ejemplo:

2x2—x+5:2(332—%x+%),

rx® + 225 —x + 2:ﬂ(x2+%x3—%x+§).

Asi, cada polinomio puede factorizarse como el producto entre una constante y
uno o mas polinomios ménicos:

223 + 327 = 2%(2z + 3) = 2(z?) (x+g) «

? Aunque en algunos textos suele considerarse el ltimo miembro en la expre-
si6én anterior como la factorizacién completa del polinomio dado, no exigiremos
aqui que cada factor sea ménico.

Ejemplo 69. Factor comiin en grupos. A veces nos encontramos con un cua-
trinomio que no tiene un factor comun a todos sus términos, pero tiene uno que
es comun a dos de ellos, y otro factor comun a los otros dos. Antes de describirlo
veamos un ejemplo que ilustra el método:

4o —4x® 420 -2 = 4a?(z - 1) + 2(x - 1) = (x - 1)(422 + 2).

/ N\ )
422 es factor comiin 2 es factor comun (z - 1) es factor comin
de estos dos términos de estos dos términos de ambos términos
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Este caso especial de extraer factores comunes se llama “factor comin en
grupos” porque se agrupan ciertos términos para sacar factor comun entre ellos.
Dado un cuatrinomio, la forma de agrupar los términos no es casual, sino que se
eligen de manera que el resultado permita obtener nuevamente un factor comuin
en el binomio resultante. El polinomio de partida también puede tener 6 térmi-
nos, o cualquier otro niimero par de términos, pero no es tan sencillo darse cuenta
de como armar los grupos en estos casos. «

>
CJ/ Describiremos a continuacién un método de factorizar un polinomio que
incluye a algunos de los presentados antes. Es importante entender que atin cuan-
do muchos de ellos puedan factorizarse con el método que sigue, manejar los
casos “con nombre” que estudiamos antes ahorrard tiempo y célculos. Es decir,
aunque sea posible factorizar varios de los ejemplos anteriores mediante el méto-
do que presentaremos a continuacidn, siempre es mas sencillo y rdpido hacerlo
como se ilustré.

Recordemos que para factorizar un polinomio hay que hallar sus divisores,
es decir, polinomios tales que al dividir el polinomio por ellos, el resto sea cero.
Existe un teorema™ que nos permite saber cudnto es el resto de dividir un polino-
mio (de grado al menos 1) por un binomio de la forma x —r, siendo r un nimero
real:

Teorema del resto: El resto de dividir un polinomio p por el binomio
x —resigual ap(r).

Ejemplo 70. Aplicando el teorema del resto. Sea p(x) = 2% - 322 - z + 4.

= El resto de dividir p por x — 4 serd p(4) = 80.

El resto de dividir p por x+2 serd p(-2) = —22 (notar que x+2 = x—(-2),
por lo que r = -2).

= El resto de dividir p por x + 1 serd p(-1) = 0.

= El resto de dividir p por « serd p(0) = 4. «

Volvamos a nuestro objetivo: buscamos dividir p por un polinomio tal que el
resto sea cero. Por el teorema del resto, al dividir p por x — r el resto es p(r).
Entonces el binomio x — 7 serd divisor de p si y solo si p(r) = 0. Este resultado
se conoce como teorema del factor, ya que en otras palabras dice que:

[ El binomio (z — r) es factor del polinomio p si y solo si p(r) = 0. ]

*En matemadtica llamamos teorema a una proposicion que afirma una verdad demostrable.
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> Recordemos que un valor r que satisface p(r) = 0 es llamado raiz (o cero)
del polinomio p. Entonces, el teorema del factor dice que p tendrd un factor de
la forma x — r si 'y solo si r es raiz de p.

Nuestro objetivo se transforma entonces en encontrar, si las tiene, raices
reales de un polinomio dado. Para esto contamos afortunadamente con otro teo-
rema, el cual serd la clave para nuestro propdsito.

Teorema de la raiz racional: Sea p(z) = a, 2" +a, 12"+ - +a12+ag
un polinomio con todos sus coeficientes enteros, con ag y @, no nulos.
Si p tiene una raiz racional r, entonces r es de la forma 2%, siendo m
divisor de ag y k divisor de a,,.

A El teorema anterior dice “si el polinomio tiene una raiz racional, entonces
es de tal forma”, pero puede que no tenga raices racionales o de hecho que no
tenga raices reales, a pesar de tener coeficientes enteros:

» p(x) = 2% -2 tiene como raices a +V2, pues p(i\/ﬁ) =2-2=0,ypuede
verse que son las dnicas®, por lo tanto no tiene raices racionales.

w g(x) = 22 + 2 no tiene raices reales, pues >0 para todo r real, entonces
q(r) =% +2 > 2y por lo tanto no es cero para ningtin real 7.

En este texto trabajaremos con polinomios que si tengan raices racionales, para
poder aplicar este método.

Ejemplo 71. Buscando raices racionales. Sea p(x) = 22 — 52% + 62 - 3. Sip
tiene raices racionales, entonces serdan de la forma 2%, siendo m divisor de -3 y
k divisor de 2. Entonces:

= las posibilidades para m son: 1, -1, 3y -3;
= las posibilidades para k son: 1, -1, 2y —2.

Entonces las posibles raices racionales son las combinaciones de 2%, las cuales
son

+1, £3, 5, 5.

Por supuesto, siempre es conveniente comenzar probando con las posibles raices
enteras:
p(1)=2-5+6-3=0,

y asi tuvimos suerte y encontramos que r = 1 es raiz de p, por lo que x — 1 es
factor de p. Podemos ver que los demds valores posibles no son raices de p. &

“Demostrar esta afirmacion escapa a los contenidos de este curso, pero proviene del hecho que
un polinomio de grado n no puede tener mas de n raices.
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NG
C)/ Resumiendo el método, buscamos nimeros reales r tales que
p(r) = 0. Si el polinomio tiene coeficientes enteros, probaremos aqui
con nimeros de la forma 7 = 7*, siendo m divisor del término indepen-
diente y k divisor del coeficiente principal. Si lo hallamos, = — r sera
factor de p, y podremos factorizar p(z) = c¢(x)(z — r), siendo ¢(x) el

cociente que puede hallarse aplicando la regla de Ruffini.

Ejemplo 72. Factorizando un polinomio. Factorizar el polinomio

p(x) = 22° - 52% + 62 - 3.

Solucion: En el ejemplo anterior vimos que r = 1 es raiz de p, lo que implica
que el binomio x — 1 es divisor de p. Apliquemos entonces la regla de Ruffini
para efectuar la division:

2 -5 6 -3
1 2 -3 3
2 -3 3 0

Como se esperaba, el resto es cero por lo que

223 527 + 62 -3 = (22° -3z + 3)(z - 1). «

Ejemplo 73. Factorizando un polinomio. Factorizar completamente (es decir,
seguir factorizando mientras sea posible) el polinomio q(z) = 2* - 922 + 4z +12.

Solucion: Como el coeficiente principal de g es 1, las posibles raices racionales
son todas enteras y estaran dadas por los divisores del término independiente,
12. Entonces, debemos probar con los valores +1, +2, +3, +4, +6 y £12, para
ver si alguno es raiz de ¢:

d1)=8, X  g-1)=0. V
Hacemos entonces la divisién por = + 1 utilizando la regla de Ruffini:

1 0 -9 4 12
-1 -1 1 8 -12
1 -1 -8 12 0
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Como esperdbamos, el resto es cero por lo que
q(z) = (23 - 2? -8z +12)(x + 1).

Pero se pide que lo factoricemos por completo, lo que significa que debemos ver
si el factor ¢(x) = 3 — 2% -8z +12 puede a su vez factorizarse. Probando con los
mismos valores que antes, vemos que c¢(2) = 0, por lo que haremos ¢(x) : (z-2)
mediante la regla de Ruffini:
1 -1 -8 12
2 2 2 -12
1 1 -6 0

3

Entonces 22 — 22 — 8z + 12 = (22 + - 6) (2 - 2), por lo que

q(z) = (2% - 2® -8z +12)(z+1) = (2 + - 6)(z - 2)(z + 1).

Pero 22 + = — 6 adn se puede factorizar, pues su valor numérico en 2 es cero,
por lo que aplicamos la regla de Ruffini por tercera vez para realizar el cociente
(22 +2-6): (z-2)

1 1 -6
2 2 6
1 3 0

Luego 22 + - 6 = (z + 3)(z - 2) y, en consecuencia,

g(@)=(z+3)(z-2)(z-2)(z+1) = (z+3)(z - 2)2(x +1). L

Una raiz miltiple de un polinomio es una raiz que ocurre mas de una vez.
En el ejemplo anterior el factor (z — 2) aparece dos veces en la factorizacién
de ¢, asi que r = 2 es una raiz multiple. Puesto que ocurre dos veces, se llama
una raiz doble. Si ocurriera solamente una vez es llamada raiz simple. Si ocurre
tres veces se denomina raiz triple, y asi sucesivamente. La cantidad de veces que
ocurre una raiz se llama orden de multiplicidad, o simplemente multiplicidad
de dicha raiz".

{g Una pregunta natural en este punto es ;cdmo nos damos cuenta si el poli-
nomio estd completamente factorizado? Es decir, ;hasta cuando seguimos? En
el ejemplo anterior es claro que terminamos ya que llegamos a todos factores de

*En términos matemadticos, se dice que una raiz r de p tiene multiplicidad k si podemos factori-
zar p(x) = (x — a)*s(x), siendo s(x) un polinomio tal que s(r) # 0. Es decir, (x — )" es factor
de p pero (z — r)**1 no lo es.
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grado 1, por lo que més que eso no podemos hacer. Sin embargo, con factores de
mayor grado no es tan claro darse cuenta si se puede seguir o si ya no tiene mas
raices reales. Si bien no hay una receta para responder esta pregunta que esté
dentro del alcance de este libro, la idea que servird para abordar los ejercicios de
este curso es la siguiente:

= Intentar aplicar cada uno de los métodos descriptos.

= Si se llega a un polinomio de grado 2, existe un criterio para saber si se
puede o no seguir factorizando. Este criterio, al igual que una férmula para de-
terminar sus raices atin cuando no sean racionales, serd estudiado en el Capitu-
lo 4. Allf se presenta un andlisis que justifica la siguiente afirmacién, que nos
dice cuando podremos factorizar a un polinomio de grado 2:

p(z) = ax? + bx + c tiene raices reales si y solo si b? — 4ac > 0. ]

[ustremos esto con dos polinomios ya vistos.

Ejemplo 74. Criterio de parada para polinomios cuadraticos. En el Ejem-
plo 73 obtuvimos a 2 + x — 6 como factor del polinomio original. En este poli-
nomio,

a=1, b=1 y c=-6.

Entonces b? — 4ac = 1 + 24 = 25 > 0, por lo que la afirmacién anterior dice que
podemos seguir factorizando. Esto coincide con lo hecho, ya que lo logramos
escribir como 22 +z — 6 = (z + 3)(z - 2).

Por otro lado, en el Ejemplo 72 uno de los factores era 222 — 3z + 3. En este
polinomio
a=2, b=-3 y c=3

por lo que b —4ac = 9-24 = —15 < 0, lo que indica que ya no tiene raices reales
y la factorizacién ha finalizado, es decir, que en dicho ejemplo ya habiamos
completado la factorizacion. «

El siguiente ejemplo, ademas de aplicar lo estudiado a un caso particular de
polinomio, nos da una pauta mas con respecto a saber cuando hemos finalizado
la factorizacidn para polinomios no cuadréticos con una forma especial.

Ejemplo 75. Suma o diferencia de potencias de igual grado. Esto no es un
método nuevo, sino que consiste en aplicar lo aprendido a un caso particular:
factorizar binomios de la forma ™ — r™ o " + r", siendo r un nimero real po-
sitivo, y n un natural. En realidad, como explicamos a continuacién, lo “nuevo”
aparece solo cuando n es impar.
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= 7 par

e Suma z" +r". Cuando tenemos la suma de dos potencias pares, entonces
el polinomio ya estd factorizado por completo en los reales. Por ejemplo,
x2 + 4. Esto se debe a que dicha suma es estrictamente positiva, por lo que
no tiene raices reales.

e Resta 2" — r". Cuando tenemos la resta de dos potencias pares, entonces
estamos en realidad ante una diferencia de cuadrados, y se trabaja como
ya lo vimos:

3% = (24) - (3Y) = (2! - 3%) (1 + 3%).
Notar que en lo anterior, xt-34 puede a su vez factorizarse como
zt -3 = (2% - 3%)(2? +3%) = (z - 3)(z + 3)(2? + 3%),
al reconocer dos veces mas una diferencia de cuadrados. Asi,

2® - 3% = (2 - 3)(z +3) (2 + 3%) (2" +3").

Notar que los dos ultimos factores son de la forma =™ + r™ con n par y, por el
caso anterior, no pueden factorizarse mas.
= 1 impar
e Suma z" + 7", Por ejemplo, consideremos
p(x) =2 +125 = 23 + 5,
Observar que p(-5) = 0, por lo que (z — (-5)) = (z + 5) es divisor de p.

Aplicando la regla de Ruffini tenemos:

1 0 O 125
-5 -5 25 -125
1 -5 25 0

Luego,
23 +5% = (2% - 5z + 25)(z + 5).

e Resta x™ — r"". Consideremos ahora
q(z) =2° - 32=2° - 2°.

Notar que ¢(2) = 0, asi que aplicamos la regla de Ruffini para dividir ¢
por (z - 2):
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100 0 0 -32
2 2 4 8 16 32
1 2 4 8 16 0

Entonces

2 - 25 = (2t + 223 + 42 + 82+ 16) (2 - 2).

>
CJ/ Resumiendo, si n es impar entonces
z" + 1" es divisible por x + r,
" — r™ es divisible por z — r.

Mas atin, puede demostrarse que —r es la tinica raiz real de ™ +r", mientras que
r es la dnica raiz real de ™ —r". Entonces, el polinomio se encuentra totalmente
factorizado una vez efectuada la division por los respectivos factores. <

Si n es par entonces " + r" no tiene raices reales, mientras que ™ — r" es
una diferencia de cuadrados, y sus #nicas raices reales son 7y —r. <3 K

Finalizamos la seccién enfatizando algo que ya se ha mencionado pero es de

gran importancia:

(Como saber si una factorizacién es correcta? Siempre es posible verificar
si la factorizacién es correcta multiplicando los factores obtenidos y operando,
para comprobar que se llega de esta forma al polinomio de partida. No debe-
mos olvidar que al factorizar un polinomio se obtiene una expresion con distinta
forma (multiplicacién de polinomios), pero equivalente a la original.

Ejercicios 3.3

1. Factorizar las siguientes diferencias de cuadrados:

(a) 422 - 49 (c) 2525 -9
(b) t2-6 (d) 3622 -25

2. Factorizar los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

(a) 22 -8z +16 (c) 4z* +122%+9
(b) 922 - 12z +4 (d) t* - 6t3 + 9t?

86

98



3.3. Factorizacién de polinomios

3. Factorizar los siguientes cuatrinomios cubos perfectos:

(a) 8z - 3622+ 5dx — 27
(b) 2% +62% +122% + 8
(¢) -z +32%2 -3z +1
(d) 8t°—12t* +6t2 -1

4. Determinar m para que el resto de dividir ma® — 22* + 322 - 7 por el binomio
x —1seaigual a 2.

5. Determinar k para que x + 1 sea factor de 527 + 3x% + 223 + 22 + k.

6. En el Ejemplo 69 se factorizé al polinomio p(z) = 423 —42%+2x-2 extrayen-
do factor comun por grupos. Rehacerlo buscando una raiz segtn el teorema
del factor, y aplicando luego la regla de Ruffini para dividir.

7-20. Factorizar por completo los polinomios dados.
7. 3z* - 1227
8. 3zt + 1522
9. 23—z +4x -4
10. 423 - 422 -92+9
11. 2 - 223 - 222 - 3z
12, 2% - 223 - 722 - 22 -8
13. 223 + 322 -5z -6
14. z° +1
15. 25 -1
16. 2% -1
17. 42 - 64
18. 3zt + 23 + 222 + 42 - 40
19. 225 - 525 — 324
20. z* + 223 - 2127 - 222 + 40

@) Polinomios en Ge«>Gebra

Para comenzar a usar Ge<»Gebra, veamos como se ingresa un polinomio. Para
ello usamos el campo de Entrada, en el cual podremos escribir si habilitamos el
teclado, cliqueando en el stmbolo del mismo. Si trabajamos en una computadora,
este se encuentra en la esquina inferior izquierda:

87

99



Productos notables mas usados

El cuadrado de un binomio (a + b)? = a? + 2ab + b?

El cubo de un binomio (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3
Diferencias de cuadrado (a + b)(a — b) = a? — b?
Diferencias de cubos a3 — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
Sumas de cubos a®+ b3 = (a + b)(a* — ab + b?)

11. Desarrollar, aplicando las igualdades notables:

a) (X+2)22= h) (x3-2)2= n) (23_% " - s) (3?’(-%)2 _

b) (x-3)°= - I . ; ) .
awawer  |romer [P0 [0 G3ES
d) (3x+2)’= W Rt p) (2x+%) 3 u) @“%J 8
T 1 e

f) (5x+4) (5x-4)= m)[x+l]2 _ E a4 -

g) (x*+5)*= r) (2+§){—§+2)=

2 2
Soluc: m) x? T: n)4a?.6a42: 0)1-%; 42 9. 9.3 X . 4.
( ) x X4 ) 4a 6a+— ) - p) 4x +3x+16 q)4 ST ) =

4 2
o) Lga gy L gX X u)2x=+£+L)
4 2 4 g 47" 416

12. Operar y simplificar:
a) (x+1)+(x-2)(x+2)=
b) (3x-1)*(2x+5)(2x-5)=
C) (2x+3)(-3+2x)-(x+1)°=

@) -3x+x(2x-5)(2x+5)-(1-x")’=
f) (3x-1)%(-5x%-3x)(-x+2x%)(2x%+x)=

, F= Ejercicios libro: pag. 42: 34
d) (-x+2)%(2x+1)(x+1)(x-1)=

(Soluc: a) 2x°+2x-3; b) 5x°-6x+26; €) 3x°-2x-10; d) -4x°-4x+4; @) -X'+4x°+2x°-28x-1; 1) -29x"-30x*+x°-6x+1)
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& Empezamos sacando factor comdn siempre que sea posible.
& Seidentifican las identidades notables.
& Se buscan divisores de la forma x - o, tales que, a sea divisor del término independiente.

/ Descomponer en factores on polinomio es expresarlo como producto de otros polinomios.

~

Teorema del Resto: Elresto de la divisién de un polinomio P(x), entre un binomio de la forma (x~a) coincide con el valor
numérico de dicho polinomio para x = a.

R = P(a)
Teorema del Factor: Six = a es una rafz del polinomio P(x), dicho polinomio es divisible por x — , 0 lo que es lo mismo,
(x— ) es vn factor de P(x).
\_ P(x)=(x—a) - C(x) )
01) | x®+8x%+15x 18) | 2x® +4x?2-10x-12 35) | 2x®-10x2+14x-6
02) | x*-7x%+16x-12 19) [ x*-3x*-x+3 36) | 3x*-2x®-13x*>+8x+4
03) | x®+3x%-10x 20) | x>*-5x%+8x-4 37) | x*—-4x®-6x*+36x-27
04) | 2x*-8x?+2x+12 21) | x*+3x%2-4 38) | x*+4x®-2x?-12x+9
05) | x*-5x2+4 22) | 2x3 —x2-25x—12 39) | 7x* —28x% +21x? +28x — 28
06) | x*—x®—x%+x 23) | x*-5x*+7x-3 40) | 2x* -13x> +27x* - 23x+7
07) | x*—2x3-13x*+38x—-24 |24) | x®-2x?-4x+8 41) | 2x* +3x% —x
08) | x°—5x"+7x*-3x 25) | x®*+4x*-x—4 42) | 2x* - 2x% - 22x* +10x + 60
09) | x*+3x®+4x?+6x+4 26) | 3x® +6x%-45x-108 43) | 4x* —28x% +49
10) | 3x®+3x?-18x 27) | 9x%-25 44) | 2x* +12x® +26x% +24x + 8
11) | x*-3x*+3x*-3x+2 28) | 36x°®-49x* 45) | x®-14x* +49x*-36
12) | 2x3 -2x? -12x 29) | 121-25x8 46) | x* +6x®+9x? —4x-12
13) | x*=x*-7x*+x+6 30) | 3x*+6x° +6x%+6Xx+3 47) | x* +10x® +37x? + 60x + 36
14) | 4x* -6x°+2 31) | x*+3x®*+4x?2+6x+4 48) [ x*-2x% +x
15) | x*-2x%-x+2 32) | 3x%+14x-5 49) | x® +2x° —3x* —4x® +4x?
16) | x*-4x%+5x-2 33) | x®+5x?+8x 50) | x*+3x>-3x%-11x-6
17) | x*+2x*-4x-8 34) | 4x° +2x* - 2x° 51) | 10x* —-100x2 +90
13) (20 (D)0 )-(3)  26) 3-(x-4)(x+3)2 39) 7-0cr1)-(x-1)-(x2)?
01) x:(x+3):(x+5) 14) 2-(x-1)-(2x3-x2-x-1) 27) (3x+5):(3x-5) 40) (x-1)3-(2x-7)
02) (x-2)%(x-3) 15) (x+1)-(x-1)-(x-2) 28) (6x3-7x2)-(6x3+7x2) 41) x-(x+1)2-(2x-1)
03) x(x-2):(x+5) 16) (x-1)2-(x-2) 29) (11-5x4)-(11+5x?) 42) (x+2)-(x-3)(x-V5):(x+V5)
04) 2(x+1)-(x-2)-(x-3) 17) (x+2)%-(x-2) 30) 3-(x+1)2-(x2+1) 43) (2x2-7)2
05) (x-1)-(x+1)-(x-2)-(x+2) 18) 2-(x+1):(x-2):(x+3) 31) (x+1)-(x+2)-(x2+2) 44) 2-(x+1)2(x+2)2
06) (x-1)2(x+1)-x 19) (x-3)-(x-1)-(x+1) 32) (3x-1)-(x+5) 45) (x-1)(x-2)(x-3)(x+1)(x+2)(x+3)
07) (x-1)(x-2)-(x-3)-(x+4) 20) (x-2)%(x-1) 33) x-(x2+5x+8) 46) (x-1)-(x+2)2(x+3)
08) x2(x-1)%-(x-3) 21) (x+2)%(x-1) 34) 2x3-(2x-1)-(x+1) 47) (x+3)%(x+2)?
09) (x242)-(x+2)-(x+1) 22) (x+3)-(x-4)-(2x+1) 35) 2:(x-1)2(x-3) 48) x-(x+1)%(x-1)2
10) 3x-(x-2)-(x+3) 23) (x-1)2(x-3) 36) (3x+1)-(x+2)-(x-2)-(x-1) 49) x2(x-1)2-(x+2)2
11) (x-1)(x-2)-(x2+1) 24) (x-2)%(x+2) 37) (x-3)%(x+3)-(x-1) 50) (x+1)%(x-2)-(x+3)
12) 2x:(x+2)-(x-3) 25) (x+4)-(x-1)-(x+1) 38) (x+3)%(x-1)2 51) 10-(x-V3)2(x+v3)2
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Lenguaje Algebraico

®& El /lenguaje algebraico utiliza letras y nimeros unidos por los signos de
las operaciones aritmética, de esta forma se pueden manipular
cantidades desconocidas lo que nos permite, formular expresiones
algebraicas para luego poder resolver problemas mediante ecuaciones.

Expresion algebraica

®& Una expresidn algebraica es un conjunto de nimeros y letras unidos
por los signos de las operaciones aritméticas.
A = 7-R” es la expresion algebraica para calcular el drea de un circulo.

& Un monomio es la expresion algebraica mas sencilla y consiste en el
producto de un ndmero por varias letras.
4 —  Coeficiente
4x%yz3 ) f _
x“yz" — Parte Literal

& Dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal.

5%3 y 3x° Son semejantes 5x y 3x2 No son semejantes

@& El grado de un monomio es el nimero de letras de la parte literal (la
suma de todos los exponentes de su parte literal)

@& El valor numérico de un monomio es el valor que se obtiene al sustituir
la letra (o letras) por un nimero (o ndmeros) y realizar los célculos.

El valor numérico de 3x? para x=2es 3-(2)? = 3-4=12

Operaciones con Monomios

& Para sumar o restar monomios, se suman o se restan los coeficientes
de los monomios gue sean semejantes:
5x2-3x2 = 2x? 4% + 7x%- 5x3 = 6x°
®& Para multiplicar monomios se multiplican los coeficientes por un lado
y las partes literales por otro (Propiedades de las potencias)
57 - 33 = 15x° 45 7x2 = 28 X7

@& Para dividir monomios se dividen los coeficientes por un lado v las
partes literales por otro.
10x*: 2= 5x 2455 6x2 = 4 X3

Polinomios

@& Un polinomio, P(x), es la suma de varios monomios no semejantes, a
los que llamaremos términos del polinomio. El coeficiente del término de
mayor grado es el coeficiente principal, y el término sin letra (o de grado
0) se llama término independiente. Los representaremos por letras
mayusculas P, Q, R ....y entre paréntesis expresaremos la variable de la
que depende. P(x), Q(x)...

Pix)=4x*+3x* -~ 2x + 5

de de de
grado3  grado2  grado1l

Término
independiente

@& El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios
que los componen.
Grado de P(x) = 4x* + 3x*—2x + 5 = 3 (el mayor)
grado : 3
4x3 +2x°+6x-7 - Coef. principal : 4

Término independiente : -7

Un polinomio es completo si contiene todos los términos consecutivos
de el de mayor grado hasta el de menor, sino es asi, serd incompleto

= 8x"+3x%+2x+5 Q(x)=3x%+2x*> —4x+5
OX_ +2x" —4x+9
Incompleto, falta término de grado 3 Completo

mérico de un polinomio P(x) para x=a, P(a), es el nimero
ambiar x por el nimero a, y realizar las operaciones
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Sea el polinomio P(x) = 3x* + 2x +5
P(-1)=3(-1)° +2(-1)+5=31-2+5=3-2+5=6
P(2)=3(2)2+2(2)+5=3-4+4+5=12+4+5=21

& Un nlmero cualquiera x=a es raiz de un polinomio P(x), cero de un
polinomio, cuando el valor numérico de dicho polinomio si x=a es nulo.

Xx=a es raiz de P(x) si P(a) =0
P(x)=x*-4
P(-2)=(-2)"-4=4-4=0 P(2)=(2)-4=4-4=0

2y -2 son raices del polinomio x*-4

Operaciones con polinomios

& Para sumar o restar polinomios, sumaremos o restaremos los
monomios semejantes que los componen y damos el resultado en orden
decreciente en grado.

(x4—3x2+x+1)+(x3—x2+5x—2):

=x" 3% +x+1+x3 - x%+ bx—2=x"+x*-4x® +6x-1

(x* =3x"+x+1)=(x* = x* +5x - 2) =
para restar dos polinomios
=x*-3x" +x+1=x* +x* -bx+2=x" - x* - 2x* -4x+3
(AL AR i
cambiamos el signo de

todos los miembros del
segundo

& Para multiplicar dos polinomios,
multiplicaremos todos los monomios del
primero por todos los monomios del
segundo y después agruparemos los
monomios semejantes dando el resultado
en orden decreciente en grado.

(6x2 +7x —B)(—2x+5)

—12x% — 1427 + 16x
30x% + 35x — 40

@& Para djvidir un polinomio P(x/ entre otro
—12x* + 16x% + 51x — 40

Q(x), dividimos cada término del
dividendo entre todos los términos del divisor usando la regla de la
divisién “cociente por divisor mas resto igual a Dividendo”

4x® _—2x? +8x -11 |2x -3
—ax® +6x? 2x2 +2x+7 ; L
7 » > Calculo de los términos
4x +8x -11
=452 sex 4 2x £l
14x - 11
= b +21 4x? :2x = 2x
10

14x:2x =7
Cociente = 2x2 +2x + 7 g

Resto =10

®& Para sacar factor comiin en un polinomio se buscan todos los factores
comunes (los que se repiten) a todos los términos y se aplica la propiedad
distributiva de la multiplicacidn con respecto a la suma:

60x* +18x% — 24x?% = 6x2'(10x2 +3x— 4)

Identidades Notables

®& £ cuadrado de la suma de dos términos es igual al cuadrado del
primero, mas el doble del producto del primero por el segundo, méas el
cuadrado del segundo.

(a+b)2 =d®+2ab+b® (+32=x+6x+9

@& £/ cuadrado de la diferencia de dos términos es igual al cuadrado del
primero, menos el doble del producto del primero por el segundo, més el
cuadrado del segundo.

(a-b)* =a®~2ab+b®  (2e4p = 4¢-16x + 16
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& Suma por diferencia. La suma de dos términos multiplicada por su
diferencia es igual al cuadrado del primero menos el cuadrado del
segundo.

(a+b)(a-b)=a*-b*  [+3) (x3) =x-9

Factorizacion de polinomios

@& Factorizar un polinomio consiste en descomponerlo en producto de
polinomios del menor grado posible, de forma que ninguno de ellos pueda
descomponerse a su vez.

Un polinomio se puede factorizar de tres maneras:
&  Sacando factor comdn.

10x® + 2x? —8x = 2x~(5x2 +x 74) x°=5x%=x° (x2 75)

& [dentificando identidades notables.
x? +5x+6=(x+3) 4x? - 20x + 25 =(2x - 5)°
& Buscando sus rafces mediante Ruffini.

El proceso de factorizacion comienza buscando divisores de la forma x-a,
tales que, a, sea divisor del término independiente de nuestro polinomio.

Como cada raiz origina un factor de la forma x — a, cuando en la division
por Ruffini el resto para un x = a sale 0, estamos diciendo que el
polinomio de partida es divisible por el binomio x — a, y por tanto, este
binomio junto con el cociente obtenido nos dara una factorizacién del
polinomio [recuerda que si R(x) = 0, entonces, D(x) =d(x)-C(x)]. Habra
que ir comprobando si los cocientes que vamos obteniendo se pueden
descomponer, puesto que se trata de conseguir factores irreducibles.

P(x)=x*-4x*+x+6

1 -4 1 6 | Losdivisoresde6son =7, =2, +3y =6,

1]0 -1 5 -6 | probamos con -1 y obtenemoas resto 0.

1 -5 6 0 | Probamos con 1,y nada, probamos con 2

20 2 -6 y obtenemos resto 0. Por tanto la
1 -3 0 <-- | factorizacion es P(x)=(x+1)-(x-2)-(x-3)

Fracciones algebraicas

@& Una fraccién algebraica es una fraccion en la que tanto numerador
como denominador son polinomios.

x> —5x+6

x%—3x

x+3 x+2
x-5 x* -4
Al igual que en las fracciones de nimeros enteros, en las fracciones
algebraicas se suele trabajar con la fraccién irreducible, es decir, con

aquella fraccion equivalente a la original, pero que no se puede simplificar
mas.

Para simplificar una fraccién algebraica se dividen numerador
y denominador por un polinomio que sea factor comdn de ambos, y para
ello nos ayudaremos de la factorizacién de polinomios.

a) X’ rdx+4 o (x+2) (x4+2)(x+2) x+2
X =4 (x+2)(x-2) (x+Z)(x-2) x-2
Las dos son identidades notables que convertimos en producto y
simplificamos

b) x*—4x+4 (x-2)° _M'(X_Z)
x*-x-6 (x+3)(x-2) M'(X—S)
erador hay una identidad notable, y en el. denominador
scon Ruffini después y simplificamos.

_x-2
x-3
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L x5xe6_(x-3)(x-2) [-7(x-3) 1eg

x%—2x x(x-2) -

(x~Z)x x

En el numerador hacemos Ruffini y en el denominador sacamos factol
comdn y después simplificamos.

) X 42x*-x-2 (X+1)'(X_1)'M _x*-1
2 axiB  (x-2)(x—2) (2] (x_2)

Hacemos Ruffini tanto en el numerador como en el denominador y
después simplificamos.

Resolucion de Problemas Algebraicos

A la hora de resolver problemas algebraicos seguiremos el
siguiente esquema:

a) Lecturay comprension del enunciado.

b) Andlisis de los datos del enunciado. (Ayudarse con un dibujo)

¢) Traduccién del problema al lenguaje algebraico

d) Planteamiento de las operaciones a realizar y realizacidn.

e} Resolucion del problema paso a paso intentando explicar los pasos
sequidos para ello.

f]  Dar la solucién del problema (responder a las preguntas).

g) Evaluar e interpretar los resultados obtenidos con los datos del
problema. éSon légicos? iSe corresponden con lo pedido en el
enunciado? ¢Puedo comprobar si la solucién es correcta?

1.- Fijate en la figura y expresa algebraicamente:
al  El érea del trigngulo Azul.
b)  Fl érea del trapecio amarillo.
¢) " La longitud de I )
d) Calcula la longitud de I, si x=5 cm

a)  El &rea de un tridangulo viene dada por:

Base-Altura @
2 2

En el dibujo podemos observar que la base del triangulo es x, y la altura
es 2/3 x. Por tanto si sustituimos en la formula obtenemos:

X‘g*x gx2
A=B"_"8"_3 _leoyu,
“ 2 2 2 3
b)  El area del trapecio amarillo la podemos calcular restando al area
del cuadrado, el area del triangulo azul.
Ax)=A -A =x° —%xz = %xz ua.
c) La longitud de I, la podemos calcular utilizando el teorema de

Pitdgoras a* = b® + ¢* en el tridngulo azul.

A=

2
Sustituyendo nuestros valores llegamos a: 12 = x2 + [%x}

Si operamos y despejamos |:
2
IS =x2+(§xj = 2+gx2 :%xz - 1= gxz :gx ul.
d)  Six=5, el valor de | sera:

=8, . - IBs 5B ¢,
3 3 3

2.- Doblando un alambre de 40 cm formamos un rectdngulo. Halla la

expresion algebraica que define el drea del rectangulo y calcula su valor para

x=4.

Siformamos un rectangulo de altura x, como40cm
es el perimetro, las dos bases mediran 40-2x y una
sola base medira 20-x. Por tanto el &rea del rectangulo sera (base x altura):

- A@)=80-16=64 cm®

A(X) = base x altura = (20 - X)‘X =20x — X2
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Tema 4:
Ecuaciones

Aprender a resolver ecuaciones de una variable:
lineales, cuadrdticas, con mddulo, racionales e
inecuaciones; y sistema de ecuaciones lineales

con dos variables.
Modelizar situaciones, resolver y responder en
funcién del problema.
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Manual de Matematica preuniversitaria

Capitulo 4

Ecuaciones e inecuaciones

4.1. Ellenguaje matematico

Innumerables situaciones correspondientes a diversas dreas y situaciones co-
tidianas pueden ser modeladas mediante ecuaciones e inecuaciones. Para resol-
ver un problema matematicamente, el primer paso es traducirlo del lenguaje or-
dinario al lenguaje algebraico. Este es precisamente el objetivo de esta seccion:
traducir una situacién concreta al lenguaje matematico, transformandola en una
ecuacidn, inecuacién o un sistema de ellas (como resolver el planteo obtenido
serd el objetivo de las siguientes secciones).

Antes de “traducir” problemas concretos, comencemos expresando cosas
mas simples. En la siguiente lista se escriben en lenguaje matematico algunas
frases frecuentes. Comprender esta forma de expresarlas serd fundamental para
el planteo de problemas especificos.

= El doble de un nimero x ~> 2z

= Las tres cuartas partes de un nimero r ~> %x

= Se aumenta en 5 al triple de un nimero y ~>3y + 5
= El triple del nimero y, mis 5 ~>3y + 5

= El triple del nimero y méds 5 ~3(y + 5)

= La mitad del consecutivo de un nimero entero x ~ %(z +1)

= El cuadrado de la mitad de un nimero z ~ (%)2

= El nimero z supera al nimero y en 30 unidades ~ x = y + 30*

= Un ndmero entero = mds su consecutivo ~> x + (x + 1)

“Es frecuente ver que esta expresion es traducida como x + 30 = y. Este error puede evitarse
pensando que si el nimero x supera a y, significa que y es mds pequeiio, por lo que hay que sumarle
a él la cantidad necesaria para igualar a x.
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Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Ahora si, plantearemos en lenguaje algebraico algunas situaciones concretas.

Ejemplo 82. Usando el lenguaje matematico. Si al doble de un nimero se le
resta su mitad resulta 84. ;Cudl es el nimero?

Solucion: Llamemos x al ntimero buscado (este paso es fundamental, es decir,
antes de comenzar a plantear un problema se debe indicar siempre qué representa
cada letra o simbolo utilizado). En el enunciado aparecen involucrados el doble
del niimero (es decir 2x) y también su mitad (z/2), y establece que

21 - 2 = 84.

En la seccién siguiente veremos cémo resolver la igualdad anterior, por ahora
solamente nos centraremos en el planteo. «

Ejemplo 83. En un avién viajan 420 pasajeros de tres paises: argentinos, uru-
guayos y chilenos. Hay 40 chilenos mas que uruguayos, y de argentinos hay el
doble que de uruguayos y chilenos juntos. ;Cudntos hay de cada pais?

Solucion: Denotemos con y a la cantidad de uruguayos que viajan en el avion.
Entonces la cantidad de chilenos es y + 40, y la cantidad de argentinos se re-
presenta como 2(y + (y + 40)). Luego, la traduccién algebraica del problema
es

y+ (y+40) +2(y + (y +40)) = 420. «

> El planteo matemético de algunos problemas es més sencillo si trabajamos
con més de una incégnita. Este es el caso de las siguientes situaciones.

Ejemplo 84. Usando mas de una incégnita. Hallar la medida de los lados de
un rectangulo cuyo perimetro es 24 unidades, y cuyo lado mayor mide el triple
que su lado menor.

Solucion: Para traducir esta situacién al lenguaje matemadtico, podemos llamarle
x a la longitud del lado menor del rectdngulo, e y a la del lado mayor. Puesto
que su perimetro es 24, sabemos que

2z + 2y = 24. (4)
Ademis se afirma que el lado mayor mide el triple que el menor, es decir
y =3x. (B)

Las dos igualdades (A) y (B) deben cumplirse simultdneamente. Esto se conoce
con el nombre de “sistema de ecuaciones”, y su resolucién serd estudiada en la
Seccién 4.4. «
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4.1. El lenguaje matemético

Ejemplo 85. Determinar las edades de dos personas sabiendo que la suma de
sus edades hoy es de 64 afios, y que dentro de 8 afios el mayor tendré el triple de
edad que el menor.

Solucion: Llamemos x a la edad que tiene hoy la persona menor, e y a la edad
que tiene hoy la mayor. Sabemos que

r+y=64. (a)

La edad de cada una dentro de 8 afios es = + 8 e y + 8, respectivamente. En
ese momento, el mayor tendra el triple que el menor, por lo que para que sean
iguales hay que multiplicar la edad del menor por 3 (o dividir a la del mayor por
3). Es decir

3(z+8)=y+8. (b)

Al igual que antes, las igualdades (a) y (b) deben cumplirse a la vez. «

«? Finalmente, veremos problemas en los que aparecen una o mds desigualdades
en lugar de una igualdad, las cuales reciben el nombre de inecuaciones, y seran
estudiadas en detalle en secciones posteriores.

Ejemplo 86. Usando desigualdades. Si al doble de la edad de Jeremias se le
resta 19 afios, el resultado es menor que 37. Pero si al tercio de su edad se le
suma 10, entonces el resultado es mayor que 18. ;Cémo se expresan mediante
desigualdades estas expresiones?

Solucion: Si llamamos x a la edad de Jeremias, el enunciado afirma las dos

condiciones siguientes:

20 -19<37 y §+10>18. «

En las secciones siguientes nos ocuparemos de resolver los planteos anterio-
res: ecuaciones, inecuaciones y sistemas.

Ejercicios 4.1

Expresar en lenguaje matemadtico las siguientes situaciones problemdéticas
(no resolverlas). Recordar definir siempre la/s variable/s involucrada/s, es decir,
siempre se debe indicar qué representa cada letra utilizada. <

1. a El kilo de manzanas cuesta el doble que el kilo de limones. Si por 3 kilos
de manzanas y 5 kilos de limones se pagd $165, ;cudnto cuesta el kilo de
cada uno?

2. [@] Tres hermanos se reparten 1300 pesos. El mayor recibe el doble que el
mediano, quien a su vez recibe el cuddruple que el pequefio. ;Cudnto recibe
cada uno?
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3. @ En un estadio de fiitbol hay 43200 personas. Si sabemos que hay 4800
locales mds que visitantes, ;cudntos locales y cudntos visitantes hay?

4. b Se han consumido las 7/8 partes de un bidén de agua. Afiadiendo 38 litros
se llena hasta las 3/5 partes. Calcular la capacidad del bidén.

S. E\’ Agustin hizo un viaje en su auto, en el cual consumi6 20 litros de nafta.
El trayecto lo hizo en dos etapas: en la primera, consumi6 2/3 de la nafta que
tenia el tanque, mientras que en la segunda etapa consumié la mitad de la
nafta que le quedaba en el tanque luego de la primera. Hallar una igualdad
para determinar los litros de nafta que tenia Agustin en el tanque antes de
partir.

4.2. Resolucion de ecuaciones

Si se comprende el proceso que se utiliza, resolver ecuaciones puede ser mas
simple de lo que uno imagina. Comencemos recordando qué es una ecuacion.

\J
C)/ Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones conteniendo uno o
mds valores desconocidos.

Las expresiones que aparecen a ambos lados del simbolo = (igual) se llaman
miembros de la ecuacion.

Aprenderemos a resolver ecuaciones que tengan solamente un valor desco-
nocido. Al valor desconocido se lo llama incognita, y se lo suele denotar con z,
pero puede representarse con cualquier otra letra.

Antes de ver como resolver ecuaciones, hay que entender qué significa esto.
Resolver una ecuacién es simplemente hallar el valor (o los valores) de la in-
cOgnita, de manera que la igualdad sea cierta si reemplazamos dicha incognita
por cualquiera de los valores hallados. Dependiendo del caso, el valor buscado
puede ser dnico, pueden existir varios valores que hagan la igualdad cierta, o
puede ocurrir que no exista ninguno. Cualquier valor que haga cierta la igualdad
se llama solucién de la ecuacién. Luego, una ecuacién puede tener una dnica
solucién, varias o ninguna, y es llamada identidad cuando es verdadera para
cualquier valor de la inc6gnita. Cuando la ecuacion esté modelando un problema
concreto, habrd que elegir entre todas las soluciones de la ecuacion, aquellas que
tengan sentido en el contexto del problema, y descartar las que no lo tengan (ver
Ejemplo 112).

> Notar que siempre es posible saber por nuestra cuenta si hemos resuelto
correctamente la ecuacion. Por ejemplo, para saber si z = 1 es solucién de la
ecuacion

r+3=5-z,

100

108



4.2. Resolucién de ecuaciones

podemos reemplazar x por 1 en ambos lados de la igualdad (miembros) para
obtener

1+3=5-1,
lo cual es cierto ya que el resultado es 4 en ambos.

El procedimiento anterior se denomina verificacion, y consiste en compro-
bar que la igualdad se cumple al reemplazar la incégnita por el o los valores
obtenidos.

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto de
soluciones. Utilizaremos el simbolo <= (que se lee “si y solo si”’) para conectar
dos ecuaciones que son equivalentes. La clave para resolver una ecuacién es
transformarla en ecuaciones equivalentes cada vez mas simples, utilizando la
propiedad uniforme. Esta propiedad establece que:

Si se realiza la misma operacién con el mismo niimero en ambos
miembros de una ecuacion, se mantiene la igualdad.

? La propiedad uniforme es la base para resolver ecuaciones, y es la que justifi-
ca lo que en lenguaje coloquial expresamos como “pasar” algo de un lado a otro
de la igualdad. La palabra “pasar” simplemente abrevia una serie de pasos ma-
temadticos utilizados con el fin de llegar a despejar la incégnita x. Por ejemplo,
para resolver la ecuacién

6(x—-4)>-15=33

lo primero que uno hace es “pasar” al otro lado el nimero 15 sumando. Pero,
(por qué lo pasa sumando? Comprender esto es la clave para lograr resolver en
forma correcta las ecuaciones. En realidad, matemdticamente lo que se hace es
lo siguiente:

6(z - 4)3 -15+15=33+15 sumar 15 a ambos lados
6(x-4)>+0=33+15 —15+ 15 = 0 por ser opuestos
6(z—4)% =48 33+ 15 =48.

En lo anterior usamos la propiedad uniforme en el primer paso, luego usamos
la propiedad asociativa de la suma, la propiedad de existencia del opuesto y,
finalmente, que el cero es neutro para la suma. Todas esas operaciones y propie-
dades se resumen al decir informalmente que “pasamos” el 15 sumando, y en la
préctica los pasos intermedios se omiten o reducen.

De la misma forma, con el fin de despejar = ahora “pasamos” el niimero 6
para el otro lado. En este caso, como estd multiplicando “pasa” para el otro lado
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dividiendo, ya que para eliminarlo lo que hacemos es dividir ambos lados de la
igualdad por 6:

p(z-4)° 48
66

(z-4)%=8 % =1, por eso se “cancelan”.

dividir ambos miembros por 6

Ahora, aplicamos raiz ctibica a ambos lados (es la forma de “pasar” el nimero 3
que estd como exponente hacia el otro miembro), y resolvemos para obtener

r—4=2.

En lo anterior hemos usado la férmula (2.3.3) (pagina 52) ya que, al ser 3 un
nimero impar, el cubo y la raiz cubica se “cancelan” directamente. Finalmente,
sumamos 4 a ambos lados (informalmente, “pasamos el 4 sumando™) y se obtie-
ne z = 6. Por fortuna, podemos verificar si este valor es correcto, poniendo 6 en
cada lugar donde decia x en la ecuacién original:

6(6-4)> - 15 = 33.

Es facil ver que el lado izquierdo da como resultado 33, asi que la respuesta
x = 6 es correcta.

7> Es muy importante dar la respuesta al problema, es decir, indicar el con-
junto S cuyos elementos son las soluciones para la ecuacién. En este caso, tene-
mos S = {6}.

A Se debe notar que no hay una tnica manera de resolver una ecuacion, pero
si es importante tener en cuenta la jerarquia entre las operaciones: para despejar
la incégnita siempre se comienza “pasando” al otro lado lo que estd “mads lejos”
de ella, en el sentido de la resolucién de operaciones combinadas. Por ejemplo,
una vez obtenido

6(x—4)%=48
hubiera sido incorrecto si en el paso siguiente escribimos

6(x-4) = V48. X

El error se detecta rapidamente si, ante la duda, en lugar de “pasar” la potencia
aplicamos raiz cibica a ambos lados:

6(z-4)> =48 <= 6(z-4)3=V18 <« %.é‘/<x_4>¢:m,

es decir,

V6.-(z-4)=¥18. v

Esto muestra un camino diferente de proceder, “pasando” correctamente la raiz
cubica antes que el 6, el cual también es valido.
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Veremos ahora algunos ejemplos de resolucidn de ecuaciones, ilustrando di-
ferentes técnicas segtn el caso, asi como ciertos errores frecuentes con el fin
de evitarlos luego. Es importante la lectura de los mismos, ya que contienen las
herramientas fundamentales para la resolucién de ecuaciones.

Ejemplo 87. Resolver la ecuacién 6(x +2) — 21 = 3(x + 1).

Solucion:

6(x+2)-21=3(x+1)

6x+12-21=3z+3 propiedad distributiva del producto
6rx-9=3z+3 se resolvi6 12 — 21
6z -3x=9+3 se sumo 9 — 3z en ambos miembros
3z =12 se resolvio
rx=4 se dividieron ambos miembros por 3.

> El paso “se sumé 9 — 3z en ambos miembros” es lo que suele expresarse
informalmente como “llevamos a un lado todo lo que tiene x, y al otro lo que no
tiene z”.

Luego de realizar la verificacion (este es un paso que debe hacerse siempre,
aunque lo omitiremos algunas veces aqui), podemos concluir que el conjunto
solucién de la ecuacién es S = {4}. K

Ejemplo 88. Un error frecuente. <
Cuando no se comprende el proceso utilizado para despejar la incégnita en
una ecuacion, pueden cometerse errores como el siguiente:

30
67=30 <= 2= -=-5. X
Es decir, el nimero 6 que estd multiplicando a la incégnita se lo “pasa” dividien-
do, y como es positivo se lo “pasa” ademds como negativo. Incluso a veces, por

ser positivo, suele verse lo siguiente:
6r=30 <= x=30-6=24. X

Todos estos errores pueden evitarse pensando cudl es la propiedad que hace que

el nimero 6 se “elimine” del lado izquierdo: dividir ambos miembros por 6 como
sigue

30

6z = 30 6;:6 — z=5 V «
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Ejemplo 89. Resolver la ecuacién 5% + 3v/2z - 6 = 235 - 9.

Solucion:

524+3vV22-6=2%5-9

25 + 3v/2x - 6 = 31 se resolvié 5 y también 235 — 9
3vV2z -6=31-25 se rest6 25 en ambos miembros
3V2r-6=6 se resolvi6 31 — 25

2z -6 = g se dividieron ambos miembros por 3
2r -6 =2 se resolvid g
2z — 6 = 22 se elevaron ambos miembros al cuadrado
20=4+6 se sumé 6 en ambos miembros
22 =10 se resolvié el miembro derecho
T = 1—20 se dividieron ambos miembros por 2
T =5. se resolvié 12

2
Luego de realizar la verificacion, podemos concluir que el conjunto solucién de
la ecuacién es S = {5}. «

En lo anterior, uno de los pasos consisti6é en “elevar al cuadrado” ambos
miembros de la ecuacién. Como se muestra en el ejemplo siguiente, esto a veces
puede introducir una solucioén ficticia, por lo que la verificacién se convierte, en
este caso, en un paso fundamental para la resolucion de la ecuacidn.

Ejemplo 90. Cuidado al elevar al cuadrado. <3

Supongamos que tenemos la ecuacién \/x — 3 = -2, y para resolverla eleva-
mos ambos miembros al cuadrado para eliminar el radical. Entonces obtenemos

r-3=(-2)*=4,
lo cual implica x = 7. Verifiquemos si x = 7 es solucién de la ecuacion:
Vi-3=Vi=22-2. X

(Por qué elevar al cuadrado gener6 una solucién incorrecta? Si observamos la
ecuacion original, del lado izquierdo tenemos una cantidad positiva (o cero),
mientras que del derecho, una negativa. Esto permite concluir que ningin va-
lor de x har cierta esta igualdad, es decir, S = @. Al elevar al cuadrado ambos
miembros los convertimos en positivos, y generamos asi soluciones para la nueva
ecuacién, que no necesariamente resuelven la original. A continuacién amplia-
remos esto, y veremos como proceder en estos casos para determinar la solucién
de la ecuacion dada. «
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& En el ejemplo anterior, ;cudl es la operacién que generd una solucién
ficticia? Cuando, para eliminar el radical, elevamos un nimero a una potencia
par podemos introducir una solucion ficticia. El motivo es el siguiente:

a=b= a’®="b°
Sin embargo,
2 _ ;2 2 _ 2
a“=b">a=0b pueslocorrectoes a“=b" = |a|=1d,

ya que Va2 = |z|, segiin la férmula (2.3.3) en la pagina 52 aplicada para n = 2.

> El razonamiento matemdtico para cuando trabajamos con implicaciones en
lugar de equivalencias es el siguiente: si x es solucién de la ecuacion original,
entonces debe satisfacer la obtenida al elevar la misma al cuadrado. Eso no signi-
fica que lo reciproco sea cierto: no todo valor que satisfaga la ecuacion resultante
de elevar al cuadrado la original, serd solucién de ella. La importancia de los
valores obtenidos al resolver la nueva ecuacion es que, si la original tiene
soluciones, estas se encontraran entre dichos valores. Luego, para hallar las
soluciones de la ecuacién dada, simplemente debemos verificar cudles de estos
valores la satisfacen. Si ninguno lo hace, la ecuacién no tiene solucién. Este es
el procedimiento que debe efectuarse siempre que se trabaje con ecuaciones que
involucren radicales. En el Ejemplo 102 volveremos a ilustrar esto.

Ejemplo 91. Ecuaciones con valor absoluto. Resolver 2|z — 4| -1 =5.

Solucion:
2Qx-4-1=5 <= 2r-4=6 < |z —4|=3.

Si |y| = 3, por definicién se tiene que y = 3 0 y = —3. En simbolos,
ly=3 <= y=3 o y=-3.

En este caso, lo que cumple el rol de y es todo lo que estd dentro del valor
absoluto, es decir, = — 4. Luego

|z -—4/=3 <= z-4=3 o z-4=-3.

Estas dos igualdades arrojan x =3 +4 =7, 0 bien x = -3 + 4 = 1. Luego, puesto
que el conjunto solucién S consiste en todas las soluciones posibles, tenemos
que S = {7, 1}, como puede facilmente verificarse. K

Como vimos en el Ejemplo 90, al elevar ambos miembros de una ecuacién
al cuadrado (o cualquier otra potencia par), se pueden introducir soluciones fic-
ticias. La clave estd en que Va2 = || (y no simplemente x, como suele verse
cuando se “simplifican” el indice con el exponente). Recordar esto es funda-
mental para no “perder” soluciones al aplicar raices con indice par en ambos
miembros de una igualdad, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 92. Cuidado al cancelar indices y exponentes pares. <3

Considerar la ecuacién %(m +5)% = 8. Veamos un error muy frecuente al
resolver este tipo de ecuaciones, que lleva a “perder” soluciones:

1
§(x+5)2:8<=> (+5)2=16 < 2+5=4 «— z=-1. X

Si bien z = -1 es una de las soluciones de la ecuacidn, al “pasar” la raiz en
forma incorrecta perdimos otra de ellas. En este caso, la resolucién correcta es

1
5(3:+5)2 =8 <= (z+5)2=16 < \/(#+5)2=V16 > |z+5|=4.
Esta tdltima igualdad de traduce en las posibilidades

r+5=4 o T +5=-4,

lo cual induce las dos soluciones « = -1y « = 9. Entonces S = {-1, -9}. <«

El siguiente ejemplo muestra otra forma de perder soluciones, al “cancelar”
expresiones que se anulan para algtin valor de la incégnita.

Ejemplo 93. Cuidado de no dividir por cero. <»

La propiedad uniforme implica que si @ = b entonces a : ¢ = b : ¢ para todo
c permitido en la division, es decir, siempre que ¢ # 0. Es por eso que hay que
tener cuidado, cuando “pasamos dividiendo” una expresion, de asegurarnos de
que esta sea distinta de cero, y considerar aparte el caso que sea cero, para no
perder alguna de las soluciones de la ecuacién. Para ilustrar esto, consideremos
las siguientes ecuaciones:

32— 6=8zx-16, 22— 2?2+ 22 -2=62-6.

Una forma de resolver la primera es sacando el nimero 3 como factor comin
del miembro izquierdo y el 6 del miembro derecho, para obtener

3(x-2) =6(x-2).

Si en la expresion anterior “cancelamos” (x — 2), obtenemos 3 = 6, lo cual no
es cierto y podria hacernos pensar que la ecuacién no tiene solucién. Sin em-
bargo, el error estd en que cuando “cancelamos” en realidad estamos utilizando
la propiedad uniforme para dividir ambos miembros por (z — 2). Al hacer esto,
para no dividir por cero debemos pedir que = # 2. Entonces, resta considerar el
caso x = 2: debemos preguntarnos si este valor es o no solucién de la ecuacién
dada. Para ello reemplazamos por dicho valor en la ecuacién original, y vemos
que ambos miembros valen cero. Es decir, la igualdad se cumple, y por lo tanto
x = 2 es solucién de la ecuacién. Luego, el conjunto solucién es S = {2}.
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Lo mismo ocurre con la segunda ecuacioén, en la que si sacamos factor comin
x2 de los dos primeros términos de la izquierda, de los dos restantes sacamos 2
como factor comtin, y en el miembro derecho sacamos el nimero 8 como factor
comun, nos queda
2 (x-1)+2(z-1)=6(z-1).

Si sacamos ahora factor comin (x — 1) del lado izquierdo, la ecuaci6n anterior
resulta
(z-1)(2*+2) =6(z-1).

Entonces consideramos dos posibilidades: x = 1 y « # 1. En este tltimo caso
podemos dividir ambos miembros por (x — 1), ya que esta cantidad no es cero,
y obtenemos

2% +2=6.

Esto es equivalente a 2 = 4, cuyas soluciones son 2 = 2 y 2 = —2 (recordar que
Vi = |z]). Sin embargo, no debemos olvidarnos de considerar la posibilidad
x = 1, para determinar si este valor forma parte o no de las soluciones. Reempla-
zando z por dicho valor en la ecuacién original se obtiene cero a ambos lados del
signo igual, por lo que z = 1 también es solucién. Asi, como puede verificarse,
S={2,-2,1}. «

Ejemplo 94. La incégnita en el exponente. Resolver la ecuacién 53772 = 20.

Solucion: Para “bajar” el exponente aplicamos logaritmo a ambos miembros (en
este caso en base 5) y luego usamos una de las propiedades del logaritmo (ver
pdgina 37) para “cancelar” las operaciones (pues log, (a*) = zlog, a = z):

55772 = 20 <= log; (5*"7?) = log; 20.

Puesto que logs 20 ~ 1.861, podemos obtener un valor aproximado de la solu-
cién resolviendo la ecuacién

3r-2=1.861,
cuya solucién es = = % = 1.287. Para verificar que el valor x = 1.287 aproxi-
ma a la solucién, reemplazamos en la ecuacion para obtener

53-1.28772 _ 51.861 ~ 20.

Trabajar con aproximaciones numéricas sirve para dar una idea del valor de
la solucién en problemas concretos. Pero, en este caso, dicha solucién puede
expresarse de manera exacta como

« 2+logs20
Tt = —
3

de modo que el conjunto solucién es S = {z*}. K
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Ejemplo 95. La incognita en el exponente: usando propiedades de la poten-
cia. Resolver la ecuacién 271677 = (0.5)*78.

Solucion: Notar que en este caso es posible expresar todas las potencias invo-
lucradas en la ecuacidon en una misma base. Asi, la misma puede reescribirse

como ~ e
2 (2 T =(27Y) .
Usando las propiedades de la potencia, podemos a su vez reescribirla como

21—4w _ 2—:c+8

)

es decir,
2*3% - 2*I+8.

Aplicamos ahora logaritmo a ambos miembros (en este caso en base 2) y luego
usamos una de las propiedades del logaritmo para “cancelar” las operaciones:

log, (2777) = log, (277°%) = -3z = -z + 5
Resolviendo esta ecuacién obtenemos x = —4. Realicemos la verificacion:
x=-4: 2—4164 _ 2—4216 _ 212 _ 24+8 - (0.5)—4—8. /

Por lo tanto, podemos concluir que el conjunto solucién es S = {-4}. K

A Al resolver una ecuacién suponemos que x es un valor que satisface la
igualdad y, a partir de ello, operamos. Pero suponer que satisface la igualdad
implica suponer que las operaciones involucradas en la misma estdn bien defi-
nidas para dicho valor. Esto aqui significa que no genera denominadores nulos,
radicandos negativos cuando haya indices pares o logaritmos de un nimero ne-
gativo o cero. En otras palabras, suponemos que z es un valor “permitido” para
la ecuacion dada. Al momento de resolver una ecuacion, es fundamental iden-
tificar los valores permitidos, para descartar como solucién aquellos que no lo
sean. El siguiente ejemplo ilustra el caso de los valores que deben descartarse
debido a que generan un denominador nulo.

Ejemplo 96. Valores no permitidos: generan denominadores nulos. <

Resolver la ecuacion 3% =1 + -2,
r—3 x-3

Solucion: Puesto que la expresion x — 3 aparece en los denominadores, esto
automdticamente descarta a = 3 como solucién de la ecuacién, pues al reem-
plazar x por el valor 3, estarfamos dividiendo por cero. Teniendo esto presente,
es decir, si x # 3, resolvamos ahora la ecuacién:

<:>3x:(l+x?3)(x—3).
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Aplicando la propiedad distributiva en el miembro derecho se obtiene
3r=x-3+9,

lo que equivale a 2z = 6, y por lo tanto = = 3. Puesto que este valor era no permi-
tido, se concluye que la ecuacién no tiene solucién. A diferencia del Ejemplo 93
en el que dividimos por cero, en este caso la estrategia de multiplicar a ambos
miembros por z — 3 es correcta, solamente que la solucién obtenida estaba des-
cartada de antemano. «

> El ejemplo anterior muestra cémo se procede cuando se trabaja con ecua-
ciones que involucran fracciones algebraicas, o cualquier expresion en la cual la
incégnita aparece en un denominador: se deben descartar todos los valores de
la misma que anulen a alguno de los denominadores dados. En ecuaciones con
logaritmos, los valores permitidos para la incégnita son aquellos que no generan,
en la ecuacién dada, ningtin logaritmo de un nimero negativo o cero. [lustramos
esto en los ejemplos a continuacion.

Ejemplo 97. Ecuaciones con logaritmos. Resolver la ecuacion

logs(3z) —logs (22 +1) = 0.

Solucion: Los valores permitidos son aquellos x tales que
x>0 y 2x+1>0. (+)

Esto significa que los valores de z que no satisfagan alguna de estas dos desigual-
dades no podran ser solucién de la ecuacion, ya que generarian una operacion
no definida.

Para resolver este tipo de ecuaciones se utilizan las propiedades de los loga-
ritmos:

3z
logs(3z) —logs (22 + 1) = logs (2x 1 ) ,

por lo que la ecuacion dada se reescribe como

3z
log- =0
Ogd(2x+1)

Notar que aqui el denominador 2z + 1 es distinto de cero, pues requerimos que
esta cantidad sea positiva al determinar los valores permitidos para x. Suponga-
mos que existe un valor de x dentro de los permitidos (es decir, que verifica las
dos desigualdades en (1)) que satisface la ecuacion. Ahora trataremos de hallar-
lo. De la definicién de logaritmo, la tltima igualdad vale si y solo si

50 - 3z
Cor+ 1]
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De esta manera, hemos eliminado el logaritmo para obtener la ecuacién equiva-

lente
3x

2z 41’
la que, a su vez, equivale a 3z = 2z + 1, cuya solucién es = 1. Notar que este
valor satisface las dos desigualdades establecidas al comienzo:

3-1>0 y 2-1+1>0,

por lo tanto es un valor permitido para la solucidon. Resta entonces realizar la
verificacidn, para comprobar que es solucién de la ecuacion:

z=1: logs(3-1)-logs(2-1+1) =log;3-log;3=0.

Luego, el conjunto solucién es S = {1}. «

Ejemplo 98. Valores no permitidos: generan logaritmos de cantidades no
positivas. <3

Resolver la ecuacién logs (2 — 4) + logg (x +4) = 2.

Solucion: Los valores permitidos son aquellos x tales que
z-4>0 y x+4>0.

Para resolver la ecuacion, sea x un valor que satisface la ecuacion. Para ha-
llarlo, aplicando la propiedad de la suma de logaritmos de igual base, tenemos
que

logs (- 4) + logs(x + 4) = logs (¢ - 4) - (x +4)),
por lo que la ecuacion dada puede reescribirse como
logs ((z—4)-(z+4)) =2.
De la definicién de logaritmo, esto vale si y solo si
(z-4)-(z+4) =32
lo cual es equivalente a
z®-16=9.

Esta tltima igualdad equivale a 2% = 25, y sabemos que los valores posibles de
x que satisfacen esto son z = 5 y x = —5. Sin embargo, solamente el primero de
ellos satisface las dos desigualdades requeridas para los valores permitidos, por
lo z = -5 se descarta. Reemplacemos entonces en la ecuacién para verificar que
x =5 es solucion:

z=5: logs(5-4)+logyg(5+4) =logg1+logs9=0+2=2. ¢

Luego, el conjunto solucién es S = {5}. K
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> Para el caso de ecuaciones que involucran radicales con indice par, los valores
permitidos para la incégnita son aquellos que no generan radicandos negativos.
Se ilustra el modo de resolver ecuaciones de este tipo en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 99. Valores no permitidos: generan radicales con indice par y ra-
dicando negativo. <»

Resolver la ecuacion vV — 3 = /2x — 4.

Solucion: Los valores permitidos son aquellos x tales que
r-3>0 y 2r-4>0.

Para resolver la ecuacion, comenzamos elevando ambos miembros al cua-
drado para eliminar los radicales, obteniendo la ecuacién

r—-3=2x-4.
Hallemos su solucidn:
r-3=2x-4<—= -3+4=2x—u,

es decir, x = 1. Sin embargo, este valor no es permitido ya que no satisface nin-
guna de las desigualdades requeridas al comienzo (como antes, no satisfacer al
menos una de ellas es suficiente para descartarlo). Por lo tanto, no existe ningtin
nuimero real que sea solucién de la ecuacion dada, y S = @. «

NS
CJ/ Con el fin de reforzar todo lo visto hasta aqui, resumimos a continuacién
los casos en los que se debe tener cuidado:

= Formas de generar soluciones ficticias: al elevar al cuadrado (u otra pon-
tencia par). Los valores que no resulten solucion se detectaran al realizar
la verificacion. Ver Ejemplo 90.

= Formas de “perder’ soluciones:

* al simplificar incorrectamente exponentes e indices pares. Ver Ejem-
plo 92;

* al dividir por una expresion y no considerar el caso en que la misma
se anule. Ver Ejemplo 93.

* los que generen denominadores iguales a cero. Ver Ejemplo 96;

* los que generen logaritmos de cantidades no positivas. Ver Ejem-
plos 97 y 98;

* los que generen radicandos negativos. Ver Ejemplo 99.
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>
CJ/ Algunas ecuaciones pueden ser llevadas a una forma particular: un pro-
ducto de factores en un miembro, y cero en el otro. Para resolver este tipo de
ecuaciones se utiliza una propiedad conocida como propiedad del producto
cero, la cual establece que:

Un producto de factores es cero si y solo si uno o mas
de los factores son iguales a cero.

El siguiente ejemplo muestra una aplicacién de la propiedad del producto
cero.

Ejemplo 100. Un producto igual a cero. Resolver la ecuacién
(z-2)(z*-1)=0.
Solucion: Por la propiedad del producto cero, sabemos que la ecuacion se satis-
face si y solo si uno o ambos factores son cero. Es decir
r-2=0 o 2*-1=0.
Resolviendo estas ecuaciones se obtiene

xr=2 0 .1‘2\3/_:1.

Luego, tenemos que S = {2, 1}. Se puede ver en la ecuacién original que cual-
quiera de estos dos valores anulan el miembro izquierdo. «

34+2%2-3z=6.

3

Ejemplo 101. Resolver la ecuacién z% —

Solucion: La ecuacién dada es equivalente a 2* —23+12~32—6 = 0. Factorizando
el polinomio que aparece a la izquierda, la ecuacion se transforma en

(z-2)(x+1)(z*+3) =0.

Por la propiedad del producto cero, sabemos que la ecuacion se satisface si y
solo si alguno de los factores es cero. Es decir

r—-2=0, rz+1=0 0 2 +3=0.

La tltima opcién no es posible ya que 2% +3 > 0+3 = 3 > 0, por lo que solamente
pueden valer las dos primeras. Resolviendo estas dos ecuaciones se obtiene

T =2 0 x=-1.

Entonces S = {2, —1}. Se puede ver en la ecuaci6n original que cualquiera de
estos dos valores hacen que el miembro izquierdo valga 6. &
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Ejemplo 102. Descartando soluciones ficticias. <»
Hallar los valores de x que satisfacen la igualdad x + 4 = V2 + 10.

Solucion: Los valores permitidos para = son aquellos tales que x + 10 > 0, pues
si el indice es par entonces el radicando no puede ser negativo. Para resolver
la ecuacién, elevamos ambos miembros al cuadrado para eliminar el radical, y
obtenemos:

(z+4)*=2+10.

Resolvamos esta ecuacion:

(z+4)?=2+10<=2*+8x+16=x+10

= 22+ 7 +6=0.

Aplicando la regla de Ruffini, el polinomio que aparece en el miembro izquierdo
puede factorizarse como (x + 1)(« + 6), por lo que la ecuacién se transforma en

(z+1)(x+6)=0.

Por la propiedad del producto cero, las soluciones son x = -1 y x = —6. Ambos
valores son permitidos, pues ninguno genera radicando negativo en la ecuacién
original. Sin embargo, puesto que hemos elevado al cuadrado para resolver, pu-
dimos haber introducido una solucion ficticia. Para determinar esto, debemos
verificar la validez de la ecuacién original con cada valor obtenido. A continua-
cion calculamos el valor de ambos miembros de la ecuacién dada para cada uno
de los valores obtenidos, para determinar si se cumple la igualdad o no:

r+4 v+ 10
r=-1 -1+4-=3 V-1+10=3, Vv
r=-6 -6+4=-2 J6+10=2 X

Por lo tanto, el conjunto solucién es S = {-1}. K

Como consecuencia de la propiedad del producto cero se obtiene la del co-
ciente cero:

Un cociente es cero si y solo si el numerador es cero
(y el denominador distinto de cero).

Ejemplo 103. Un cociente igual a cero. Resolver la ecuacién

24+3x-18
e +30-18

2 +1
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Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Solucion: Observemos primero que el denominador que aparece en la ecuacién
nunca es cero, ya que 22 + 1 >0+ 1 = 1 > 0. Por la propiedad del cociente cero,
sabemos que la ecuacién se satisface si y solo si el numerador es cero. Es decir,
la ecuacidn se transforma en

22 +3x-18=0.

Para resolver esta ecuacion® aplicamos la regla de Ruffini para factorizar el po-
linomio del miembro izquierdo como 2 + 3z — 18 = (2 +6) (x - 3). Por lo tanto,
la ecuacion que debemos resolver es

(z+6)(z-3) =0.

Aplicando ahora la propiedad del producto cero sabemos que las posibilidades
son
z+6=0 o z-3=0.

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene x = —6 y = = 3. Puesto que ninguno
de estos valores anula al denominador ya que, como dijimos al principio, este
nunca se anula, ambos estdn permitidos. Por lo tanto, el conjunto solucién es
S ={-6, 3}. «

@) Para resolver ecuaciones en Ge:xGebra se dispone del comando Resuelve,
donde se coloca entre paréntesis la ecuacién en la cual la incégnita siempre debe
llamarse z. Otra opcion es ingresar la ecuacion tal como aparece en el campo
de entradas, y aparecerd un botén que dice RESUELVE. La salida serd una o
mas lineas verticales indicando el o los valores de la solucién. Si la ecuacién es
polinémica se indicard también una lista con las soluciones.

Ejercicios 4.2
1. Resolver los problemas planteados en los Ejemplos 82 y 83, de la pagina 98.

2. Resolver los problemas planteados en los Ejercicios 1 a 5 de la Seccién 4.1.
3-24. Resolver las ecuaciones. Recordar que se debe expresar la solucion y
realizar la verificacion (analizar antes cudles son los valores permitidos).

3. 2(x+3)-5(-2x+1)=22-19

4. 24+3-20=-11

x
4
5. 2= Y57

6. Bzl 420 oy 3

*En la seccién siguiente veremos una férmula para resolver este tipo de ecuaciones.
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10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.

26.

£+$:O
-2+[t-3|=6

[1+ 5z =-9

|5 - 22| - 8| =3
53]-2
Vr-2=1+Vz-4
3#l =81
57257 = 125
/a5 - 1

v/ 3 8/9 = 322

log(z +1) +logh =log(x - 3)
log; (22 -5)* =8

logg(z+1) +logg9(x+1) =2
log, 81 -2log,3=2

log, x + logy(x +6) = 4

In(z+8)=lnz+1In8

log\/8x +2-logvVz—-4=1-log2

Factorizar para resolver las siguientes ecuaciones polindmicas:

(@) z*-32>-322+112-6=0
(b) 2x° + 2z* — 1623 - 2422 =0
(¢) z%—252% + 22 =25

d) 22* —4ad + 222 =23+ -2

(e) z° +52% +x =322 + 162 + 36

O Ingresar las ecuaciones polindmicas del ejercicio anterior en el campo de

entradas de Ge:zGebra para comparar con los resultados obtenidos.
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27. ﬂ Cintia quiere ser cantante. Tiene un contrato discografico que le paga una
tarifa base de $4000 pesos mensuales y $120 por cada disco que vende. El
mes pasado gand un total de $8440. Escribir una ecuacion que determine el
nimero de discos que vendi6 Cintia el dltimo mes, y resolverla.

28. Al multiplicar un cierto niimero por 81, este aumenta en 154000 unidades.
(Cuadl es dicho nimero?

29. La suma de tres nimeros impares consecutivos es igual a 99. Hallar la suma
de los dos niimeros mayores.

30. Q Hay 3400 personas en un estadio. Se observa que por cada 10 visitantes
habia 24 locales. ;Cudntos locales asistieron?

31. B8 La suma de las edades de 4 amigos es 46. José y Franco tienen la misma
edad. Francisco supera en 3 afios a la mitad de la edad de cada uno de ellos,
mientras que Luciano tiene 4 afios mds que Francisco. Determinar la edad de
cada uno.

4.3. Ecuaciones de segundo grado

En esta seccién veremos como resolver una ecuacion de segundo grado
(también llamada cuadratica), la cual es una de la forma

az® +br+c=0,

donde a, b y c son nimeros reales, con a # 0, y x es la incégnita. Es decir, es un
polinomio de grado 2 igualado a cero. Aqui a es llamado coeficiente cuadratico,
b el coeficiente lineal y ¢ es el término independiente.

> Notar que pedimos el coeficiente cuadratico a distinto de cero para que
efectivamente sea un polinomio de grado 2, ya que si a = 0 entonces la ecuacién
es bx + ¢ = 0, la cual deja de ser cuadratica. Si b # 0, la solucion de esta ecuacion

lineal es x = —%.

Sin embargo, los coeficientes b o ¢ pueden ser cero. Si esto ocurre, es decir,
si al menos uno de ellos es cero, entonces la ecuacion cuadratica es sencilla de
resolver, aplicando las herramientas dadas en la seccién anterior. Analizaremos
estos casos en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 104. Coeficiente lineal b = 0. Supongamos que tenemos la ecuacién
22° -8 =0.

Esta ecuacion se resuelve en forma directa con lo aprendido en la seccién ante-
rior, simplemente despejando z de la forma usual:

202 -8=0 < 21%°=8 <— 1?°=4 <— 1==+2.
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4.3. Ecuaciones de segundo grado

Luego, el conjunto solucién de la ecuacion es S = {2, —2}. Notar que el mismo
conjunto es solucién de
-22° +8=0.

Sin embargo, veamos qué ocurre si la ecuacion fuese
222 +8 = 0.
En este caso, con los mismos pasos anteriores obtenemos
z? = -4,

cuya solucién no existe en los reales pues ninglin nimero real elevado al cua-
drado da como resultado un nimero negativo. Lo mismo ocurre si tenemos la
ecuacion

-22% -8 = 0. «

El ejemplo anterior se escribe en forma general como sigue.

g
EI/ La ecuacién cuadritica az? + ¢ = 0 tiene solucién real si y solo si
a-c <0 (es decir, o bien a y c tienen signos distintos, o bien ¢ = 0), y en
) L ~ =
tal caso el conjunto solucién es S = {:I:\/ = }

Ejemplo 105. Término independiente ¢ = 0. Supongamos que tenemos la e-
cuacién
52° -3z = 0.

Entonces podemos factorizar el miembro izquierdo, extrayendo a x como factor
comun:

z(5x-3) =0.

Por la propiedad del producto cero, sabemos que esto ocurre si y solo si
z=0 o bien 5x -3 =0.

Despejando x en la dltima igualdad obtenemos que el conjunto solucién de la
ecuacion dadaes S = {O, g . «

En forma general, factorizando az? + bz = z(ax + b) tenemos que:

N
Cl/ El conjunto solucién de la ecuacién cuadrética ax? + bx = 0 es
S = o, ’;b} Si b = 0, el conjunto solucién se reduce a S = {0}.
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Entonces solamente resta ver como resolver ecuaciones de segundo grado en
las que el polinomio involucrado es completo, es decir, con todos los coeficientes
distintos de cero:

az? + bz +c=0,

con a, by ¢ no nulos. Para resolverla, usaremos una técnica que se conoce como
completar cuadrados, que consiste en sumar y restar una cantidad adecuada,
de manera de hacer aparecer un trinomio cuadrado perfecto. Al sumar y restar
una misma cantidad en uno de los miembros, no estamos alterando la ecuacion,
pues lo que agregamos en total es cero.

Recordemos que un trinomio cuadrado perfecto (abreviado t.c.p.) es un
polinomio de tres términos que resulta de elevar al cuadrado un binomio (ver
pagina 65). En particular, consideremos el que se obtiene de elevar al cuadrado
el binomio z + r, para algtn r real:

(x+7)? =2+ 2rz +1°.

Queremos sumar (y luego restar) una cantidad adecuada, para que aparez-
ca en la ecuacion original algo que tenga la “forma” del trinomio anterior. Esta
forma puede describirse como sigue: el término independiente () es el cuadra-
do de la mitad del coeficiente lineal (27), mientras que el coeficiente cuadratico
es 1. Antes de hacerlo en forma general, veamos un ejemplo para aclarar esta
frase.

Ejemplo 106. Completando cuadrados. Consideremos la ecuacién
22— 6z +5=0.

En este caso el coeficiente lineal es —6, su mitad es -3, y (-3)? = 9, que no coin-
cide con el término independiente que es 5. El truco consiste en hacer aparecer
dicho 9, pero, para no afectar el resultado de la ecuacién, asi como lo sumamos
también lo restamos:

22 —6x+5=a>-62+9-9+5=(z-3)*-4.
N—— —

t.c.p.

Entonces la ecuacién se transforma en
(2-3)2-4=0 <= (2-3)’=4 <= z-3=4+2,

lo que produce las opciones 1 = 2+3 =5y z2 = -2+ 3 = 1 (se utiliza la
notacién x; y zo para indicar dos valores diferentes para las soluciones). Es
decir, el conjunto solucién es S = {5, 1}. Puede verse facilmente que estos dos
valores satisfacen la ecuacién original:

52-6-5+5=25-30+5=0 y 12-6-1+5=1-6+5=0. ¢ «
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> Notar que en el ejemplo anterior el signo del binomio viene dado por el signo
del coeficiente lineal, es decir, el trinomio proviene de resolver (z + r)z, siendo
r la mitad del coeficiente lineal, que puede ser negativo o positivo.

Ejemplo 107. Resolver la ecuacién cuadritica 222 + 42 — 1 = 0 utilizando el
método de completar cuadrados.

Solucion: A diferencia del ejemplo anterior, el coeficiente cuadratico no es 1.
Entonces, el primer paso en este caso es extraer dicho coeficiente como factor
comun, para luego completar cuadrados en lo obtenido:

222 + 4z - 1 :2(:c2+2:r—%) :2(x2+2m+1—1—%)
(S —
t.c.p.

m;): 2z +1)? -

Entonces la ecuacion se transforma en

20x+1)?-3=0 — (w+1)2:% = z+1l=+\/%
lo que implica x1 = \/g— lyaxg= —\/g— 1. «

% Cuando el coeficiente cuadratico no es igual a 1, este debe extraerse como
factor comun. En el ejemplo anterior lo tomamos como factor comin de los
tres términos, pero también podriamos haberlo tomado solamente de los dos que
poseen x:

20% +4zx-1=2(2” +2z) - 1
=2(2”+22+1-1)-1
=2(2”+22+1)-2-1
=2(z+1)%-3.
Hacerlo de esta manera evitd incluir fracciones innecesarias. La tinica precau-
cién que debemos tener es que cuando llevamos el —r2 fuera del paréntesis (en

este caso es —1), no hay que olvidar que estd multiplicado por el factor comin
(que en este caso es 2). 3

No toda ecuacion cuadrdtica tiene siempre dos soluciones reales. Como
puede verse en los siguientes ejemplos, puede ocurrir también que tenga una
Unica solucidn, o incluso que no tenga ninguna.

119

127



Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Ejemplo 108. Una ecuacion cuadratica con solucion tinica. Completar cua-
drados para resolver la ecuacién 22 — 2z + 1 = 0.

Solucion: En este caso el coeficiente lineal es —2, su mitades -1y (-1)2 =1, 1o
cual coincide con el término independiente. Esto significa que el polinomio del
miembro izquierdo ya es un trinomio cuadrado perfecto:

2?2z +1=(z-1)%
Entonces la ecuacion se transforma en
(z-1)?2=0 <= |z-1=0 <= 2-1=0 < x=1.

Puede verificarse que reemplazando x por 1 en el miembro izquierdo de la ecua-
ci6n original se obtiene cero como resultado, por lo que S = {1}. &

Ejemplo 109. Una ecuacion cuadratica sin solucion. Resolver la ecuacion
cua-dritica z2 — 2z + 3 = 0 utilizando el método de completar cuadrados.

Solucion: Aqui, al igual que en el ejemplo anterior, el coeficiente lineal es -2, y
el cuadrado de su mitad es 1, lo cual no coincide con su término independiente
3. Entonces, al sumar y restar 1 se obtiene

22 -20+3= (2 -20+1)-1+3=(z-1)*+2.
Entonces la ecuacién se transforma en
(z-1)?+2=0 — (z-1)%=-2.

La ultima ecuacién no tiene solucién, ya que ningtin nimero real elevado al cua-
drado puede dar como resultado un nimero negativo. Por lo tanto, la ecuacién
no tiene solucion real. «

Siguiendo las mismas ideas de los ejemplos anteriores, consideremos ahora
el caso general
az? +br +c=0,

con a no nulo. Completemos cuadrados:

az2+bx+c:a(x2+§x+§):a(x2+gz+(i)2—(%)2+9)

2a a
| —
t.c.p.
—a(m+i)2+c—ﬁ =a(z-h)*+k
- 2a da ~ ’
2 . . zo
con h = —% yvk=c- Z—a (esta forma de expresar un polinomio cuadratico se

retomard en el Capitulo 5). Luego, la ecuacién original se transforma en

( b )2 b2 ( b )2 b2 - dac
alr+—] +¢c—-—=0 <— r+—) = ——.
2a 4a 4a?
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Aplicando raiz cuadrada a ambos miembros (recordar la propiedad (2.3.3)) y
resolviendo, obtenemos

bjE [b2—dac b  Vb2-dac -bx Vb2 -4dac
4a2 '

“oa —

€T = — + =
2a 2|al 2a

@ La férmula anterior se llama resolvente y se aplica para hallar, si
existen, las soluciones reales de una ecuacién de segundo grado de la
forma az? + bz + ¢ = 0. Si el radicando que aparece en la férmula es
negativo, entonces la ecuacién no tendrd soluciones reales. Si es cero,
tendrd una dnica solucion (llamada solucién doble), y si es positivo en-
tonces la ecuacion tendrd dos soluciones reales distintas x; y x5 dadas

por
. —b+ Vb2 - 4dac . -b—- Vb2 - 4ac
1=—F——, g=————
2a 2a

El radicando se llama discriminante de la ecuacién cuadratica y se denota
como
A = b% - 4ac.

Como mencionamos, sera suficiente con calcular el valor del discriminante para
saber la cantidad de soluciones de una ecuacion cuadratica:

= A > 0: dos soluciones reales distintas;
= A =0: una solucién (llamada doble);

= A < 0: sin soluciones reales.

Lo anterior justifica el “criterio de parada” para la factorizacién de polinomios
cuadréticos, enunciado en la pagina 84.

Ejemplo 110. Aplicando la resolvente. Hallar las soluciones de la ecuacién

202 +42-6=0.

Solucion: Debemos resolver una ecuacion cuadriticaen laque a = 2, b =4y
c = —6. Aplicando la resolvente con estos valores tenemos

~4x\/12-4.2-(-6) 4464 -4+8

s 2.2 1 1

de lo que se obtiene x1 = _44+8 =lyxg= % =-3.Luego, S ={1,-3}. K
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Ejemplo 111. Resolver la ecuacién log,(2x) - log (22 - 8) = 0.

Solucion: Los valores permitidos para x son aquellos tales que
20>0 y x2-8>0,

ya que el logaritmo de nimeros negativos no esta definido.
Para resolver la ecuacién, comenzamos aplicando la propiedad de la resta de
dos logaritmos con igual base para transformar la ecuacién en

2x
I —]=0.
Og?(x2—8)

Por definicién de logaritmo, esto es equivalente a

2z

G
2 -8

con lo que eliminamos el logaritmo, y ahora debemos resolver esta tltima ecua-
cién:
2z

=32 -8=20 22> -22-8=0.
72 -8

1=

Resolvemos ahora esta ecuacion cuadratica usando la resolvente:

2+/(-2)2-4-1-(-8) 246
2= 2.1 ST

lo que lleva a 1 = 4 y ©3 = —2. Sin embargo, z = -2 no formara parte del
conjunto solucidn, ya que no satisface las desigualdades que definen a los valo-
res permitidos (en este caso no satisface ninguna de las dos, pero no satisfacer
alguna de ellas es suficiente para descartar dicho valor). Para verificar que z = 4
es solucién de la ecuacidn original, reemplazamos para obtener:

z=4: log,(2-4)-log, (42 - 8) =log,(8) - log,(8) =0.

Luego, la tinica solucién es = = 4, es decir, S = {4}. K

El siguiente ejemplo muestra que a veces algunas soluciones de la ecuacion
deben ser descartadas como soluciones de un problema concreto. Esto se debe a
que, si bien la ecuacién modela el problema, por el contexto del mismo algunos
valores no son permitidos.

Ejemplo 112. Soluciones descartadas debido al contexto. <

Hallar la longitud de la base de un tridngulo que tiene un drea de 24 cm?, y
cuya altura mide 2 cm mads que la base correspondiente.
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Solucion: Llamemos z a la longitud de la base (en centimetros). Entonces la
altura mide x + 2 cm. Sabemos que

base-altura  x(z +2)
2 o2

24 = Area =

Es decir 48 = z(x + 2), o equivalentemente,
0=2x?+22—48.

Aplicando la resolvente se obtienen dos soluciones para esta ecuacién: z; = 6
y o = —8. Sin embargo, como x representa una longitud, la solucién negativa
queda descartada. Entonces la tinica solucion posible para el problema es que la
longitud de la base sea 6 cm. &

Ejemplo 113. Usando el discriminante. Utilizar el discriminante para deter-
minar la cantidad de soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

(@)4da® +22+3=0, (b) —2>-z+12=0, (©)z*-62+9=0.

Solucion: Calculemos el discriminante de cada ecuacion:

(a) A=22-4-4.3=-44,
(b) A=(-1)2-4-(-1)-12 =49,
() A=(-6)2-4-1-9=0.

De esto podemos concluir que la ecuacion (a) no tiene soluciones reales, la (b)
tiene dos soluciones reales distintas, mientras que la (¢) tiene solucién dnica. &

A Si bien la resolvente es una férmula muy util para hallar soluciones de una
ecuacion cuadrética, manejar el procedimiento de completar cuadrados resultara
fundamental para conocer la apariencia de las funciones cuadraticas, que seran
estudiadas en el capitulo siguiente.

Recordemos que el teorema del resto afirma que si 7 es un ndmero real
y p es un polinomio de grado al menos 1, entonces el resto de dividir p por
(z — 1) es p(r), es decir, el resto es el valor que se obtiene al hallar el valor
numérico de p en . Como consecuencia directa de esto, el teorema del factor
afirma que el binomio (z — ) es factor del polinomio p si y solo si p(r) = 0. Sea
p(z) = ax? +bx+cun polinomio de grado 2, y sean x; y x5 dos soluciones reales
(distintas o iguales) de la ecuacién p(x) = 0 obtenidas mediante la resolvente.
Es decir que

p(z1) =0 y  p(x2)=0,
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o equivalentemente, x; y 2 son raices de p (esto significa que estamos en el
caso A > 0). Luego, tanto (z — 1) como (x — x2) son factores de p. Més
precisamente, se tiene que p se factoriza como:

p(x) =a(z - x1)(x - z3).

Ejemplo 114. Factorizando un polinomio cuadratico. Utilizar la resolvente
para factorizar los polinomios

p(z)=2+2-6 y  q(z)=22>-20-6a.

Una vez obtenida la factorizacion, verificar que es correcta resolviendo el pro-
ducto para recuperar los polinomios dados.
Solucion: Comencemos aplicando la resolvente para hallar las soluciones de

p(z) =0:
e TST (6 145

1,27 2.1 ST

de lo que se infiere z; = 2 y 2 = —3. Entonces, podemos factorizar p como

p(z) = (z=2)(z +3).

Para verificar, hacemos la distributiva y operamos:
(2-2)(z+3)=a?+32-20-6=2"+2-6=p(z). V

Con respecto a ¢, tenemos

6+/(-6)2-4-2-(-20) 6=14
2.2 47

T1,2 =
lo que implica z; = 5y x2 = —2. Por lo tanto ¢ se factoriza como
q(z) =2(xz-5)(x +2).
Realicemos la verificacion:
2(z-5)(z+2) = 2(2%+22-52-10) = 2(2*-32-10) = 222 —62-20 = ¢(z), v

por lo que la factorizacién obtenida es correcta. K

A Un error frecuente es olvidar el nimero a en la factorizacién anterior, y
escribir

¢2)=(z-5)(z+2). X
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4.3. Ecuaciones de segundo grado

Ejercicios 4.3
1. Resolver las siguientes ecuaciones:
(a) 22 +2=38
(b) 2*+4=0
(¢) 222 -4x=0
e a’-z _(

z2+1

(e) o A

2
1
2. Hallar el valor de c tal que 2 — 82 + ¢ es un trinomio cuadrado perfecto.

3. Completar cuadrados para llevar cada polinomio a la forma a(z — h)? + k.
Verificar.

(@) z2+5-2z
(b) 22 +4x+1

() 222 -z +1

4. Completar cuadrados para resolver las siguientes ecuaciones:

@ z2+zx-6=0 () z2-22x+2=0
(b) 222 +8x+8=0 (d) z2-4-3z=0

5. Hallar, si es posible, las soluciones de las siguientes ecuaciones aplicando la
resolvente:
(@) 222 +50+20z =0
(b) z2+32x-4=0
() z2+6x+13=0

6. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) z(3z-2) =2 -5z
(b) 4-3r-2*=3z-2)*-1

2
x°+2x-3 _
© 35 =0

(d) z2+22-3 =0

r—1

(e) V2x -1 = x — 2. Advertencia: recordar que al elevar al cuadrado se
pueden introducir soluciones ficticias.

® 3vV2xr-1=3x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

126

(g) Va2 +6x =x+2x. Sugerencia: elevar al cuadrado dos veces para eli-
minar por completo las raices y luego factorizar para aplicar la propiedad
del producto cero.

(h) 3logy(x) —logy(x +1) =log, (%)

. Usar el discriminante para determinar cantidad de soluciones de las siguientes

ecuaciones:
(@) 222-2x-24=0

(b) =22 -5+2x=0
() —z2 -4z -4=0

. Determinar el valor de a de modo que la ecuacién az? — 24z + 9 = 0 tenga

una raiz doble.

. Utilizar la resolvente para factorizar los polinomios dados a continuacién:

(@) p(z)=22+62+8
(b) q(z) =322 +32-6
(©) r(x)=22+22-63

y La altura de un tridngulo es 2 cm menor que la longitud de la base, y
su drea es de 684 cm?. ;Cuales son las medidas de la base y de la altura de
dicho tridngulo?

Encontrar un nimero natural tal que dos veces su cuadrado exceda al propio
ndmero en 120.

La suma de los cuadrados de dos numeros naturales consecutivos es 113.
Encontrar dichos niumeros.

La suma de los cuadrados de dos nimeros naturales pares consecutivos es
100. Encontrar dichos nimeros.

Encontrar dos nimeros naturales impares consecutivos tales que su producto
sea igual a 195.

.?. Un joven empleado, interrogado acerca de su edad respondié: “El doble
del cuadrado de la edad que tendré dentro de cuatro afios, menos el triple del
cuadrado de la edad que tenia hace dos afios, es el doble de la edad que tendré
dentro de 54 afios”. Determinar la edad del joven empleado al momento de
responder la pregunta.
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4.4. Sistemas de ecuaciones lineales

4.4. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas
incégnitas. Resolver un sistema significa hallar todas las soluciones del sistema,
es decir, todos los valores posibles para las incdgnitas que hacen verdadera cada
una de las ecuaciones.

En particular, veremos métodos para resolver un sistema de dos ecuaciones

lineales con dos incégnitas®, el cual es uno de la forma

amr+biy =
asx + boy Ca,

donde a1, as, b1, ba, c1 y c2 son niimeros reales, y las incégnitas son x e y. La
llave se usa para enfatizar que se quiere que ambas ecuaciones se cumplan a la
vez, es decir, una solucidn al sistema son valores para x € y que hacen vélidas a
ambas igualdades simultdneamente. <

Ejemplo 115. Comprobando si es solucion de un sistema. Podemos compro-
bar que z = 3 e y = 1 es una solucién del sistema

20—y
3x + 2y

2.3-1=6-1=5,

)
11

)

pues

3.3+2.-1=9+2=11. ¢ «

La solucién en el ejemplo anterior también se puede escribir como par or-
denado (3, 1), como veremos en el Capitulo 5 cuando presentemos una interpre-
tacion grafica de este tipo de sistemas y de sus soluciones. Alli encontraremos
también una explicacion para el siguiente hecho.

>
CJ/ Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, ocurre
exactamente una de las siguientes opciones:

= Tiene una solucién tnica.

= Tiene infinitas soluciones.

= No tiene solucion.

*Una ecuacién de primer grado o ecuacion lineal es una igualdad que involucra una o mds
incégnitas con exponente igual a 1, y no contiene productos entre ellas, es decir, una ecuacién que
contiene solamente sumas y restas de miltiplos constantes de una variable a la primera potencia.
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Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Estas tres opciones son las tnicas posibilidades para las soluciones de un
sistema de este tipo: una, ninguna o infinitas.

Los sistemas reciben un nombre de acuerdo a la cantidad de soluciones que
posean: compatible determinado (solucion tinica), compatible indeterminado
(infinitas soluciones), o incompatible (sin soluciones).

La resolucién analitica de este tipo de sistemas es bastante sencilla, pues con-
siste esencialmente en transformar el sistema en una ecuacion lineal de una sola
incégnita, resolverla y hallar con la solucién obtenida el valor de la incégnita
restante. Para ello, veremos dos métodos que describiremos a continuacion.

> Meétodo de sustitucion. Como su nombre lo indica, este método consis-
te en despejar una de las incdgnitas de alguna de las dos ecuaciones, y sustituir
lo obtenido en la restante.

Para ilustrar el procedimiento, resolvamos algunos sistemas mediante este
método.

Ejemplo 116. Resolviendo por sustitucion: solucion tinica. Resolver median-
te sustitucion el siguiente sistema, y luego clasificarlo segtn la cantidad de so-
luciones:

2z+4y = -10
T -5y 2.

Solucion: Observando el sistema, lo mds simple es despejar  de la segunda
ecuacién para obtener
x=2+5y. (%)

Abhora sustituimos esta expresiéon donde aparece x en la primera ecuacion y re-
solvemos:

2(2+5y)+4y=-10 <= 4+ 10y +4y = -10 < 14y =-14 <— y=-1.
Ya tenemos el valor para y, por lo que reemplazando en (*) obtenemos
x=2+5(-1)=-3.

Para verificar, podemos reemplazar estos dos valores en ambas ecuaciones y ver
que las igualdades se cumplen. Por lo tanto la solucién al sistema es x = -3,
y = —1, y el sistema es compatible determinado (tiene solucion dnica). «

Ejemplo 117. Resolviendo por sustitucion: infinitas soluciones. Utilizar el
método de sustitucion para resolver y clasificar el siguiente sistema:
2z - 3y 1
-2.

—4x + 6y
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4.4. Sistemas de ecuaciones lineales

Solucion: Si despejamos z en la primera ecuacién nos queda

1+ 3y
r=—".

(o)

Ahora sustituimos esta expresién donde aparece x en la segunda ecuacion:

Para resolver lo anterior, aplicamos la propiedad distributiva y obtenemos
-2 -6y +6y=-2,

lo que equivale a -2 = —2. Puesto que esta igualdad es siempre cierta, indepen-
dientemente del valor de y, cualquier niimero real es solucion de ella. Para un
valor fijo de y se obtiene el correspondiente valor de = que hace verdaderas las
dos ecuaciones mediante (©). Para aclarar esto, realicemos la verificacion: sea y
un nimero real cualquiera, y sea

e 1+ 3y

2

Veamos que estos valores satisfacen ambas ecuaciones del sistema dado:

1
20-3y=2(=52) -3y =1 3y-3y =1, ¥
—
1
—4-'17+6;1/:—4( +23”)+6y:—2—6;1/+6:1/:—2. 4
——

xr

Asi, para cada ntimero real y dado se obtiene un correspondiente valor de z, de
manera que ambas igualdades se cumplen. Por ejemplo, cuando y = 1 el valor de

T es % =2, o cuando y = 0 entonces = = % = % Luego la ecuacién tiene
infinitas soluciones, por lo que el sistema es compatible indeterminado. «

Ejemplo 118. Resolviendo por sustitucion: sin solucion. Resolver mediante
sustitucion el siguiente sistema, y luego clasificarlo:

T+Y
2x + 2y

Solucion: Si despejamos y en la primera ecuacién nos queda

3
2.

y=3-z.

129

137



Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Ahora sustituimos esta expresién donde aparece y en la segunda ecuacién:
20 +2(3-x)=2.
Para resolver lo anterior, aplicamos la propiedad distributiva y obtenemos
20 +6-2x =2,

lo que equivale a 6 = 2. Puesto que esta igualdad es falsa independientemente
del valor de z, la ecuacién no tiene solucién, y por lo tanto tampoco la tendra el
sistema. En este caso, es un sistema incompatible. «

Veamos ahora otra forma de resolver este tipo de sistemas.

P Método de igualacion. Este método consiste en despejar la misma
incégnita en ambas ecuaciones, y después igualar (como lo indica el nombre)
las dos expresiones obtenidas. De esta forma se obtiene una ecuacién con una
sola incognita, la cual podemos resolver para luego obtener el valor de la otra.

Resolvamos algunos sistemas mediante este método para ilustrarlo.

Ejemplo 119. Resolviendo por igualacion: solucion uinica. Utilizar el método
de igualacién para resolver y clasificar el siguiente sistema:

3z -4y
-z + 5y

-6
13.

Solucion: Por el aspecto de ambas ecuaciones, parece conveniente despejar x de
ambas para obtener
_ —6+4y
z 3
T o5y —13.

Igualamos entonces las dos expresiones obtenidas para x, y luego resolvemos:

-6+4

%:51;—13 — —6+4y=3(5y-13)
— —6+4y=15y-39
— 33=11y
— y=3.

Teniendo el valor para y, podemos obtener el de x reemplazando en cualquiera
de las dos expresiones para ella en funcién de y:

r=5-3-13=15-13=2.

Por lo tanto, luego de realizar la verificacién, se concluye que la solucién al
sistema es z = 2 e y = 3, por lo que el mismo es compatible determinado. «
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Ejemplo 120. Resolviendo por igualacion: infinitas soluciones. Resolver por
igualacidn y clasificar:

3r-6y = 12

dr -8y = 16.

Solucion: Parece indistinto despejar cualquiera de las dos incdgnitas, por lo que
elegiremos despejar x en ambas para obtener, luego de simplificar, el sistema

r = 4+2y
r = 4+2y.

Igualando las dos expresiones obtenidas para x nos queda
4+2y=4+2y,

lo cual es cierto para cualquier valor de y, por lo que el sistema tiene infinitas
soluciones de la forma = = 4 + 2y, siendo y cualquier nimero real. Realicemos
la verificacidn: sea y un nimero real fijo, y sea x = 4 + 2y. Veamos que estos
valores satisfacen ambas ecuaciones del sistema dado:

30-6y=3(4+2y)—6y=12+6y—6y=12, ¢
—

4r-8y=4(4+2y)-8y=16+8y-8y=16. ¢
—_—
Asi, para cada nimero real y dado se obtiene un correspondiente valor de x, de
manera que ambas igualdades se cumplen. Por ejemplo, cuando y = 1 el valor
dexes4+2-1=6,0cuando y = 2 entonces x =4 + 2- 2 = 8. El sistema resulta
entonces compatible indeterminado. «

Ejemplo 121. Resolviendo por igualacion: sin solucion. Resolver mediante el
método de igualacion el siguiente sistema y clasificarlo:

—-4xr+2y = 6
-2z +y 5.

Solucion: Despejando y en ambas ecuaciones tenemos, luego de simplificar,

y = 3+2z
y = 5+2x.

Abhora igualamos:
3+2x =5+ 2x,

lo que equivale a 3 = 5. Puesto que esta igualdad es falsa independientemente
del valor de z, la ecuacion no tiene solucién, y por lo tanto tampoco la tendrd el
sistema. En este caso, es un sistema incompatible. L
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Tanto el método de sustitucion como el de igualacion presentan la misma
eficacia y sencillez, por lo que si no se indica nada, se puede elegir cualquiera
de ellos para resolver un sistema dado.

Aplicaremos lo aprendido sobre sistemas para resolver problemas concretos,

como el siguiente.

Ejemplo 122. Las edades de Camila y de su mama suman 54 afos, y dentro de
9 afios la edad de la mam4 serd el doble de la edad de Camila. ;Cudntos afios
tiene cada una ahora?

Solucion: Llamemos x a la edad de Camila ahora, e y a la edad actual de su
mama. Entonces, las respectivas edades dentro de 9 afios seran z +9 e y+9. Los
datos del problema nos dicen que

r+y = 54 (pues las dos edades suman 54 afos)
2(x+9) = y+9 (loqueocurrird en 9 afios).

Resolveremos este sistema por sustitucion, despejando = de la primera ecuacion:

r=54-y, (1)
y reemplazando en la segunda:
2(64-y+9)=y+9 < 2(63-y)=y+9
— 126-2y=9y+9
— 117=3y
<~ 39=y.

Esto significa que, luego de verificar, la edad de la mama de Camila es 39 afios,
y de (1) tenemos que la edad de Camila es x = 54 — 39 = 15 afios. «

Como mencionamos, retomaremos los sistemas presentados en esta seccién
en el Capitulo 5, para interpretarlos desde el punto de vista gréfico, y resolverlos
también mediante Ge<-Gebra.

Ejercicios 4.4

1. Resolver los sistemas planteados en los Ejemplos 84 y 85 de la pagina 98.

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por sustitucién y cla-
sificar cada uno segtin sus soluciones:

2r-y = b 8r -2y = 5
(a){ r+dy = 7 (b){ -122+3y = 7
z-y = 1 2zx+y = 1
(C){4m+3y = 18 (d){ 6x-3y = -3
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10.

11.

12.

. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por igualacién y cla-

sificar cada uno segtin sus soluciones:

2c+y = 1 -2y = 6
(a){3x+4y - 14 (b){—;my = -3
20+y = 7 r-y = 2
(c){x+2y = 2 (d){Qac—Qy = 5

. Encontrar dos nimeros tales que su suma sea 40 y su diferencia sea 14.

40

. & Carolina tiene hoy el triple de edad que su hijo José. Dentro de 15 afios,

la edad de Carolina serd el doble que la de su hijo. ;Cudntos afios mis que
José tiene su madre hoy?

. &‘ Hallar 1a medida de los lados de un rectangulo cuyo perimetro es 20 cm,

sabiendo que el lado menor excede en 1 cm a la mitad del lado mayor.

. = Un puesto de frutas vende dos variedades de frutillas: pequefias y gran-

des. Una caja de frutillas pequefias se vende en $50, y una de frutillas grandes
se vende a $70. En un dia, el puesto vende 61 cajas de frutillas por un total
de $3810. ;Cuantas cajas de cada tipo se vendieron?

. @ Las edades de Franco y Clara suman 16 afios, y dentro de 12 afios, la

edad de Clara superard en 4 afios a la mitad de la edad de Franco. Determinar
las edades que tienen hoy Franco y Clara.

. @ El costo de las entradas a un teatro es de $80 para los adultos y $50

para los nifios. Si el sdbado pasado asistieron 248 personas y se recaudaron
$15250, ;cuédntos adultos y cudntos nifios asistieron a la funcién el sibado?
2 y

@ En un estacionamiento hay 59 vehiculos entre autos y motos. Si el total
de ruedas es de 202, ;cuantos autos y cuantas motos hay?

é Una empresa que fabrica valijas recibe un pedido para un dia determina-
do. Al planificar la produccién determinan que si fabrican 250 valijas al dia,
faltarian 150 al concluir el plazo que tienen. Si fabrican 260 valijas diarias
entonces les sobrarian 80. ;Cudntos dias tienen de plazo y cudntas valijas les
encargaron?

= La contrasefia de wifi de una escuela posee 6 digitos. Cuando un alumno
la solicita, se le entrega la siguiente instruccion: las 3 primeras cifras corres-
ponden a un nimero z, y las 3 ultimas a un nimero y, los cuales satisfacen
que y — 2z =169 y 3z — y = 18. ;Cual es la contrasefia?
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13. ' Melina comprd una remera y gastd 185 pesos. La pagd entregando el
importe justo, con 10 billetes de dos tipos: de 5 pesos y de 50 pesos. ;Cudntos
billetes de cada clase entreg6?

14. ¥ En una cafeteria se usan dos marcas de café, una de 6 pesos el kilo y
otra de 8.50 pesos el kilo. El encargado quiere preparar una mezcla de las dos
clases cuyo precio sea 7 pesos el kilo. ;Cudntos gramos debe poner por kilo
de cada marca?

15. Expresar lo siguiente como un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 inc6gni-
tas y resolverlo:

D+H+BH -4 7
S+ + O+ 13

Luego, utilizar lo obtenido para hallar el valor de:

@d - PHx$
®) O+ S x®

4.5. Inecuaciones

Una desigualdad es una expresion que contiene alguno de los siguientes
simbolos de orden:

< (menor), > (mayor), < (menor o igual), > (mayor o igual).

Las desigualdades que contienen alguno de los dos primeros simbolos se llaman
estrictas, mientras que las que contienen alguno de los dos dltimos se denomi-
nan no estrictas.

>
E)/ Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones conteniendo
uno o mds valores desconocidos.

Las expresiones que aparecen a ambos lados de los simbolos de la desigual-
dad se llaman miembros.

Las siguientes desigualdades son ejemplos de inecuaciones:

22 -2>5x+1, 3z +2/x-1]>0,
zt -3 <2+ 2z, WSO.
z2+6
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1.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)2x—34=-20
d)7x+9=3+9%
g)bx+6=4+8
1)25—-2x=3x+20
m) 1 +8x=31-16x
0)2x+17=3x+7
r) 48 —3x = 5x
u)3x+1=6x—8
X)3x—10=2x+1
A)S5+8x=2x+20

b)Ox+8=7x+6
e)x—8=2x—11
h)9+9x=17+ 5x
k)d4x+1=3x+3
n)Sx—11=15x-19
p)10-5x=x-2

s) 30 —4x=-3x—-10
v)47-3x=5+11x
y)25-2x=3x-35
B)2x-3=x+5

Ejercicios de Ecuaciones 32 ESO

Departamento de Matematicas

http://selectividad.intergranada.com
Raul Gonzalez Medina

c)4x+3=3x+5
HDx+1=2x-7

1) 2x+3=3x
)5x-3=10x-6
)48 — 18x=9x + 30
q) 70 —3x=4x

t) 10x — 15 =4x +27
w)30-9x=21-"7x
z)75-5x=3x+3
¥Y)2—-6x=3x—-1

Sol: a) 7;b) -1; ¢) 2; d) 3; e) 3; f) 8; @) 1; h) 2;i) 3;j) 1; k) 2; 1) 3/5; m) 5/4; n) 4/5; ii) 2/3; o) 10; p) 2;
q) 10; 1) 6; s) 40; t) 7; u) 3; v) 3; w) 9/2; x) 11;y) 12; z) 9; a) 5/2; B) 8;y) 1/3

2.- Resuelve las siguientes ecuaciones con paréntesis y corchetes:

a)x—3(x—2)=6x—-2
d)5x=7(5x-3)+3
g)2x—1=312x—-15)
J)20=2x— (10— 4x)
m)2x+3(2x—1)=x+67
0)x—3(x+5)=3x+10
r)3(x+4)=4x+1

u) 10 - 9x =4[x — 4]
x)x+3=3[2x-4]

b)3x—7=2(x+1)
e)2(x—5)=3x—-17

h) 2(x — 2)=—(4 —x)

k) 60x —1=3(1 + 12x)
n) 12x + 3(2x —4) =60
p)(x—15)=3(x—-19)

$) 10 +5(x—3)=3(x+1)
v) 15x=2[1+9x] -3
y)3[2x—(GBx+ 1]=x+1

€)2(2+4x)=3+12x
H2+5>x—-13)=x-3

1) 2(3x—49)=—~x+ 14
I)5(x—1)+10(x +2)=45
N)3x—(x+1)=x-2
qQ32-x)=18x-1
t)2(3-4x)=2x-9

w) 3[10 —x]=2[8 —x] + 13x
z) 6x +4=4[2x — 5(x - 2)]

Sol: a) 1;b) 9; ¢) %; d) 3/5; e) 7; f) 15; g) 11; h) 0; i) 16; j) 5; k) 1/6; 1) 2; m) 10; n) 4; i) -1; o) -5;

p) 21; @) 1/3; 1) 11;s) 4; t) 3/2; u) 2;v) 1/3; w) 1; %) 35 ) -1; 2) 2.

3.- Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:

3
a)?x+2=x+4

d) 2[$)=x+3

3x 2x
= 7=="41
g) 5 p
3x b
) —+1=12-=
1) 5 3
2
m) 217 _5x_4
3
yx_13_5x_5
4 6 2 6
x=7_ 10 3
x+3 x+3
R 2
x—=1 x-1

© http://selectividad.intergranada.com

Julio de 2016

—6
b) x—8=2-=
2 3

o2 _6-2x,1

4 33

h) x—lO:g(x—G)

k) Z+>=x-3
5

2x-10 7

n = —
3x=20 8

X X X
—+—+—-=94
Pyt ts

) 3x—9+§=2x—3

v) %I-S(x-zo)z 18—2x

3
C) -2 =243
4 7

5x 3x
———=x-11
2 6 4

) Xix=10+2
3 9

5x—6

) 4x—7 =

3
fi) S+ 4 x =21
176

X X
—+10=—+16
D 3 5

R - Y
4 5 30
x+1 X

W) X+——=x+—
5 2

Sol: a) 4; b) 12; ¢) 28; d) 1; e) 4; ) 12; g) 30; h) 15; i) 9; j) 6; k) 10; 1) 2; m) 1; n) 12; A) 12;
0) -16/27; p) 120; q) 45; r) 2; s) 5; t) 60; u) 2; v) 24; w) 2/3
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4 .- Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:

2) 3x— 1 X ooy 14 XT3 by g X 2X X o XL 3+ X
4 10 4 8 2 6 3
d)S_x_2+3_x_i=0 o) 10 +3+4x=3 H x+2_x+3=2).:;+2
5 2 10 x+5 x+5 x—=1 x+1 x -1
2) 71—3_3):—1 =Sx—1 h) 4x—3_3x—1 =4x—2_1 i) 2_x_2_£:i_3
6 4 4 6 4 3 5 3 10
. 15 5 2x+1 3x 3x-2 15 12x+6 18
) ——-—>=0 k) =—-=-2= ) —-—S—-=
x+10 x+2 4 9 4 x—=2 x =4 x+2
2
m L 21 : n Fopo X o X2+l 3
x—a x+a x"-a 2a 2 x(x+D(x-1) 2x
X x-=5 x 5x-2 x+1 5+x 9-2x X 2x
0) —+————= + =1+ —+x=—=-23-x
)3 2 4 2 P) 2 6 3 D 3 6 ( )
1+x+i 3x 12 X X X
_ X=1_9 = L+l y=2-
r) 1 S) 5 —6 t)2 3+6 x=2-x
2-—— x+1
x+1
u) X X 3—x:—1—2£ )2x_3—£+x=x—— )6x—3_4x—3:2x_2
2 3 5 2 3 5
X) x—1 =2:|f3+3_’_1 ) 2x—x_3:x 4-;-;{ )2x—5_£+2= x+4

Sol: a) -1; b) 40; ¢) 0; d) 1; e) 2; f) 3; @) O; h) 1;i) 30; j) 2; k) -15/7; 1) 4; m) Y2; n) 5-a/(1-a); i) -5;
0) -18/23;p) 2; q) 6;1) 3;8) 5; 1) 6; u) 12; v) 4; w) 2; x) 3;v) -1; 2) 0.

5.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

5 3 3 5 X Jx S+x
a) - - = b) x——+3x=—+—+x+1
x-1 x+4 x*+3x-4 x-1 2 2 3
o) x=3 3(x-2) x-3-(x+2) d) x-3 x-3 x-3 x+3
3 2 2 5 2 3 2
x+2 x-=2 ) x=3 2x-13
e) x(x—2)— — =(x-2)"-4 —+x= +2+x
) X(x=2)-— 7 =(x=2) f) > 3
) x(x-2)= T2 X2 o0 _4r by x— 2 3(ro3)=24 2T
3 2 3 3
3(x+1 +3 3-7 . 2 3x-3 2 7
1) (r+l)_x +x=2x+ a 1) + "Z = +
4 6 12 x+1 x*=-1 x-1 x+1
-3 4x+3 20 5x-5 52 40
[ LA, P 202X 0F
5 5 x+1 x*-1 x-1 x+1

Sol: a) 0; b) 4: ¢) 27/7; d) 51/2; e) -2/7; f) 5: @) 22/31; h) 4: i) 0; j) 0: k) -2; 1) 9
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6.- Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a)x’—Tx+12=0 b)x’—9x+18=0 )X’ —5x+6=0
d)x’+8x+15=0 e)x —6x—27=0 x*—6x+9=0
g)x*+6x=-9 h) 4x* + 4x =3 )x*—9x+14=0
N —6x+8=0 k) 2x* + 10x —48 =0 1) x> —x=20

m) x> =5x+6 n) 2x* - 5x+3=0 fi) x>+ 10x +25=0
0)x"+9=10x p) 3x*—39x+ 108 =0 QP2 —9x+9=0
r) 3x*+2x=8 s)4x* + 12x+9=0 t) 5x* +1=6x

u) 6x° + 1 = 5x V) 6x° — 6= 5x W) 2+ Tx+6=0
X)x*=2x+3 y) 4x* +3 = 8x )X —x+1/4=0

Sol:a) 3y4;b)3y6;c)2y3:d)-5y-3)e)-3v9;f) 3:0) -3:h) %y-3/21)2y7: i) 4y 2 k) 3y-81)-4y5m)6y-1;n) 1y3/2;
n)-50)1y9;p)4y9q 3y3/2;r) -2y4/3;s)-3/2;1) 1y 1/5,u) 2y 1/3;v) -2/3y 3/2; w) -2y -3/2;x) -1y 3;y) Y2y 3/2; 2) .

7.- Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones:

x—1 x—3 1

X 3x+2_ b x_3 2_—:2x c _ :3x
a)l—?— 3 =1 ) (x—3) 3 ) P
d)x—z+L:5x+5 e) x—l_3+x:2 x—l_3+x=

x 2x x+1 X x+1 x-1
o) 3){_1_§=1+3x h) x_'_l:i i) x_2=2x—3

X 4 x 3x X
2 2x 2
D x+— ) X —x=5- D +2=3
m) x+2=3 n) x—2= 2278 P
X X 2 x X
6 2 3x+10
0) 2x-2=—"2__5 p) x(x+1)— x+X1=0 q)i—l-—: a
x—1 2 3 x 3x
— — 1
) x+3:2x+1 S) 2(x 1) :l 0 x—3 __ 1
x—1 3Ix*—2x-2 Xx 2(x-1) X

Sol: a)-2y-1;b)4/3y 7;¢) 58y 0;d)-3/4y-1/2;e) -3y-1/2;f) -3y 0; @) 1y-4/3;h) 1y-1;i) 3y 1;j) 3; k) -1/3 y 2/3;
ND2y3;m)ly2;n)dy2;n)-2y6;0)-112y3;p) 0y q)-1yd;x)-2y2;s)ey2/3;t)-1y2.

8.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

) (r-3)(-2)+ Y o (g2 b) (x-2)x-x+2—x22_4 = (x-2)* -4
O (=32 -2 22 3= =(x-27 d) x_3+3x—%=2x—%—3

) 3524 (r-1) = 3(r-2) - (v-) y ““23)2 R mxe(x-2)
g)i+3x+3x2—2=%+3x2 h)2+x;4=4x3+4+i:;

Sol:a) 1y4;b)-2/3y4;¢c)-1y83;d)-5yl;e)-2y2;f) 1y5/3;0)53y0;h)2y4
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9.- Resuelve:
2 2
1) =%, (Sol: x=22) |6) X X3 (Sol: X;=-3/2, xo=-1)
X+3 x—1
X2 -4 7) X113 (Sol: x=45)
2) =-12 (Sol: x1=-8, x2=-4) 21 12 T
X+3 X =
X x-1 g) 1-Z&x_ x (x:=-1: x5=-1/3)
3) X (Soluc: x=1/3) Xx+7  x-1 ’
3x -3x-1 X
2 — 2 fr— - - -
4) 35x i 23x 0 (Sol: x1=0, x,=-2/3) 9) (x-3)= 2 (Sol: x1=4, x;=9/4)
x —
2x+4
2 — 10 = Sol: x1=1, xz=-3
5 X +3)‘:a3 4_, (Sol: xi=1, xs=—4) ) 6+ x=8 (Sol: x1=1, x2=-3)
x_
11) 1064 = W X (Sol: xi=19, x,=-56/3)

10.- Resuelve las ecuaciones:
(x +2) _7 _(x+3)(x-3)

1)
9 9 5
g) (@1 Y (x+3)(x—3)_20
5 3 3
3) (x—3)2+(x+1)(x—1)=4x2—19x+31
2 3 6
a) (x+1)(2x=1) _(x+1)° _x(7x-8) -1
6 9 18
5) (x-2) L 5X6 _(x+3)(x-3) 5
2 6 3
6) (x+2)(x=2) (x=3)° _x(11-x)
4 3 6
7) 3(x*~11) _ 2(x" ~60) _ 4
5 7
8) (x—1)2_(1+2x)2__2_(2x-1)(2x+1)
2 3 3
9) (x+3)(x=3)-4 x-2 (x=2)* +1
2 3 6
10) (x+2)(x—2)+2x+1_6—5(x—2)_3{x—1)2+11
12 18 6 - 36

11.- Resuelve las ecuaciones irracionales:
a) x+ Jx =30
c) m- x=17
e) 5\/.; +3=2x
2) \/4x+5 —\/3x+1 =1

i) VV2r—1+vVx+4 =6
k) Vx' —2x =/x

m) 2Wx+4=+/5x+4

Sol: a) 25; b) 16; ¢) -3y -14; d) 13/9; €) 9y ¥ f) 8y %; @)

© http://selectividad.intergranada.com
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(Sol: x1=2, x2=-24/7)
(Sol: x1=2, x2=-26/7)
(Sol: x1=-3, x2=2)
(Sol: x1=-2, x2=2/3)
(Sol: x1=0, x2=7)
(Sol: x1=-8, x2=6)
(Sol: x=%9)

(Sol: x1=1, x2=11/3)

(Sol: x1=4, x2=-5)

(Sol: x;=3)

b) Vx+1=x+9
d) Jx+4=3-Jx-1
f) 3v6x+1-5=2x
h) V2x—1++/x+4 =6

) 1++x+1=x/3

D) Vx—=3+/x+4 =4x+1

n) Vxt+3x+7=5

5y 1;h)5;i)221;§) 15y 0; k) 0,3y -3;1) 12; m) 12; n) 3y -6.
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Algoritmo de resolucion de Problemas de Ecuaciones:

a) Lecturay comprension del enunciado

b) Traduccion del problema al lenguaje algebraico.

c) Planteamiento de la Ecuacién.

d) Resolucién de la ecuacion con precision.

e) Evaluacion e interpretacion de los resultados con los datos
del enunciado.

Problemas de Nimeros

1.- Tres nmeros consecutivos suman 51, {Cudles son esos nimeros?

Solucién: 16, 17y 18
2.- Calcula el nimero que sumado con su anterior y con su siguiente
da 114.

Solucion: 38
3.- Calcula el nimero que se triplica al sumarle 26.
Solucion: 13
4.- Halla un nimero cuyo triple menos 5 sea igual a su doble mas 3.
Solucién: 8

Si a un numero le sumo su triple y le resto 20, me quedan el 28. ¢ Cudl es
el numero?

Si llamamos x al nimero, su triple serd 3x, y ya podemos plantear la
ecuacion:

Ya podemos plantear la ecuacién:

x+3x-20=28
Cuya solucion es:
x+3x-20=28 —> x+3x=28+20
4x =48 — x=%=12 x=12

Por tanto el nimero es el 12.

5.- Halla un niimero que sumado a su doble da 48.

Solucién: 16
6.- Halla un nimero que multiplicado por 3, sumandole luego 10,
multiplicando lo obtenido por 5, agregandole 10 y multiplicando
finalmente el resultado por 10 da 750. ¢Qué ndmero es?

Solucién: 1
7.- Encontrar dos nimeros que sumados den 204 y tales que uno de

ellos es 16 unidades mayor que el otro.
Solucion: 94, 110.

8.- Si al doble de un nimero le sumamos su tercera parte obtenemos
14, iCual es dicho ndmero?
Solucion: EI 6.
9.- La suma de 4 ndmeros naturales consecutivos es igual a siete
veces el menor de ellos. ¢Cudles son esos nimeros?
Solucién: Los nimeros sonel 2 el 3 el 4yel 5.
10.- La suma de dos nimeros impares consecutivos es 36. Busca esos
nimeros.
Sol: 17y 19.
11.- La diferencia entre dos nimeros es 38. Si se divide el mayor de
los nimeros por el menor, el cociente es 2 y queda un resto de 8. (Qué
nimeros son?
Sol: 30 v 68.
12.- Halla dos nimeros sabiendo que uno es cuatro veces mayor que

el otro y su suma es 25.
Sol: 5y 20.

13.- Calcula dos nimeros sabiendo que uno excede al otro en 8

unidades y su suma es 450.
Sol: 221y 229.

14.- El doble de un nimero aumentado en 12 es igual a su triple

disminuido en 5. éCuél es el ndmero?
Sol: EI 17.

Problemas de Edades

15.- ¢Qué edad tiene Rosa sabiendo que dentro de 56 afios tendra el
quintuplo de su edad actual?
Solucion: 14 afos
16.- Un padre tiene 47 afios y su hijo 11. {Cuéantos afios han de
transcurrir para que la edad del padre sea triple que la del hijo?
Solucién: 7 afios
17.- La edad de un padre es doble que la del hijo. Hallar ambas edades
sabiendo que suman 51 afos.
Solucién: 17 y 34 afos.

© http://selectividad.intergranada.com
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18.- Rosa tiene 25 afios menos que su padre, Juan, y 26 afos
mas que su hijo Alberto. Si entre los tres suman 98 afios. ¢Cuél es

la edad de cada uno?
Solucién: Rosa tiene 33 afos, Juan tiene 58 y Alberto 13.
19.- El doble de la edad que tenfa hace cinco afios es 80. {Cual es mi
edad actualmente?
Solucién: 45
20.- Si Elena es tres afios menor que Lucio, y este es uno mayor que

Berta, y entre los tres suman 41 afos, {Qué edad tiene cada uno?
Solucién: Berta 14 afios, Lucio 15y Elena 12 afos

21.- Siala edad de Rodrigo se le suma su mitad se obtiene la edad de

Andrea ¢Cudl es la edad de Rodrigo si Andrea tiene 24 afios?
Solucion: 16 afos

22.- Una mamé tiene el cuadruplo de la edad de su hijo, y dentro de
cinco afios, tendrd el triple de afios que él. ¢Qué edad tienen?

Solucion: Mama: 40 anos, hijo: 10 afios.

23.- las edades de dos hermanos suman 38 afos. Calcularlas,

sabiendo que la edad de uno es superior en 8 afos a la edad del otro.

Solucién: 15y 23 afos

24 - La suma de las edades de tres hijos es igual a la edad de su madre.

Si la madre tiene 48 afios, y cada uno de los hijos tiene 2 afios mas

que el anterior, ¢cuales son sus edades?
Solucién: 14, 16 y 18 arios tienen los hijos.

La edad actual de Sergio es el doble que la de su hermana Raquel, pero
hace 10 arios la edad de Sergio era el triple que la de Raquel. ¢ Cudntos
afios tienen actualmente cada uno?

Si llamamos x a la edad de Raquel y recogemos los datos en una tabla:

Edad Actual Hace10 afios
[ Raquel X x-10
[ Sergio 2x 2x-10
Ya podemos plantear la ecuacion:
2x-10 = 3(x-10)
Hace 10 afos S
la edad de Sergio Seré el triple de la

edad de Raquel
Cuya solucién es:
2x—10=3(x—10) 2x-10=3x-30
2x-3x=-30+10 > -x=-20 —> x=20
Por tanto la edad actual de Raquel es 20 afios y la de Sergio es 40.

—

Si comorobamas vemos aue hace 10 afos. Raauel tenia 10 afios v Seraio 30 afios aue es su trinle

25.- La suma de las edades actuales de Sara y su hermano Ghali es
20. Dentro de 7 afios la diferencia entre la edad de Ghali y la de Sara
serd igual a la edad actual de Sara menos 1. Calcula sus edades
actuales.
Sol: Ghali 13 afios y Sara 7.
26.- Un padre tiene 20 afios mas que su hijo. Dentro de 12 afios, el
padre tendrd el doble de la edad del hijo. ¢Cudntos afios tiene cada
uno actualmente?
Sol: 8y 28 afos
27.- Un padre tiene triple edad que su hijo. Si el padre tuviera 30 afios
menos y el hijo 8 mas, los dos tendrian la misma edad. Averiguar la

edad de cada uno.
Sol: El hijo 19 afos y el padre 57.

Problemas de Dinero

28.- Ménica tiene 12 € mas que Javier y esperan que manana les den
5€ de paga a cada uno. En ese caso, Ménica tendra mafana el doble
que Javier. ¢Cuanto tiene hoy cada uno?
Solucién: Javier tiene 7 €, y Ménica, 19 €.
29.- Para organizar la excursidn de un grupo de amigos, cada uno ha
puesto 16 €. Si fueran tres mds, solo pondrian 12 €. {Cuantos amigos
han ido de excursion?
Solucién: 9 amigos.
30.- Si Ana y Sonia tienen 2500€ entre las dos, y Ana tiene 700 € méas
que Sonia, {cuénto tiene cada una?
Solucién: Marina 1600€ y Sonia 900 €
31.- Luis ha gastado 4,20 € mas que Loli. Si entre los dos han gastado
18 € ¢Cuénto gasté cada uno?
Sol: Loli 6,90 € y Luis 11,10 €.
32.- Tengo en una mano el doble de monedas que en la otra. Si en total

tengo 27 monedas ¢Cuédntas monedas tengo en cada mano?
Sol: 9 monedas en unay 18 en la otra.
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33.-.'Juan tiene 90 € en billetes de 5 € y de 10 €. Si el ndmero de
billetes de 5€ es el cuadruple del nimero de billetes de 10€, icuéntos

billetes tiene de cada clase?
Sol: 3 billetes de 10€ y 12 de 5 €.

Luis se ha comprado un traje, un bastdn y un sombrero por 259 €. El traje
costo 8 veces lo que el sombrero y el baston 30 € menos que el traje.
Hallar los precios de cada prenda.

Sombrero : x
Traje : 8x
Bastén : 8x — 30

Si llamamos x al precio del sombrero:

Ya podemos plantear la ecuacién:
x +8x+8x—-30=259
[ ==

Sombrero  Traje Bastén

Cuya solucion es:

x+8x+8x-30=259 — 17x=259+30
17x = 289 x=%=17 x=17

Por tanto El Sombrero cuesta 17 €, el traje 136 € y el baston 106 €.

Si comprobamos vemos que la suma de los tres es 259: 17+136+106=259

34.- Tengo 13 monedas, unas de 2 céntimos y otras de 5 céntimos. Si
las cambio todas por una moneda de 50 céntimos, écuantas tengo de

cada clase?
Sol: 5 de 2 céntimos y 8 de 5 céntimos.

35.- Si sumamos 10 € al doble de tu dinero resultara lo mismo que si
restamos tu dinero de 43 €. {Cudnto tienes?

Sol: 11 €.
36.- Ana compra un pafiuelo, una falda, y un abrigo en 505 €. Calcula
los precios respectivos, si la falda vale 25 veces méas que el pafuelo,

y el abrigo, el triple de la falda.
Sol: Pafuelo 5 €, falda 125 € y abrigo 375 €.

Problemas con figuras geométricas

37.- En un rectangulo la base mide 18 cm mas que la altura y el
perimetro mide 76 cm ¢Cudles son las dimensiones del rectangulo?
Solucion: 10 x 28 cm

38.- Determina las medidas de un rectangulo de 1800 m de perimetro

y cuya altura es dos tercios de la base.
Solucién: 540 m de base y 360 de Altura.
39.- En un tridngulo uno de los angulos es el doble de otro y éste es
igual al tercero incrementado en 40°. {Cudl es el valor de cada dngulo?
Solucién: 44°, 88°, 48°
40.- El triple del perimetro de un cuadrado es 144 cm. {Cuanto mide

su lado?
Solucién: 12 cm.

41 .- Una parcela rectangular es 18 metros més larga que ancha, y
tiene una valla de 156 metros. ¢Cudles son las dimensiones de la

parcela?
Solucién: 30 metros de ancho y 48 m de largo.

El perimetro de un huerto rectangular es de 66 m. Si el lado mayor mide
11 m. mds que el lado menor. ¢ Cudnto miden los lados del jardin?
) Lado menor : x
Si llamamos x al lado menor:
Lado mayor : x +11
Ya podemos plantear la ecuacidn sabiendo que el perimetro es la suma
de los lados:
2 x +2(x+11)=66
Lado —
Menor Lado mayor

Cuya solucion es:

2x+2(x+11)=66 —> 2x+2x+22=66

4x+22=66 — 4x=66-22 — 4x=44
x:%:ll - x=11

Por tanto las dimensiones del huerto son 11 metros de alto por 22 metros de ancho

42 - El perimetro de un triangulo isésceles mide 20 cm, sabiendo que
el lado desigual del tridngulo es la mitad de cada uno de los lados
iguales. ¢Cuanto mide cada lado del tridangulo?

Sol: 8 cm los lados iguales y 4 cm el desigual.
43 .- El largo de un rectangulo mide 12 cm mas que su ancho. Halla sus
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dimensiones sabiendo que el perimetro mide 264 cm.
Sol: 60y 72 cm.
45.- En un rectangulo un lado mide 18 cm mas que el otro y el
perimetro mide 76 cm ¢Cuénto miden sus lados?
Sol: Sus lados miden 10y 28 cm.
46.- Si aumentamos en 8 cm el lado de un cuadrado, su perimetro se

triplica. ¢Cuanto mide el lado?
Sol: 4 cm.

47.- El perimetro de un rectangulo es 50 cm. y su base mide 5 cm.

mas que su altura. Determina sus medidas.
Solucién: 10y 15 cm.

Problemas con fracciones

48.- Después de gastar 1/3 y 1/8 de lo que tenia me quedan 33 euros.

¢Cuanto dinero tenia?
Solucion: 72 Euros

49.- Un granjero lleva al mercado una cesta de huevos, por el camino
se rompen 2/5 de la mercancia. Decide volver al gallinero y recoger 21
huevos més con lo que ahora tiene 6/8 de la cantidad inicial ¢Cuantos
huevos tenfa al principio?
Solucién: 140 huevos
50.- Se han consumido las 4/5 partes de un bidén de aceite. Si se
reponen 30 litros, queda lleno hasta la mitad. ¢Cudl es su capacidad?
Solucién: 100 L.

Tenemos un depdsito de agua lleno con 3/8 de su capacidad. Se le
afiaden 132 litros se llena hasta 5/6 de su capacidad. éCudl es la
capacidad del depdsito?

Si llamamos x a la capacidad del depdsito, ya podemos plantear la
ecuacion:

§x+132:§x
8 6

Cuya solucién es:

§><+132—§x - 187x+76336_407x

8 "6 48 48 48
18x+6336=40x — 6336 =40x—18x
6336=22x - x:%:ZSS S x=288

Por tanto la capacidad del depésito es de 288 litros

51.- Un hombre gastd 1/5 de lo que tenia en ropa y 3/8 en libros, si le

prestd 102 € a un amigo y se quedd sin nada. ¢Cuénto dinero gast6?
Solucion: 48 € en ropa 'y 90 € en libros

52.- Al restar dos nimeros, da 6, y la mitad del mayor excede en 10 a
los 3/8 del menor. Halla dichos nimeros.

Solucién: Los ndmeros son 56 y 62.

53.- De un depbsito se extraen los 2/7 de su contenido, después 1/3

de lo que quedaba. Si queda 1 HI. {Cuél es la capacidad del depdsito?

Solucién: 210 litros.

54.- Un cajero hace dos pagos. En el primero da los 2/5 de lo que hay

mas 500 dh. En el segundo da la mitad de lo que queda mas 250 dhs.

Al final queda en el cajero la quinta parte de lo que tenia al principio.

Calcula lo que tenia el cajero al principio y los pagos que ha efectuado.
Sol: 5.000 dhs

Otros problemas de ecuaciones

55.- En un examen de 20 preguntas, por cada respuesta correcta dan
tres puntos y por cada fallo restan dos ¢Cuéntas preguntas acertd Aida

si obtuvo 30 puntos y las contesté todas?
Solucién: 14 preguntas

56.- En una cafeterfa, entre sillas y taburetes hemos contado 44

asientos con 164 patas. ¢Cudntas sillas y cuantos taburetes hay?
Solucién: 32 sillas y 12 taburetes.

57.- Si a un céntaro de agua, le afadieras 14 litros de agua, tendria el

triple que si le sacaras dos litros. ¢Cuanta agua hay en el cantaro?
Solucién: 10 litros.
58.- En una granja, entre gallinas y conejos, hay 20 cabezas y 52 patas.
¢Cudntas gallinas y conejos hay?
Sol: 14 gallinas y 6 conejos.
59.- Cada vez que un jugador gana una partida recibe 7€ y cada vez
que pierde paga 3€. Al cabo de 15 partidas ha ganado 55 €. Calcula
las partidas ganadas. Solucién: 10 partidas
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Tema 5:
Funciones

Reconocer situaciones de funciones. Identificar
la representacion grafica y analitica. Hallar
dominio de una funcién a partir de su férmula y

su gratfica. Analizar gréficos de funciones.
Modelizar situaciones, resolver y responder en
funcién del problema.




Las funciones son las herramientas principales para la descripcién matematica de una situacién real.
Todas las formulas de la Fisica no son mas que funciones: expresan como ciertas magnitudes (por
ejemplo el volumen de un gas) dependen de ofras (la temperatura y la presion). El concepto de funcién
es tan importante que muchas ramas de la matematica moderna se caracterizan por el tipo de funciones
que estudian. No es de extranar, por ello, que el concepto de funcién sea de una gran generalidad.
Ademas, se trata de uno de esos conceptos cuyo contenido esencial es facil de comprender pero dificil
de formalizar.

La idea basica de funcién es la siguiente. Supongamos que tenemos dos
conjuntos A y B: una funcion de A en B es una regla que a cada elemento
de A asocia un unico elemento de B.

Veremos que las funciones se representan por letras. En la practica las
letras mas usadas son f, g y h. pero cualquiera otra es también buena. Si f
es una funcién y x es un nimero que esta en su dominio, se representa
por f(x) (léase “f de x") el nimero que f asigna a x, que se llama imagen de x por f, Im(f).

10.2.- Sistemas de Representacion en el plano

La grafica de una funcién pone de manifiesto, a simple vista, muchas de sus propiedades. Para
dibujar gréficas de funciones nos ayudaremos de los ejes cartesianos, y diremos que la gréfica de una
funcioén f es el conjunto de pares de nimeros (x, f(x)) donde x son los puntos del dominio de la funcion.

10.2:1 - Ejes de coordenadas o Cartesianos.

El sistema de representacion de puntos en el 3
plano mas comun esta formado pac dos ejes Segundo cuadrante g Primer cuadrante
perpendiculares, uno horizontal llamado eje de %,
abscisas, donde se representan los valores de la (-,+) -4 (+,+)
variable independiente (que toma los wvalores ;ﬂ
libremente, y que suele llamarse “x"), y otro vertical » | Origen
llamado eje de ordenadas, donde se representan los ERIIEEEF IEEEE R
valores de la variable dependiente (porque se calculan J W resbmems
a partir de la otra, y que suele llamarse “y”). (',‘) ’ ( -+ ,')

4

Ambos reciben el nombre de ejes de VOH0aE CHRCENnts . CHC.CURUERN

coordenadas o ejes cartesianos (en honor del famoso

filésofo y matematico francés René Descartes).
El punto donde se cortan ambos ejes se llama origen de coordenadas v, al cortarse los dos

ejes, el plano queda dividido en cuatro zonas, que se conocen como cuadrantes, y que se nombran en
el sentido contrario a las agujas del reloj empezando desde la parte positiva del eje de abscisas.

Piensa y practica

1.- Representa en un sistema cartesiano los siguientes puntos:

A(L1) B(0,0) C(4.0) D(3.-3)
E(-1.-3) F(-5.6) G(0,-5)
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Ubicaciéon de puntos en el Plano Cartesiano

Cuando en matematica queremos ubicar puntos para representar diversas
graficas lo hacemos en el plano Cartesiano. El mismo contiene dos rectas
perpendiculares llamadas ejes cartesianos que dividen al plano en cuatro
partes iguales llamados cuadrantes. En cada recta ubicamos los numeros
reales respetando la unidad de medida (que no necesariamente debe
repetirse en ambos ejes) y la interseccion de ambas rectas sera el origen de
coordenadas: (0,0)

La recta horizontal se llama eje de abscisas, también conocido como eje x.
La recta vertical se llama eje de ordenadas, también conocido como eje vy.
Para ubicar cualquier punto en el plano lo hacemos como un par ordenado
indicando siempre primero la abscisa y luego la ordenada, es decir de la
forma (Xx,y).

Veamos algunos ejemplos:

CUADRANTEII Y CUADRANTE |
4 <
A=(2,3)
3t ]
2]
F=(4,1)
® - 41
D=(-2,0)
@ T ,
-6 -5 -4 -3 -2 ol 0 1 2 3 4 5 6
| X
ro
I
®
I=(-1,-15) |
_3 <
_4 <
CUADRANTE 1lI E=1(0,-5) CUADRANTE IV

,5?
Actividad 1: Teniendo en cuenta los puntos de arriba completen el
siguiente cuadro:

Punto X Y Par Cuadrante
ordenado
A 2 3 (2,3) I
D -2 0 (-2,0) Eje x
F
I
E
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Funcion

Una funcion es una relacidn entre dos variables en el cual a cada valor de la variable
independiente le corresponde un Gnico valor de la variable dependiente.

Dominio de una funcién: Conjunto de todos los valores que toma la variable independiente,
se |lo puede escribir como Dom(f) o D(f).

Imagen de una funciéon: Conjunto de todos los valores que toma la variable dependiente, se
lo puede escribir como Im(f) o I(f)

Codominio: es un conjunto en el cual esta incluido el conjunto imagen.

/ F:D -1

-
T
W) (@)

En resumen: La relacion f:D->1 (donde D es el dominio e I el codominio) es una funcion si y
solo si cumple dos condiciones:

e Condicion de Existencia: cada elemento del dominio de la relacion debe estar
relacionado con un elemento del codominio.

e Condicion de Unicidad: cada elemento del dominio estd relacionado con solo un
elemento del codominio.

ES FUNCION NO ES FUNCION NO ES FUNCION
X Y(/—\ X Y//\‘ X Y/'/-\
f>~a \ _J~a \ %\
5% ) /f ~b | B )
k“d / d / \.\\‘d (/)
o/ N 7 ',
SE CUMPLEN LAS NO SE CUMPLE LA NO SE CUMPLE LA
DOS OPERACIONES EXISTENCIA UNICIDAD

Tabla / Formula / Grafico
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Una funcion puede estar definida por la formula, tabla o grafica

Una tabla es una representacion de datos, que muestra qué valor de la variable dependiente
le corresponde a cada valor de la variable dependiente.

La formula es una expresion algebraica que establece la relacion entre las dos variables.

La grafica de una funcion es un tipo de representacion grafica en el sistema de ejes cartesianos
gue permite conocer el comportamiento de dicha funcion.

Tabla Formula Grafica
x y=2x+3
-2 2(-2)+3=-4+3=-1
-1 1 f(X) = 2x + 3
3
1 5
2 7
o 4
o
C={00
T T '] T T
-4 -2 ] 2 4
D={1-1)
B=(-1,-1) @ L]
X y = —x?
2 | (-2)=-(+4)=-4 ]
-1 -1 gx) = —x?
o 0
1 -1 A=(-2,-4) E=(2,-4)
-4 @ 4 L ]
-6 4
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Estudio de funciones

Es el andlisis de su comportamiento a partir de la variacion de los valores de las variables.

Previo a su estudio debemos definir el dominio y conjunto imagen de la funcién; una vez
definido estos dos conjuntos, observaremos el crecimiento de la funcién, las intersecciones
de la gréfica con los ejes x e y, y los valores maximos y minimos que alcanzan la misma.

> Intervalos de crecimientos y decrecimientos
Una funcion es creciente en el intervalo (a,b) del dominio, si para cualquier par de
puntos X: y X2 del intervalo tales que x1<xz, se cumple que f(x1) < f(x2). Es decir, es
creciente en (a,b) si al aumentar la variable independiente x, aumenta la variable

dependiente y.
Y

fib)

fla)

crecey
cre

'ﬁ

creceXx

S . ..

miento

o

-

|
| |
a X3 X2 b X

Una funcion es decreciente en el intervalo (a,b) del dominio, si para cualquier par de
puntos X: y Xz del intervalo tales que x1<xz, se cumple que f(x1) > f(xz2). Es decir, es
decreciente en (a,b) si al aumentar la variable independiente x, disminuye la variable

dependiente y.

Y
(] A
decr{lacey \kcrecimiento
i AEENTEEEEs
ﬂ
| crecex |
é X X3z lb x=

> Maximos y minimos.

Una funcidén alcanza un maximo absoluto para un valor xo del dominio, si para todo x
perteneciente al mismo, con x distinto de xo, la imagen de x es menor que la de Xo. El
valor maximo de la funcién es la imagen de xo. Una funcidn alcanza un minimo absoluto

para un valor Xo del dominio, si para todo x perteneciente al mismo, con x distinto de Xo,
la imagen de x es mayor que la de xo. El valor minimo de la funcién es la imagen de xo.
Si en cualquiera de los casos no se cumple en todo el dominio, pero si en un intervalo
cercano a Xo, entonces lo llamaremos minimo o maximo relativo.
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4 Maximo /

Minimo

> Los ceros o raices de una funcidon son los valores de la variable independiente cuya
imagen es 0. Graficamente veremos que la funcién corta al eje de abscisas.
La ordenada al origen es el valor de la variable dependiente, que es imagen de 0.
Graficamente veremos que la funcién corta al eje de ordenadas.
También podemos escribirlo como los puntos de interseccion con los ejes

Ordenada: y=2
" Pto. de interseccion:(0,2)

6 a4 a2 \ '
- \ Raizi: x=2

Pto. de interseccién:(2,0)

Raiz2:x=1
Pto. de interseccion:(1,0)

> Intervalo de positividad y negatividad.
El intervalo de positividad es un subconjunto del dominio cuyas imagenes son
numeros positivos. De igual modo, el intervalo de negatividad es un subconjunto del
dominio cuyas imagenes son nimeros negativos.

_p L nt. Pc:5|t|md\d\_/ lh‘l’[ Pﬂ'SItl‘u'EflEldj
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: %ﬂ‘(m racional

| fo=s f \ )
constante \

Funcion Funcion Funcién
constante polindmica Racional

Funcion por Funcion valor Funciones
tramo radical

tanix)

Funcion Funcion Funcion
exponencial logaritmo trigonometrica

En la catedra trabajamos con

Funciones polindmica de grado 1y 2
Funciones exponenciales

Funciones logaritmo

Funciones trigonométricas
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Sin embargo, hay que saber obtener el dominio de TODAS las funciones porque tiene
aplicaciones en otros contenidos matematicos y ajenos a la matematica.

» Funciones Polinémicas, son de la forma f(x)=a x"+a, x"" +....+ax+a, ysudominioes .

ax"+a x"'+...+ax+a,

e Funciones Racionales, son de la forma f(x)=
R bx"+b, x"'+....+bx+b,

valores que anulan el denominador.
e Funciones Irracionales, son del tipo f(x) = dm . siendo su dominio:
» Elmismo que el de g(x) sin es impar
* El conjunto de valores reales que hagan g(x) = 0sin es par
e Funciones exponenciales, son de la forma f(x) = a™', cona>0ya#1, su dominio es el mismo que el de g(x)

e [unciones logaritmicas, son de la forma f(x) = log, g(x) , con a>0. Su dominio son los valores de x, que hacen
alx)=0.

e Funciones circulares: f(x)=senx, f(x)=cosx , su dominioes .

A partir de estas dos, podemos definir el resto de funciones circulares:

tg(x) = il , sec(x)= L sus dominios son R —{£(2k +1).ke Z}
oS X €Os X 2

,cosec(x) = L sus dominios son R - lkr.k € Z}
senx

ctg(x) = 2=
senx

Profundizaremos cada caso...
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Funciones polindmica

fO) = apx™+ an_ X"+ ap_x™ %+ -+ azx® 4 ayx® + agx + ag
Los a; son numeros reales conocidos como coeficientes
Los exponentes son numeros naturales.

Coeficientes
TR

=
\Variable

El dominio de una funcidn polindmica son TODOS LOS REALES

Dom(f) =R

¢Por qué? Porque en los reales se puede resolver cualquier suma y multiplicacion
entre reales.

Funciones racionales

f(x) = %, {Vx € R: h(x) # 0}

El dominio de una funcion racional son todos los niumeros reales gue no anulan el
denominador

Dom(f) = {Vvx € R: h(x) # 0}

Ya que no existe en los reales la division por cero

Para hallar las restricciones, me planteo la ecuacién h(x) = 0 y resuelvo

Veamos algunos ejemplos y observa que la “divisién entre 0” no necesariamente
significa que x es 0

Funcion Dominio
Fix) = 1 Si x = 0, estarias dividiendo entre 0, entonces x # 0.
X Dom(f) = R — {0}
x—3=0
fx) = 22X x=3
xX=3 Si x = 3, estarias dividiendo entre 0, entonces x # 3.

Dom(f) = R —{3}
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x—1=0
x=1
Primero, siempre hallo en que valores de x el
denominador se hace 0. En este caso en x=1. Dom(f) =
Flx) = 2(x =1 R — {1}

Si bien puedes simplificar esta funcién como f(x) = 2, hay

qgue determinar siempre primero la funcion

Por lo tanto
2(x—1)
f(x) = —~—1 2,para Dom(f) = R — {1}
x2—1=0
x?=1
x| =1
x==1
X+ ] _
flx)= 1 Enx = 1y x = —1 harian 0 el denominador.
Dom(f) =R —{-1,1}
Fixh=
De nuevo, esta funcion puede simplificarse como x =1
,peroparax # 1y x + —1.
x> +1=0
x?=-1
x| =v—-1
Fx) 2w =1 No tiene solucion en R
X+ Este es un ejemplo cuando no hay restricciones en el
dominio, aunque haya una variable en el denominador.
Porgue x? > 0, x2 + 1 nunca sera 0.
Entonces Dom(f) = R
9x%2 —9x — 54 =0
_ZEDEV(E9?-49- (=59
Y12 = 29
9++2025 9445
( ) _ 3x+6 X1,2 = 18 = 18
T =52 9y —5a
_9+45_54_ _9-45_ 36 _
=718 T18° 27718 T 18”7

Entonces Dom(f) = R — {-2,3}
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Actividad 1: Determina el dominio de las siguientes funciones.

1)]1\) X +x- 2) fix) - : 3) f(x) el d) f(x)

X v+ X 4 X "+ 3x

2 | l Ix® -9
5) f(x)=13x 6) fix) L, -

> ]
X X X g Xr=vy3 "+

Funciones radicales

f(x) =gx), {vx € R: g(x) > 0}

El dominio de una funcién radical (con INDICE PAR) son todos los numeros reales que

no hacen negativo el radica.

Dom(f) = {Vvx € R:g(x) = 0}

Ya que no existe en los reales la raiz de indice par de numero negativo.

Las raices cuadradas de numeros negativos pueden ocurrir cuando la
funcion tiene una variable dentro de un radical con una raiz par. Veamos
estos ejemplos y observa que “la raiz cuadrada de un nimero negativo”
ino necesariamente significa que el valor dentro del radical es negativo!

Por ejemplo, si x = —4, entonces —x = —(—4) = 4, un numero positivo.
Funcion Restricciones al Dominio
Si x < 0, estarias sacando la raiz cuadrada de un
Fix) =

numero negativo, entonces x = 0.

F(x) = JXFT0 SI,X < —10, es.tarlas sacando la raiz cuadrada de un
numero negativo, entonces x = —10.

éCuando es negativa -x? Sélo cuando x es positiva.
flx) = +Fx (Por ejemplo, si x = —3, entonces —x = 3. Six = 1,
entonces —x = —1.) Esto significa que x < 0.

x> - 1 debe ser positivo, x> -1 > 0.

Flx) = i -1 Entonces x2 > 1. Esto sdlo sucede cuando x es mayor
que 1 o menorque —1: x < -1o0ox = 1.

No hay restricciones en el dominio, aunque hay una
variable dentro del radical. Pero x> = 0, x> + 10 nunca
flx) = ofx* +10 sera negativo. Lo menor que puede ser es 10, por lo
gue no hay peligro de sacar la raiz cuadrada de un
numero negativo.
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Ejercicios resueltos
Funciones: dominio, grafica e imagen

El objetivo de este apunte es resolver algunos ejercicios de ejemplo, similares a los del comienzo de la practica
del capitulo 4, discutiendo un poco como encararlos y como resolverlos. En los mismos usaremos contenidos
vistos en éste y en los anteriores capitulos.

Ejercicio:

1) Hallar el dominio, graficar y determinar la imagen de las siguientes funciones:

1
$+1+2 d) s(x) =v2—2—-1

a) f(z) = —gm’—i— 3 b) g(z) = —2?+22+3 c¢) h(z) =

Resolucién:

1) El ejercicio nos pide calcular el dominio de varias funciones, realizar sus respectivas graficas y luego
para cada funcién determinar su imagen. Primero entonces recordemos un poco qué son cada uno de
estos términos.

El dominio de una funcion es el mayor conjunto de nimeros reales para el cual tiene sentido calcular
la funcién (ver pagina 48 del libro de cétedra). En otras palabras son los valores que puede tomar x
en la funcién y para los cuales podemos realizar la cuenta. Las tnicas restricciones de ese estilo que
tenemos por ahora son que nunca podemos dividir por cero, y que las raices de indice par
tienen que tener argumentos positivos (es decir que lo que estd dentro de la raiz tiene que ser
mayor o igual a cero, siempre y cuando la raiz sea de indice par). Las raices de indice impar no sufren
esta restriccién.

Mais adelante veremos otro tipo de funciones que tienen otros tipos de restricciones de domino.

Para hacer referencia al dominio de una funcién, por ejemplo la funcién f, en estas notas se usara la
notacién: Dom(f).

La gréafica de una funcién f es el conjunto de puntos del plano de la forma (z, f(x)) (ver pagina 49
del libro de cédtedra). En otras palabras serdan todos los puntos cuya primer coordenada sea algin valor
del dominio de la funcién y su segunda coordenada sea el valor que le corresponde por la funcién f.
Para la grafica de algunas funciones tal vez debamos recurrir a los conceptos vistos en los capitulos 2
y 3.

La imagen de una funcién es el conjunto de valores que toma la misma (ver pagina 49 del libro de
cétedra). Si tenemos la grafica de la funcidn, estos valores se pueden ver mirando qué valores toma la
funcién sobre el eje y. Para hacer referencia a la imagen de una funcién, por ejemplo la funcién f, en
estas notas se usard la notacion: Im(f).

Discutiremos més de esto en cada uno de los ejemplos.

W) Ja)=—2a+3

En este caso nos encontramos ante una funcién lineal y por lo tanto su dominio seran todos los
numeros reales (ya que no hay ningin valor de x para el que no se pueda hacer la cuenta). Es
decir:

Dom(f) =R

Por otro lado, como la funcién es lineal, su gréfica sera una recta (ver paginas 23 a 26
del libro de cétedra). Para graficarla entonces lo haremos de la misma forma que graficibamos
rectas (como vieron en el curso de nivelacién), ya sea usando la informacién de la pendiente y
la ordenada al origen o buscando dos puntos de la recta.

En este caso tenemos que graficar una recta con ordenada al origen 3 (que nos indica dénde
corta la funcién al eje y) y una pendiente de —2/3, que nos indica que por cada 3 unidades
que nos movamos hacia la derecha nos deberemos mover 2 unidades hacia abajo (nétese que el
numerador me indica el deplazamiento en la direccion del eje y y el numerador el desplazamiento
en la direccién del eje x, y el signo se lo asignamos a uno solo de estos valores).
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De esta forma la grafica de f seria:

14

Si miramos ahora entonces todos los valores que toma la
funcién sobre el eje y, podemos ver claramente que en este
caso, como la recta continda indefinidamente, la imagen
de la funcién f serda todos los reales. Esta idea puede
“verse” en la figura de al lado, donde hemos marcado en
lineas naranjas horizontales la proyecciéon de algunos de
los valores de la funcion sobre el eje y, y sobre este mismo
eje hemos marcado la imagen de la funcién en rojo. En
los siguientes ejemplos tal vez se entienda mejor esta idea.
Aclaracion: todo lo que estd marcado en naranja y en
rojo ustedes no lo deben escribir en su grafico, pero es
algo que pueden pensar a la hora de tener que determinar
la imagen de una funcion.

|
| —
= o
p—n
[\
o
[ENES
/
8

Por lo tanto:
Im(f) = R

g(x) = —2? + 2z +3
En este caso nos encontramos ante una funcién cuadratica, y por lo tanto su dominio seran
también todos los nimeros reales (esto pasa en general con cualquier funcién polinémica), ya que
nuevamente no habra ningtin valor de x para el cual no se pueda realizar esa cuenta. Es decir
que:

Dom(g) =R

Sabemos por otro lado que, al ser una funcién cuadratica su grafica sera una parabola. Para
graficar una parabola hay varios métodos. Ya vieron en el capitulo 3 que una forma de graficarlas
es en base a su ecuacién candnica, viendo dénde esta el vértice y hacia donde apuntan las ramas.
Si en este caso pensamos a y = g(x), entonces obtenemos la siguiente ecuacion:

y=—a2>+2x+3

Y si completamos cuadrados y llevamos a la forma candnica (ver ejemplo pagina 39 del libro de
catedra) obtenemos:
—(x—1)2=y—14

Que podemos ver que es una parabola con vértice V(1,4), eje vertical y las ramas hacia abajo.

Otra forma en que a veces podemos graficar una parabola es en base a la interseccién de esta con
los ejes (cuando los tenga).

Para ver donde la funcién interseca al eje y, debemos cuanto vale la funcién en x = 0, es decir:
Interseccién con el ejey = ¢(0)=—-0>+2.-0+3=3

Por lo tanto la funcién corta al eje y en el punto (0, 3).

162



Para ver dénde la funcion interseca al eje x, debemos ver dénde la funcién vale 0, es decir:
Interseccién con el eje z = g(z)=0 = —2°+22+3=0 = 2=-1 6 x93=3

Por lo tanto la funcién corta al eje x en los puntos (—1,0) y (3,0).

Luego ademas, como las parabolas son simétricas, la coordenada x del vértice (h) serd el promedio
de las coordenadas x de estos puntos, es decir:

h_$1+$2_—1+3_
== = =

1

Y la coordenada y del vértice (k) vendra dada por el valor que tome la funcién en h, es decir:
k=gh)=g(1)=-1>+2-1+3=4

Por lo tanto podemos ver que esta pardbola tiene vértice V(1,4).

Aclaracion: No es necesario que realicen los dos métodos par determinar el vértice y ver cémo
es la grafica. A veces uno de los dos métodos es més practico que el otro. Por ejemplo, a veces la
parabola no corta a uno de los ejes, y en esos casos es mejor recurrir al primer método. Incluso
pueden combinar métodos, encontrando el vértice como en el primer método, y luego encontrando
alguna interseccién con algun eje.

Por lo tanto la gréafica de g(z) resulta:

Si vemos ahora los valores que toma la funcién sobre el eje
1y, podemos ver que en este caso no podra tomar cualquier
valor. Vemos que claramente la funcién nunca toma un
valor superior a 4, pero sin embargo sigue indefinidamente I'm(
hacia los valores negativos. Nuevamente esto puede verse
si nos imaginamos que trasladamos horizontalmente todos
los puntos de la funcién hacia el eje y (marcado aqui con
flechas naranjas, pero ustedes no deben graficarlas, sélo
imaginarlas, al igual que la imagen de la funcién que aqui la
marcamos en rojo, pero ustedes tampoco deben marcarla
asi).

Por lo tanto la imagen de la funcién g resulta:

| Im(g) = (—00,4]]

OOS)/% Ut

\llh
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c)

1
Cr+1

h(z) +2

En este caso tenemos una funcién donde aparece una fraccién con nuestra incégnita en el de-
nominador. Como sabemos que no podemos dividir por 0, deberemos tener esto en cuenta para
calcular el dominio de la funcién. En este caso el denominador se anula cuando:

r+1=0 = z=-1

Entonces esta funcién estara definida para cualquier niimero excepto el —1. Por lo tanto resulta
que:

| Dom(h) =R — {~1}|

Por otro lado, para realizar la grafica de esta funcién podemos ver que si hacemos y = h(zx) nos
queda la ecuacién:

1 1
= 2 = —2=
V=it Y 11

Que es la ecuacién de una hipérbola, con centro C(—1,2), con constante ¢ = 1 y con un numerador
de signo positivo, entonces su grafica serd (ver paginas 40 a 43 del libro de catedra):

Nétese que la linea punteada vertical que trazamos para graficar la hipérbola coincide con el valor
de x que no esta en el dominio de la funcién. Siempre que una funcién tenga un valor que
no esté en su dominio, la grafica de la funcién no podra cruzar por encima de este
valor.

Si analizamos ahora los valores que toma la funcién sobre

el eje y, podemos ver que la funcién crece indefinidamente l
tanto para valores positivos como para valores negativos. 3
Sin embargo, si miramos con cuidado, vemos que hay un ;
valor que la funcién nunca toma, que en este caso es 2. |
Este valor coincide con la recta horizontal punteada que ------- - - ) N, T
trazamos para graficar la hipérbola, y este sera el tnico - Im(h)
valor que no estard en la imagen de la funcién h. \ —
Recuerden que el grafico que se muestra aqui al lado contie- —t ‘
ne muchos elementos que ustedes no deben graficar, pero =3 =2
si que pueden pensar a la hora de determinar la imagen de

una funcién.

En este caso entonces tenemos que:

| Im(h) = R — {2}
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d) s(z)=v2—z—-1

En este caso nos encontramos con una funcién que tiene una raiz de indice par y nuestra variable
se encuentra dentro de su argumento. Por esta razon, esta funcion estara definida cuando el
argumento de dicha raiz sea positivo (o cero). Por lo tanto, para ver el dominio de la funcién s:

s(z)=V2—-z-1 = 2—-2>0 = 2>z = <2
—

>0
Por lo tanto el dominio de la funcién s resulta:

‘Dom(s) = (—00,2] ‘

Ahora bien, para trazar la grafica de esta funciéon, podemos nuevamente recurrir a pensar a
y = s(x) y analizar la ecuacién que nos queda, para ver si se corresponde con algo que conozcamos.
La ecuacion que nos queda seria:

y=vV2-r-1 = y+l=v2-2 = (Y+1)P’=-2+2 = (y+1)’=—(z-2)

Que se trata de la ecuacién de una pardabola con vértice y
V(2,—1), eje horizontal y las ramas hacia la izquierda (ver
paginas 39 y 40 del libro de catedra). Pero si analizamos el
grafico de esta pardbola (ver imagen contigua), podemos
apreciar que este grafico no puede corresponder a la
grafica de una funcién, ya que para un mismo valor
de z hay mas de un valor de y. Sin embargo la grafica
de s(x) estard relacionada con esta parabola. En este caso
(como la raiz tiene adelante un signo positivo implicito)
se tratard de la rama superior de dicha parabola. Si en
cambio nuestra funcién hubiese sido ¢(z) = —v2 —z — 1
su grafica hubiese sido la rama inferior.

Por lo tanto la grafica de s(x) resulta:

Si ahora observamos los valores que toma la funcién sobre
el eje y, podemos ver que nunca toma valores por debajo de

Im(s)

—1, pero sin embargo crece indefinidamente hacia arriba.
También podriamos hacer el mismo analisis que veniamos

uni
(3 1N B

P
. . . . 1 |
haciendo hasta ahora, imaginando que trasladamos hori- \

zontalmente los puntos de la grafica y viendo qué conjunto S~
determinarian éstos sobre el eje y. _é _i 0 7 2 3 T
De cualquiera de las dos formas obtenemos que la imagen 1 &
de la funcién s resulta:
_94

[ Im(s) = [~1,+00)]
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Manual de Matematica preuniversitaria

5.1. El concepto de funcién

Observando el grafico podemos determinar cuidn populares fueron en Goo-

gle ciertos momentos de la vida del jugador argentino, en relacién a otros hechos
ocurridos en sendos paises en el mismo momento. Por ejemplo, el cldsico Real
Madrid vs. Barcelona (semana 16) fue completamente popular en Espafia, mien-
tras que en Argentina solamente llegd a la mitad de ese nivel (aunque vimos
antes que fue lo mas popular en YouTube en Argentina). También podemos de-
cir que el casamiento y la clasificacién a la Copa de Mundo tuvieron la mitad de
popularidad relativa en Espafa respecto a la que tuvieron en Argentina. «

Ejercicios 5.1

1.

Sea f : R — R dada por f(z) = -223 + z + 5. Hallar la imagen a través de f
dex=2,z=0yx=-1.

. Sea g(x) = v/3x — 6. Hallar el dominio de g. Luego, escoger un valor ¢ en

dicho dominio y calcular g(c).

. Determinar el dominio de las siguientes funciones:

+3 1
@ f(z) = 216,761 © h(2) = 5r 7+ 102+25)
/= Vx2+6x+5
(b) g(z) =ﬁ ) r(z) = l(fg(+m+xlg

. Ubicar los siguientes puntos en un mismo sistema de ejes coordenados:

(a) P =(-2,4) (¢) P3=(-3,-3) (e) Ps=(2,-3)
(b) P, =(0,-1) d) P,=(1,2) ) Ps=(3,0)

. Sea a un niimero real positivo. Determinar a qué cuadrante pertenecen los

siguientes puntos:

@) P =(-a,2a) (©) R=(1,-a)
(b) Q= (a,4) @ S=(-Va,-2)

. Observando los dibujos en el siguiente plano, indicar las coordenadas de cada

sitio, suponiendo que estas son siempre niimeros enteros:

Universidad = Hospital = Fébrica =
Shopping = Cafeteria = Banco =
Bar de tragos = Autobus = Puerto =
Supermercado = Telefénica = Hotel =
Comedor = Aeropuerto = Correo =
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Capitulo 5. Funciones

11

X
JriTy 2
bt 1|
: : :

7. Sea f(x) = -2 + 3. Representar en un mismo grafico los puntos (z, f(z)),
prarx=1zx=-1,x=0,x =2, x=-2,x = \/§yx: /3. Unir dichos
puntos con linea punteada para ver el aspecto de la grafica de f.

8. Determinar si los graficos en la figura siguiente corresponden o no a funcio-
nes con dominio [a,b]. En caso de no serlo, indicar qué condiciones no se
cumplen. En caso de serlo, determinar su imagen y sus raices, si las tiene.

2

.

y=f(z)

y=g(z)

I\/lz b T

y=h(z)

/

~
J

y=w(z)

\ >
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5.1. El concepto de funcién

9.

10.

11.

Hallar analiticamente las raices de las siguientes funciones (recordar que de-
ben pertenecer al dominio).

(@ f(z)=22+2-30

(b) g(z) = 55

(©) g(x) = Va?-25

@ p(z)=2®+22-52+3
(e) h(x) _ 10g(;17273)

x+2

) w(z) = % Vf;fﬂ"‘*”

O Representar en GezGebra las funciones del ejercicio anterior, y hallar la
interseccioén de cada una con el eje x para comparar con lo obtenido.

La representacién grafica de una funcién f : [0,6] — R es la siguiente:

1f(2)

A partir de ella, resolver las siguientes consignas:

(a) (Cual es laimagen de x = 1 a través de f?
(b) Determinar f(5).

(c) Hallar un valor de x tal que f(x) < 0.

(d) ¢(Para qué valores de x se tiene f(xz) = 1?
(e) ¢(Cuantas raices tiene f?

(f) (Cuantos valores de x satisfacen f(x) = 5?

(g) Determinar si y = 7 pertenece a la imagen de f.
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Capitulo 5. Funciones

12. El siguiente grafico muestra el crecimiento en la cantidad de usuarios de Fa-
cebook y WhatsApp durante los primeros afios desde su creacion”.

400 +
350
300 +
250
200
150 +
100 +

50 +

Usuarios en millones

0 1 2 3 4
Afios desde su creacion

Teniendo en cuenta que el lanzamiento de WhatsApp fue en 2009, y el de
Facebook en 2004, responder las siguientes preguntas de acuerdo a lo que
indica el grafico:

(a) Indicar a qué afios corresponde la informacién dada en el grafico para
cada una de las compaiifas.

(b) Determinar la cantidad aproximada de usuarios de WhatsApp en 2012 y
2013.

(c) Determinar la cantidad aproximada de usuarios de Facebook en 2007 y
2008.

(d) (En qué afio WhatsApp alcanz6 los 200 millones de usuarios?

(e) Determinar, para cada compaiiia, el incremento aproximado de usuarios
producido desde el segundo hasta el tercer afio, a partir de su creacién.

13. El gréfico en la Figura 5.3 ilustra la cantidad de usuarios activos en diferentes
redes sociales y servicios de mensajeria, desde 2013 hasta 2017. A partir de
esta informacidn, responder lo siguiente:

(a) Indicar la cantidad aproximada de usuarios activos en cada red social o
aplicacién al finalizar el afio 2017.

(b) Determinar la cantidad aproximada de usuarios que poseia WhatsApp al
momento de ser comprada por Facebook, en febrero de 2014. ;Cudnto
tiempo pasa hasta que esta cantidad se duplica?

*Todos los datos son ilustrativos, y pueden no ser completamente exactos.

172

169



5.1. El concepto de funcién

2200 -
2000 -
1800 A
1600 -
1400 A
1200
1000 -

800 -

600 -

400

200 ,/

Fin 2013 Fin 2014 Fin 2015 Fin 2016 Fin 2017
Afo

Usuarios activos en millones

! | | |

Figura 5.3: Usuarios activos.

(¢) (Cuando alcanza Facebook los 1400 millones de usuarios? En ese mo-
mento, ;qué aplicacién o red social tiene casi la mitad de usuarios que
Facebook? ;Cudles tienen casi la cuarta parte?

(d) Indicar el momento aproximado en que la cantidad de usuarios de Insta-
gram comienza a superar a la de Twitter, y cudl es esa cantidad.

(e) ¢(Qué redes o aplicaciones no alcanzaron los 800 millones de usuarios en
el periodo informado? ;Cudles superaron los 1000 millones?

(f) Hay dos redes o aplicaciones que sextuplican en algiin momento la can-
tidad de usuarios que tiene Snapchat al finalizar 2017. Indicar cuéles son
y cuando alcanzan dicha cantidad.

14. Se cuenta con la siguiente informacién sobre Instagram:

Se crea Instagram en octubre de 2010.

' En 2011 anade hashtags, filtros y efectos, para aumentar los “Me gusta”.
El 3 de abril de 2012 se lanza la versioén para Android.

'a El 9 de abril de 2012 es adquirido por Facebook.

9 A partir de agosto de 2012 permite etiquetar lugares.

Desde mayo de 2013 permite etiquetar a personas.

@¢ En junio de 2013 incorpora videos.

7 En diciembre de 2013 afiade Instagram Direct, para mensajes privados.

a En agosto de 2016 llegan las Instagram Stories (historias).
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Capitulo 5. Funciones

15.

174

Ademds, el gréfico siguiente contiene informacién sobre la cantidad de usua-
rios activos en Instagram desde su creacién hasta el afio 2017.

800 +
700 +
600 +
500 |
400 +
300 +
200 +
150 +

100 +
50 +

Teniendo en cuenta el grafico y la informacién dada, resolver las siguientes
consignas:

Usuarios activos en millones

abr.17
sep.17

(a) Cuando es comprado por Facebook, ;cudntos usuarios activos tenia apro-
ximadamente Instagram?

(b) Indicar la cantidad aproximada de usuarios activos que tenia Instagram
al momento de incorporar los videos.

(¢) (Cuantos usuarios activos habia en septiembre de 2013?

(d) Determinar la cantidad de usuarios que habia a los 3 meses de haberse
incorporado los mensajes privados.

(e) ¢(Cuantos usuarios activos habfa al finalizar el afio en el que Instagram
introduce las historias?

(f) Indicar el momento en el que se llegd al medio millén de usuarios.

(g) En los dos ultimos afios contemplados en el grafico, ;qué cantidad de
usuarios activos se agregd?

Mediante el uso de una tabla de signos como en el Ejemplo 150, esbozar la
grafica de las siguientes funciones polinémicas.

(@) f(z)=22%-922+3x+4
(b) g(z)=2°-Tx+6
(©) h(zx)=23+22%- 33z -90
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1. ¢Cual de las siguientes graficas corresponde a una funcidon de dominio real? Justifica tu
respuesta

3.} —_— h} \ E:I (::_ T d:l

D | N
~ N D |
/ v

2. Indica el dominio y el conjunto imagen de las siguientes funciones
A. Dominio: Conjunto Imagen:

flz) = V=1l

1
B. Dominio: Conjunto Imagen:
] f@)=ve-1
C. Dominio: Imagen:

17%7



3. Analiza completamente las siguientes funciones.

(x—1) (x+3) (x+1)

fx)
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glr)=(x -2z (x+1)

Ih:x=-0.59

25
05

[u]

1
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-0.5
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Responde a las preguntas planteadas en cada caso:

I. La grafica muestra la temperatura media de un
enfermo en cada uno de los 10 dias que ha estado
ingresado en el hospital.

a) ¢Qué dia alcanzé la temperatura maxima?

b) ¢éCudl fue esta temperatura?

c) ¢Entre que dos dias se produce la variacion maxima de

temperatura?

d) ¢éCual es esta variaciéon?

|
|
|
|
|
|
l

|
|
|
|
|
|
|
é, 10 Dias

|
|
|
|
|
|
|
§
|
B

—
[ S .
) o L
e o
h—————————

]

II. Juan sale de casa con el objetivo de hacer un poco de deporte. Empieza
caminando a un ritmo normal y después va a diferentes ritmos alternando
carrera y paseo.

a) ¢Cuanto tiempo pasa fuera de
casa?

b) éDurante cuanto tiempo esta en
movimiento?

c) ¢Qué distancia ha recorrido a la |
media hora de salir de casa? }

d) ¢Se para en alglin momento? 14+ .

e) ¢Cual es el maximo tiempo que —

pasa Juan sin descansar? 10 20 30 40 50 60 70 80 90 Tiempo

P
(min)

Distancia
(Km)

g 2 casa

(SR
L_1
1

III. La grafica muestra la variacidon de temperatura durante algunas horas de un dia
de primavera en Cracovia.

=
51 ¢De cuantas horas se nos da informacion en
Y S dicha grafica?
i' _______________ ¢Qué temperatura habia a las 7 de la mafiana?
3 ¢Qué temperatura habia a las 10 de la manana?
2 -
1 - ¢Cudl es la temperatura maxima que se ha
— : alcanzado?
-1 - 7 91113151719 °MP°
3N M (horas)
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Grafico 1

a) Analiza b) Completa la tabla de valores
e Dominio
e Conjunto imagen X y
e |. crecimiento -3
e |. decrecimiento -2
o C+ 4
o (- 3
e Co -5,5
e Puntos de intersecciones con los ejes 8
e Puntos maximos y minimos

Grafico 2

a) Analiza b) Completa la tabla de valores
e Dominio
e Conjunto imagen X Y
e |.crecimiento 3
e |. decrecimiento 1
o C+ 4
e (- 6
e Co 9
e Puntos de intersecciones con los ejes -2

Puntos maximos y minimos
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Grafico 3

4
3
2
\ 1
-4 -3 1 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 1
-1
=2
a) Analiza b) Completa la tabla de valores
e Dominio
e Conjunto imagen X y
e |.crecimiento -4
e |. decrecimiento -2
o C+ -2
e (- 5
e Co 8
e Puntos de intersecciones con los ejes 11
e Puntos maximos y minimos 4
Grafico4
4
O 3
2
1
-3 -2 -1 0 1 2 4 5 6 7
=1
=2
a) Analiza b) Completa la tabla de valores
e Dominio
e Conjunto imagen X Y
e |. crecimiento -3
e |. decrecimiento -1
e C+ 0
e (- 4
e Co 4
e Puntos de intersecciones con los ejes 8
e Puntos maximos y minimos
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